
Mathematical 
Analysis 


(Second Edition) 


Stephen. 

wang 


□ □ □ □ □ stephen.wang 
DN[5n=stephen.wang[5=CN-n □[ 
o=wise0)u=department of 
economicsD 

email=gogqtdh@gmail.com 

□ □ 3007 . 07.21 22 : 27:11 + 08 ' 00 , 


数学分析 


(美） Tom M. Aposto I 著 

邢富冲邢辰李松洁贾婉丽译 


(原书第2版) 



© 


机械工业出 版社 

Chino Mochsne Press 








(原书第 2 版) 

-数学分析 


本 B 垃一部 與代数 A 20 世& 170 年代面肚以来, 一 M 受到曲 方学水界、教 
ffS 的广泛推崇，被 LT - 多知«大7指定为教 W 。 

相比 TN 类 BJS , 它的特点 tt 于： 

籲选 取的论据史适 T 教7扯用。 

♦论 址洋尽，可成性 更强。 

#> JKSt 7 X , S 盖 ft 个方面、 ft 级碓 S ， 

• 可根据教7耑 K 选川不同* 竹。 





数学分析 


Tom M. Apostol 加州理工学院数学系荣誉教授，他于 1946 
年在华盛顿大学西雅图分校获得数学硕士学位，于 1948 年在 

加州大学伯克利分校获得数学博士学位 > 他的著述很多，除 
本书外,还著有 £ Calculus, One-Variable Calculus with an 
Introduction to Linear Algebra)) , 《 Calculus, Multi-Variable 
Calculus and Umear Algebra with Applications 》 等， 


Mathematical 

Analysis 

(Second Edition) 


影印版 

ISBN 7-111 14 & 09-1 
定价 = 49.00 元 




Kttp;7/w w w. hzbook. com 


华章㈣站 




I www.PeareonEdxom 


\J 网上 _ 书； www. eh jna - pub com 


券 1 G 商帶 


投稿热线 i (010) 68379604 
购书热线； (010) 6&995259, 60995264 
读者信箱： lizjsj@hzbc>ok.coin 

ISBN 7-111-18014-3/0' 467 
定价: 55.00 元 


ISBN 7-111^18014-3 


767111 B 1 B 0142 
















































章数 学译丛 


Analysis . ， -■ | " | _ 圓一 ■ 

(Second Edition) 


数学分析 


(原书第2版) 


( 美 ） Tom M. Apostol 著 _ 

邢富冲邢辰李松洁贾婉丽译 



© 机械工业出版社 

China Machine Press 





本书是美国著名的数学分析教材，涵盖了初等微积分以及实变函数论和复变函数论等内 
容，涉及现代分析的最新进展 . 书中包含大量覆盖各个方面、各级难度的习题，通过习题的 
训练，可以培养学生的运算技能和对数学问题的思维能力 . 

本书条理清晰，内容精练，言简意赅，可作为高等院校数学与应用数学、信息与计算科 
学等专业学生的教材，同时也可作为数学工作者和科技人员的参考书 . 

Simplified Chinese edition copyright © 2006 by Pearson Education Asia Limited and China 
Machine Press. 

Original English language title ： Mathematical Analysis ^ Second Edition (ISBN 0-201- 
00288-4) by Tom M. ApostoU Copyright © 1974. 

All rights reserved. 

Published by arrangement with the original publisher, Pearson Education ， Inc, , publishing 
as Addison-Wesley. 

本书封面贴有 Pearson Education ( 培生教育出版集团）激光防伪标签，无标签者不得 
销售 . 

版权所有，侵权必究. 

本书法律顾问北京市展达律师事务所 

本书版权登 记号：图字： 01-2004-3692 
图书在版编目 （ CIP ) 数据 

数学分析（原书第 2 版 ）/ ( 美）阿波斯托尔 （ Apostol ， T.M.) 著； 邢富冲等译 . 一 北京 : 
机械工业出版社， 2006.3 

( 华章数学译丛） 

书名原文： Mathematical Analysis，Second Edition 

ISBN 7-111-18014-3 

i . 数 … n. ①阿 … ②邢 … l 数学分析 iv ， oi7 

中国版本图书馆 CIP 数据核字 (2005) 第 145348 号 


机械：！业出版社（北京市西城 区百万 庄大街22号邮政编码 100037) 

责任编辑：方敏迟振春 

北京诚信伟业印刷有限公司印刷 • 新华书店北京发行所发行 

2006 年 3 月第 1 版第 1 次印刷 

787mmX 1020mm 1/16 _ 25. 75 印张 

印数 •. 0 001-4 000 册 

定价： 55_00 元 

凡购本书，如有倒页、脱页、缺页，由本社发行部调换 
本社购书 热线： (010)68326294 



译者序 


1997 〜 1998 年我在美国作高级访问学者的时候，曾与几位朋友一起到加州理工学院出席 
过南加州北京大学校友会活动，那时我就知道加州理工学院是一个非常出色的学校，我们十分 
喜欢的数学软件 Mathematica 的创始人 Stephen Wolfram 就毕业于加州理工学院.后来，我的 
北大校友高速在 UCLA (加利福尼亚大学洛杉矶分校）取得博士学位后到加州理工学院作博士后 
研究，我们经常保持联系，无形中我对加州理工学院产生了更加亲切的感觉.所以，今年初， 
当机械工业出版社推荐英文原版书让我翻译时，我非常高兴地选择了加州理工学院的 Tom 
M. Apostol 教授所著的这本《数学分析》. 

本书是与我国读者比较熟悉的 Walter Rudin 的 《Principles of Mathematical Analysis》* 3 和 
《Real and Complex Analysis》® 齐名的现代数学名著.自 20 世纪 70 年代问世以来， 一 直受到 
西方学术界、教育界的广泛推崇，被许多知名大学指定为教材. 

本书对于我国高校数学分析及函数论课程的设置及教材改革颇具参考价值. 

如果说几十年前我国大学数学类专业开设数学分析、解析几何、高等代数、复变函数、实 
变函数、点集拓扑、泛函分析等等基础课、专业基础课及专门化的课程觉得四年的时间很紧张 
(因而曾有过五年甚至六年学制的尝试）的话，那么，在计算机基础及应用、程序设计语言、数 
学软件、数据结构、软件工程等计算机类课程也都成为了数学与应用数学专业以及信息与计算 
科学专业学生的课程的今天，四年的时间就更显得紧张. 

一方面时间紧、课程多，另一方面时间的利用存在着浪费的现象，不同课程中的内容有一 
定的 重复. 比如，集合论基础的某些内容在数学分析、解析几何、高等代数、复变函数、实变 
函数、点集拓扑、泛函分析及其他一些课程中都要 介绍； 复变函数论课程的一些概念、理论、 
方法甚至习题的内容与数学分析课程有相当多的重叠.内容的重复不仅造成时间的浪费，而且 
有时不同的课程、不同的教材对同样的概念采用不同的记号，还会给学生造成更多无谓的麻 
烦. 这个矛盾不仅在中国存在，在发达国家，例如美国，当然也存在.美国在计算机方面走在 
世界的前列，他们也必然更早地感受到了对课程和教材进行改革的必要性. 

美国大学在课程设置及教材方面的一些做法可以供我们参考和借鉴.我们还没有机会对美 
国等国家大学数学类或数学与计算机类专业的课程设置及教材状况进行全面的考察，但是从各 
种渠道，我们对美国大学的情况也多少有一些了解. 

在美国，数学分析分为初等微积分和高等微积分. 初等微积分相当于我们的一元及多元微 
积分，高等微积分除了我们的数学分析中的一些内容之外，还包括复变函数论和实变函数论等 
内容. 美国的大学本科生要学数学分析，研究生阶段仍然要学数学分析(高等微积分). 

我国大学本科生的课程比美国的深，既学数学分析(相当于美国的初等微积分），又学复变 
函数论和实变函数论(基本包含美国的高等微积分).我国数学及相关专业的本科生进人研究生 
阶段之后，一般不再有数学分析课程，也不再把已在本科学过的留数定理和勒贝格积分等内容 


0、 Q 这两本书的英文版、中文版都已由机械工业出版社引进出版. 
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纳入哪门课程来学. 

本书既包括我国大学的数学分析课程的内容，又包括勒贝格积 分及柯西定理和留数计算， 
所以包括我们的数学分析以及实变函数论与复变函数论的主要内容. 

本书在美国既作为本科生教材又作为研究生教材，但是在我国只能作为本科生教材，只是 
我们的数学分析中一般不介绍斯蒂尔切斯积分，而且不介绍该书所包含的一些较新的成果. 

如果使用本书作为教材，可以对我们现行课程设置中的数学分析、实变函数论、复变函数 
论进行综合改革，这样会促进教材内容有一定的现代化，避免一些重复，从而使总学时得到适 
当的削减.本书条理清晰，内容精练，言简意赅，在正文及练习中包含较新的成果，但不像前 
苏联的教材那样细腻.我国传统的教材受前苏联的影响较大，因而在使用本书时，也许一方面 
会有一些新鲜感,另一方面也许不会像我们已习惯的教材那样驾轻就熟，闵而需要进行试验， 
需要加强教学研究. 

关于本书术语的翻译，我们主要参考了科学出版社在2002年出版的《新英汉数学词汇》一 
书.例如 “triangle inequality ”， 以前的书中“三角不等式”和“三角形不等式”的译法都有.我个 
人觉得后者比前者更形象、更直观，因而更好.可是《新英汉数学词汇》用的是前者，所以我们 
在本书中也译为前者. 

还有几个地方我们也参照《新英汉数学词汇》采用了与习惯说法稍有不同的译法. 

本书由邢富冲、邢辰、李松洁、贾婉丽共同翻译完成，由于时间仓促，而且水平有限，不 
当之处在所难免，希望广大读者批评指正. 


邢富冲 

2005 年 10 月于北京 









前 言 

从目录可以看出，本教科书是在“高等微积分”的水平上阐述数学分析中的论题.编写本书 
的目的在于展现这门学科，要求它的叙述忠实于原貌、精确严密、包含最新进展，同时又不过 
于学究气.本书提供了从初等微积分向实变函数论及复变函数论中的高等课程的一种过渡，而 
且介绍了某些涉及 现代分析的抽象理论 . 

本书第2版与第1版在很多方面有所不同，主要表现在以下方面：在考虑一般的度量空间 
以及 n 维欧氏空间时介绍点集 拓扑； 增加了关于勒贝格积分的两章；删去了曲线积分、向量分 
析和曲面积分的材料；重排了某些章的顺序；完全重写了很多节；还增加了若干新的 练习. 

勒贝格积分由 Riesz - Nagy 方法引入，此方法直接着眼于函数及其积分，而不依赖于测度 
论.为了适应大学本科水平的教学，在介绍勒贝格积分时，进行了简化、延伸和调整 • 

本书第1版曾被用于从本科一年级到研究生一年级各种水平的数学课程，既用作教科书， 
又用作补充参 考书. 第2版保留了这种灵活性.例如，第1章至第5章及第12章和第 IS 章可 
用于单变量或多变量函数的微分学课程.第6章至第11章及第14章和第15章可用于积分论 
的 课程. 也可以按其他方式进行多种组合；教师可以参考下一页的图示选择适当的章节满足自 

己的需要.图中显示了各章之间的逻辑依赖关系 • 

我要向不厌其烦地就第1版写信给我的许多人表示感谢，他们的评论和建议有助于我对第 
2版的修改.特别要感谢 Charalambos Aliprantis 博士，他细心地阅读了第2版的全部手稿并 
提出了许多有益的建议，还提供了某些新的练习.最后，向加州理工学院的学生们表示由衷的 
感谢，是他们对数学的热情激发了我编著此书的原动力. 

T . M . A . 

1973 年 9 月于帕萨迪纳 
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第 1 章实数系与复数系 


1.1 引言 


数学分析研究的是以某种方式与实数有关的概念 ，所以我们从对实数系的讨论开始我们的 
研究. 

可以用几种不同的方法介绍实数，一种方法是从正整数1，2, 3,…开始，以此作为不加 
定义的概念并用于构建一个更大的 数系： 正有理数（正整数之商），与它们相反的数和零.然后 

用有理数构建无理数——像#和 7 T 这样的不是有理数的实数.有理数和无理数一起组成实数系 • 

虽然这些内容是数学基础的重要部分，但是在这里我们不准备对它们加以详谈.事实上， 

在数学分析的大部分内容中，我们更关心的是实数的性质，而不是构建它们所用的方法.因 
此，我们将把实数本身作为满足某些公理的不加定义的对象，并从公理出发导出实数的进一步 
的性质.考虑到读者可能对于以下几页讨论的实数性质中的大部分内容都很熟悉，所以我们的 
介绍将相当扼要/其目的是复习一下实数的重要特性，并告诉 读者： 如果需要追根溯源，则所 
有这些性质都可以由那些公理导出.更详细的论述可以在本章末所列的参考文献中找到. 

为方便起见，我们使用一些基本的集合的记号和术语.设 s 表示一个集合（一堆元素）. 

S 表示元素 x 在集合 S 内， x 茫 S 表示 x 不在 S 内. 

集合 S 称为 T 的一个子集，并记为 SQ 7% 如果 S 中的每一个元素都在了 内. 如果一个集 
合包含至少一个元素，则称之为非空. 

我们假定存在一个由称为实数的对象组成的非空集合 R ， 实数满足下文所列的10条公理. 

这10条公理按它们的性质可以分为三组，我们分别把它们称之为填 公理、序公理和笔 金公理 
(又称为上 确界公理或连续性公理）. 

1.2 域公理 

对于实数集 R ， 我们假定存在两种运算，分别称为^奧奚逢，使得对于每一对实数 X 和 3 N 
其和工 + ： y 与乘积是由1和 y 唯一确定且满足下述公理的实数.（下述公理中的 X ，>，2都 □ 
表示任意实数，除非另有说明 .） 

令理1 y~ y~\~x » xy = yx. ( 交换律) 

理 2 工 +(>+ 之） = (:c+ ： y) + 之， x(yz) — (xy)z. (_ 结合律 ) 

3 x(y-^rz) ^ xy^rxz. (分配律) 

公理4给定任意两个实数: T 和: V ，存在一个实数2：使得 x+z = ： y . 这个 z 可以用: y — t 表示； 

数 x — x 用0表示 -( 可以证明0不依 赖于二 ） 我们把 0 — x 写为 一 x ， — X 称为与 x 相反的数. 

i 理5 至少存在一个实数 x 关 0. 如果 x 与 y 是两个实数，同时 x 关0，则存在一个实数之 
使得 xs = ： y , 这个 z 用： y / j ： 来表示；数 x / x 用1表示，而且可以证明1不依赖于二如果 x 古0， 

则把 l / x 记为 : r — 1 并称之为 x 的倒数. 
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从这些公理可以导出全部通常的算术法则；例如， 一 （一 x )= x ，( x _l =Xy — (x —3；)= 
: y — x ， x — y ^ x -^ i — y ) , 等等.（对于较详细的解释，见参考文献 1.1.) 

1.3 序公理 


我们还假定存在一种关系1，用这种关系可以在实数当中建立顺序，且它满足下述 公理: 
公理6 关系式 x = ： y ， x < iy ^ x >： y 中恰有一个成立. 


注 ： c〉：y 与: y < Co ： 表示同样的 意思. • 

公理7 如果0：〈乂，则对于任何 z 都有 ： r + s :< C ： y + z . 

公理 8 如果 x >0 且 y >0， 则 xyXh 
公理9 如果 x >： y 且: y 〉 z ， 则 x 〉 z . 

注 设 x 是一个实数，当 x >0 时称: jt 为正数，当 x < CO 时称 x 为负数•用 R + 表示由 • 
全体正数组成的集，用 FT 表示由全体负数组成的集. 


从这些公理可以导岀通常的不等式运算 法则. 例如，如果工 <>，则当％是正数时有 
而当 2 ：是负数时有 xz 7> yz . 还有，如果 oc ^> y <, z > w ， 其中: y 和 w 都是正数，则有•(对 
这些法则的完整的讨论见参考文献 1.1.) 

注 符号是 

2T\ “x 〈： y 或 X = 夕 ” 

的缩写 • 因此有2<3，因为2<3;有2<2，因为 2 = 2. 符号>可类似地使用 • 实数 ： t 

称为是非负的，如果工>0.两个同向不等式，例如 x <： y ， y < z , 通常简写为： 


下述定理是前述公理的简单推论，在数学分析的证明中经常用到这个定理 • 
定理 1.1 给定实数 a 与6使得对于每一个 e >0 都有 

a ^ 6 + e ? 


则 a < b . 


如果则当 e=U — 6)/2 时不等式 （1) 不成立，因为这时 


办 + e = & + 


b cl -\- b 


< 


a 


于是由公理 6 必有 aKh . 

公理 10( 即完全公理)将于 1* 11节介绍. 


( 1 ) 



1.4 实数的几何表示 

实数经常被几何地表示为一条直线（称为 实线或实轴） 上 的点. 选取一个点表示 0 ，另一个 
点表示1，如图 1-1 所示.这种选择将确定比例尺.在一个适当的对于欧几里得几何建立的公 
理体系下，实线上的每一个点对应于且仅对应于一个实数，反过来，每一个实数由且仅由实线 
上的一个点表示.通常就说点 * r ， 而不必说“表示实 数工的点”. 


1 a : 


0 


图 1-1 


y 
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次序关系有一个简单的几何解释.如果 x <： y ， 则点工位于点: y 的左边，如图 1-1 所示. 

正数位于0的右边，负数位于0的左边.如果 a <6， 则点 x 满足不等式 a < x <6 当且仅当 x 
位于 a 与 6 之间 . 

1.5 区间 

由位于 a 与6之间的全部点组成的集合称为一个区间.有时区分包含端点的区间和不包含 
端点的区间是很重要的. 

记号记号 { 工： x 满足 P} 表示由满足性质 p 的全部实数 x 构成的集合. Q 

定义 1.2 假定 a<6. 开区间 U，6) 定义为集合 

(a,6) — {x：a <C jo <C b). 

闭区间 [a，6] 是集合 {x: a^jc^b}. 半开区间 （a，6] 和 [a，6 ) 分别用不等式和 
类似地定义.无穷区间定义 如下： 

(a, + oo) — { > a} , [a, + oo) = {x：x ^ a}» 

(— oo , a ) = {x ： j: <C a} * (— co, a] = {x：x ^ a}. 

实线 R 有时看作是开区间 （一00，+ oo ). 单独一点可以认为是一个“退化的”闭区间. 

注此处使用符号 +oo 和一 OO 纯粹是为了表示的方便，它们并不是实数.以后我们会 
把实数系进行扩充使之包含这两个符号，但是即使是在扩充了之后， 读者也应该明白 
所有的实数都是“有限”的 . 

1.6 整数 

本节讲述整数—— R 的一个特殊的子集.在定义整数之前宜首先介绍归纳集的概念. 

定义 1.3 —个实数集称为归纳集，如果它有下述两条 性质： 

a ) 数1在此集内. 

b) 对于此集内的每一个 x，_z + l 也在此集内. 

例如， R 是一个归纳集，集合 R + 也是归纳集.现在我们将把正整数定义为属于每一个归 
纳集的那些实数. 

定义 1.4 一个实数称为正整数，如果它属于每一个归纳集.正整数构成的集用 Z + 表示. 

集合 Z + 本身就是一个归纳集.它包含数1，数 1 + 1( 用2表示），数 2 + 1( 用3表示），等 
等.既然 Z + 是每一个归纳集的子集， 我们可以认为 Z + 是最小的归纳集 . Z + 的这个性质有时 
称为 归纳法原则. 我们假定读者熟悉基于此原则的用归纳法的证明（见参考文献 1.1). 这种证 
明的例子在下一节给出. 

与正整数相反的数称为正整数与负整数以及 0( 零）一起构成一个集合 Z ， 我们简 
单地称之为整数集. 


1.7 整数的唯一因数分解定理 

如果 n 和^都是整数而且对于某个整数 c 有《=“，我们就说 d 是 n 的一个因数，或说 n 
是 d 的一个倍数，记为 d I n (读作 d 整除 72). —个整数 / z 当 tz >1 时称为素数，如果 n 的正因 [3 
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数只有1和 7 Z 本身.如果而 n 不是素数，则《称为合数.整数1既不是素数，也不是 
合数. 

本节将导出整数因式分解的一些初步结果，并最终导出唯一因数分解定理，也叫算术基本 
定理. * 

该基本定理陈 述为： （1) 每个整数 n > l 都能表示为素因数的乘积， （2) 这个因数分解除了 
因数的次序可能不同之外只能用一种方法完成.第 （1) 部分的证明是容易的 • 

定理 1.5 每个整数? 2>1 或者是一个素数，或者是一些素数的积. 

证明 我们使用归”=2时定理显然 - 立.现在假定对于每一个整数 ka < k < n ) 
命题 成立. 如果 n 不是素数，则它有一个正因数山其中 l < d < n . 于是 n = 其中 l < c < n . 
既然 c 与 d 都小于《，它们就都是素数或是素数之积； 从而” 是素数之积. ■ 

在证明第 (2) 部分即因式分解的唯一性之前，我们再介绍几个概念. 

如果 d la 且 d |6,我们就说 d 是 a 和6的一个公因数.下一个定理表明，每一对整数 a 
和6都有一个公因数，它是 a 和6的线性组合 • 

定理 1 . 6 , 每一对整数 a 与6都有一个公因数 d ， 形为 

d = ax by ^ 

其中： r 和: y 都是整数.而且， a 和6的每一个公因数都能整除这个 

证明 首先假定 a >0, b >0, 并对 n = a + 6 使用归 纳法. 如果《 = 0，则 a = 6=0， 可取 
d = 0, x = y = 0. 然后，假设定理已经对于0，1，2，…， 《_1 进行了证明，按对称性，我们可 
以假定如果6=0,取 x = l ， ： y =0 即可.如果我们可以对于 a — 6和6使用归纳 
法假设，因为它们的和是因此， a — 6和6有公因数 < i ， 其形式为 d =( a —6) x +6： y . 
这个<^也能整除 ( a — 6)+6= a , 所以是 a 和6的公因数，且有3=<2*2：+(3^ — * r )6， 这是 a 和6的一 
个线性 组合. 为了完成证明，我们还需要证明 a 和6的每一个公因数都能整除 A 既然公因数 
能整除 a 和6,它就也能整除线性组合— = A 这就在且的情况下完成了 
证明.如果 a 和6中的一个或两个是负数，则只需对 I a | 和 | 6 | 应用刚刚证完的结果. ■ 

注 如果 d 是 a 和6的公因数，形式为 fi ? = <2 x + 6： y ， 则 一 d 也是同样形式的公因数： 

— d = a ( — x )+6( — y ). 这两个公因数中非负的一个称为 a 和6的最大公因数’并记 
为 gcd ( a ，6)，或简记为 （ a ，6). 如果 （ a ，6) ― 1»则 a 和6称为互素. 

定理 1.7( 欧几里得引理）若 a | &且 U ， 6) = 1，则 a 丨 c . 

证明 因为 ( a ，6) = 1, 所以可以写 l = a : c +6： y ， 于是 c = acr 十 6 c ： y . 但是 a 丨 acx 且 a | bey ， 

所以 a I C . ■ 

定理 1.8 如果素数整除 a 6， 则 p 丨 a 或 f I 6. 更一般地，若素数/>整除，则/> 

至少整除这些因数当中的一个. 

证明 假设/> I 以而/>不能整除 a . 如果能证明（/?， a ) = l , 则由欧几里得引理就能得出 
p | b . 设 a ) ， 则 d I />,所以 d = l 或 d = p ， 不可能是 d = p ， 因为 d 丨 a 而 fi 不能整 
除 a . 这样就有 d = l . 为了证明更一般的情况，可以对因数的个数々使用归纳法.细节留给 
读者. ■ 
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定理 1. 9( 唯一因数分解定理）每^个 整 数 7/>1都可以用唯一的 方 法 表 示为素 因数之 积 ， 
不同之处至多只能是因数的次序 . 

证明 对 n 用归纳法.当 n =2 时定理成立.现在假定定理对于所有比1大而比 n 小的整 
数成立.若 n 是素数则无需证明.所以假设 n 是合数而且《有两种素因数分解方法，比如 

n = pip2 ^ m p s = q \ q2 ". q 。 (2) 

我们希望证明而且每个多等于某个 g . 既然/^整除乘积①仍…％，它就至少整除一个因 
数.必要的话可以重排各个因数 g 的次序使得 h I 于是必=化，因为 A 和％ 二者都是素 
数.在 （2) 式得两边消去 R 可得 


—= pi …: h = q2."q t * 

Pi 

既然《是合数，所以 1<«/. aO ; 所以按照归纳法假设，《/仏的这两个因式分解式是相同的， 

不同之处至多只能是各因数的次序.从而在 （2) 式中也是如此. ■ 

1.8 有理数 

整数的商其中6关 0) 称为有理数.例如，1/2， 一7/5 和6都是有理数.有理数集合 
(记为 Q ) 包含 Z 作为 子集. 读者应该注意， Q 满足全部域公理和序公理 • 

我们假定读者熟悉有理数的某些初等性质.例如，若 a 和6都是有理数，则它们的平均数 
U + 6)/2 也是有理数且位于 a 与6之间.因而在任何两个有理数之间有无穷多个有理数，这意 
味着，如果给定了某一个有理数，我们不能说“下一个最大的”有理数这样的话. CS 

1.9 无理数 


非有理数的实数称为无理数.例如#， e ，7 T 和 e w 这些数都是无理数. 

要证明某个特定的数是无理数通常不是太 容易. 例如，对于 e * 是无理数就没有一个简单 

的证明.然而，像#和#这样的数是无理数不是太难证明的，而且，事实上，我们很容易证明 
下述 定理： 

定理 1.10 若 n 是一个正整数却不是一个完全平方数， 则是无理数. 

证明 .首先假设 n 不包含大于1的平方 因数. 然后假定是有理数，我们将推出矛盾.设 

^n = a / b , 其中 a 和6是没有公因数的 整数. 于是可得而且，既然这个等式的左边是 
«的倍数，右边的 a 2 就也是 n 的 倍数. 然而，如果 a 2 是 w 的倍数， a 本身必定是《的倍数， 
因为”没有大于1的平方因数.（检查 a 的素因数分解式很容易看到这一点.）这意味着 « = cn , 
其中 c 是某个整数.于是等式 = a 2 变成 = c 2 w 2 ，或者二 m : 2 . 同样的讨论可以证明办必 
定也是 w 的一个倍数 • 这样 a 和6都是 n 的倍数，这同它们没有公因数的假设矛盾.这就完成 
了在《没有大于1的平方因数情况下的证明. 

如果?2有平方因数，我们可以写 w = 其中 A >1 而且々没有大于1的平方因数，于是 

^i = m 4 k ; 如果▲是有理数，则在也将是有理数，这同刚才证明的结论矛盾. ■ 

证明数 e 是无理数需要另一种类型的 论证. （假定从初等微积分中已熟悉指数函数 f 及其 
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无穷级数表示式 .） 

定理 1.11 若 e T = l+x + : r 2 /2! +^ 3 /3! H - ^ x n / n \ + …，则数 e 是无理数. 

证明 我们将证明是无理数. e — 的级数是交错级数，它各项的绝对值逐步地减小.在 
这样的交错级数中，到第《项为止所形成的误差与忽略掉的第一项同号，而误差的绝对值小于 

忽略掉的第一项的绝对值.于是，如果&= t (一 1/ A !， 则有不等式 

k =^0 

0 < e 1 — 5 2 *-1 < ( 2 ^) J ’ 

由此对任何整数可得 

0 < ( 2 k — 1) ! ( e _1 — >' 2 *-t （3) 

T } 现在（2々一 1)!,^-, 永远是整数 • 如果 e — 1 是有理数，则可以取到充分大的 々使得 （2 々一 1)! 厂 1 

也是整数.这时由 （3) 式可知这两个整数的差将是介于0和1/2之间的数，而这是不可能的. 
这说明 e — 1 不可能是有理数，从而 e 不可能是有理数. ■ 

注对于 tt 是无理数的证明，见练习 7.33. 

早在公元前500年古希腊人就知道无理数的 存在. 然而直到19世纪末期，康托尔 
( Cantor ) ,戴德金 (Dedekind) 和魏尔斯特拉斯 ( Weierstrass ) 建立了三种不同的理论之后，关于无理 
数的完整的理论才建立起来，对于戴德金和康托尔的理论及它们的等价性，见参考文献 1.6. 

1. 10上界，最大元，最小上界（上确界） 

在代数学中无理数是在解某些二次方程时出现的.例如，人们希望有一个实数 I 使得尤 2=2 . 
从上文列出的九条公理中不能证明在 R 中存在这样的工，因为这九条公理也被 Q 满足，而且我 
们已经证明了没有一个有理数的平方等于 2. 完全公理允许我们在实数系内引进无理数，它给 
出了实数系的连续性性质，这是数学分析中许多定理的基础. 

在叙述完全公理之前，宜先介绍有关的术语和记号. 

定义 1.12 设 S 是一个由实数组成的集合.如果有一个实数6对于 S 中的每一个 x 都有 
则称办为 S 的一个上界，并说 S 以6为上界. 

我们说6是 S 的一个上界是因为每一个比6大的数也都是 S 的上界_如果上界6 也是 S 的 
一 个元素，则6称为 S 的最 大元素或最 大元. 最多只能有一个这样的&如果这样的6 存在， 

则记为 

b = max S , 

没有上界的集合称为是上无界的 • _ 

术语 下界、下有界、 最 小元素 （或最 小元） 的定义可以类似地叙述.如果 S 有最小元素，则 

记之为 min S . 

例 

1. 集合 R +=(0，+ oo ) 是上无 界的. 它没有上界，也没有最 大元. 它以0为下界但没有最 
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小元. 

2. 闭区间 S =[0, 1] 是以1为上界、以0为下界的.事实上 ， max S - l , min S -0. 

3. 半开区间 S = [0, 1) 是以1为上界的，但是它没有最大元.它的最小元是 0. [ T _ 

对于像在例3中这样的集合，它们是有上界的，但是没有最大元，有一个代替最大元的概 

念，称为集合的 最小上界或上确界， 其定义 如下： 

定义 1.13 设 S 是一个上有界的实数集合.实数6称为 S 的上确界 ，如果 它具有下述两 
条 性质： 

a ) 6 是 S 的一个上界. 

b ) 小于6的数都不是 S 的上界. 

例若5=[0, 1], 则 S 的最大元1也是最小上界 • 如果 S =[0, 1)，则数1是 S 的最小 
上界，虽然 S 没有最大元. 

容易证明，一个集合不能有两个不同的最小上界.因而，如果 S 有最小上界，就只有一个 
最小上界. 

通常用一个更简洁的术 语上确界来称 呼集合的最小上界，简写为 sup . 我们将采用这个惯 
例并以 ’ 

b = sup S 

表示6是 S 的上确界.若 S 有最大元素，则 max S==sup S . 

S 的 最大下界或下确界， 用 infS 表示，可以用类似的方式定义. 

1.11 完全公理 

实 数系的最后一个公理涉及上确界的概念. 

公理 10 每一个上有界的非空实数集都有上确界；也就是说，有一个实数6使得 S . 

作为本公理的一个推论可知每一个下有界的非空实数集都有下确界. 

1.12 上确界的某些性质 

本节讨论上确界的某些将在本书中用到的基本 性质. 读者可以自己叙述出下确界相应的 

性质 • ' 

下面第一条性质表明，有上确界的集合含有任意接近于它的上确界的数. 

定理 1.14( 逼近性质） 设 S 是一个有上确界的非空实数集，记 6 =sup S . 则对于每一个 
a < J ), 在 S 中都有某个 * r 使得 

a 〈 x 《 b , [^9 

证明 首先，对于 S 中的一切 i 都有如果对于 S 中的每一个 i 都有则将 
是 S 的一个比最小上界还小的上界_所以 S 中至少有一个 _ r 使 ■ 

定理 1.15( 可加 性质） 给定 R 的非空子集 A 与 B ， 设 C 表示集合 

C = {x + yix G A,y G B ). 

如果 A 与 B 都有上确界，则 C 也有上确界，且有 
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sup C = sup A + sup B . 

证明 Sa = supA ，6= sup B . 若 C ， 则有 z = :c + ： y ， 其中 x6A ， B , 所以； s ：= 
工 + y<a + b . 于是 a +6 是 C 的一个上界，所以 C 有上确界 ， Ec = supC ， 则 c <<2 + 6. 下面 
我们证明任取 e >0， 由定理1.14,在 A 中有 x , 在 B 中有; y 使得 

a — e 〈工， b — e 〈义 

这两个不等式相加可得 

a + b — 2e<ix + y^c m 

于是对于每个 e >0 都有 a + 6 <Cc + 2 e ， 所以，由定理1，1有 a + 6< c . ■ 

下一个定理的证明作为练习留给读者. 

定理 1.16( 比较性质）给定 R 的非空子集 S 和 T 使得对于 S 中的每一个 s 和 T 中的每一 
个 t 都有那么，如果了有上确界，则 S 有上确界，且有 

sup S ^ sup T . 

1.13 从完全公理推演出的整数性质 

定理 1.17 由正整数1，2，3，…组成的集合 Z + 是上无界的. 

证明如果 Z + 是上有界的，则 Z + 将有上确界，记 a = SU pZ + . 按照定理1.14,对 Z + 中 
的某个 w 有 a — l < n . 于是对于这个 w 有 n + l > a ， 这同 a = sup Z + 相矛盾，因为 n + ieZ + . 

■ 

定理 1. 18 对每一个实数 >r 都有正数 w 使得 

证明如果该定理不成立，将有某个 x 成为 Z + 的一个上界，这同定理 1.17 矛盾. _ 


1. 14实数系的阿基米德性质 

■- . -■ 

下一个定理描述实数系的阿基米德性质 • 从几何上看，这个定理告诉我们，任何线學不论 
多长，它都可以被有限条有一个给定的正长度的线段覆盖，而不论这个给定的正长度有 多小. 
定理 1. 19 如果: r >0 而： y 是任意一个实数，则存在一个正整数”使得^>菸 
证明应用定理1.18,用代替 x 即可. _ 


1. 15能用有限小数表示的有理数 


形如 




a 0 一一 


<^\ I 


I 

+ 砑 


10 10 z 

的实数，其中 a Q 是非负整数，^，…，‘是满足0<〜<9的整数，通常更简明地写为 


a 0 . a 1 a 2 ***a n . 


这种记法称为”的有限小数表示.例如 


2 


10 


0, 5 


50 


2 

1^ 




0.02 ， f = 7 + ^ + ll 


7.25. 


像这样的实数必定是有理数，而且，实际上，它们都有 r = 这种形式，其中 a 是一个整 
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数.然而，不是一切有理数都能用有限小数表示.例如，如果 j 能被如此表示，则对某个整数 
a 将有+ = a / l ( T 或 3 a = 10' 但这是不可能的，因为3不能整除10的任何次幂 • 


1.16 用有限小数逼近实数 


本节将用完全公理证明，实数能被用有限小数表示的有理数逼近到任何精确度 • 
定理 1.20 设 x >0， 则对于任何整数 rz > l 存在有限小数使得 

r n < x < r n + 点. 


证明设 S 是由所有<工的非负整数构成的集，则 S 非空，因为 06 S ， 且 S 以工为上界 • 
所以 S 有上确界，记 a G = supS . 容易验证 cz «)6 S ， 所以 a 。 是一个非负整数.我们称 a 。 为 a ： 中 
的最大整数，记为 a D = [ x ]. 显然有 


a 0 ^ x <C a 0 + 1. 

现在设 A = [10 jc — 10 a 。] ， 它是不超过 IOj : — 10 a 0 的最大整数 * 因为 10 :r — 10 a 
10 (x 一 a 0 X10 ,所以有而且 

a\ ^ 10x — 10a 0 <C <2i + 1. 

换句话说， A 是满足不等式 


的最大整数. 

更一般地，在已选取了 A ， 


a。 + 器 < 工 < a。 + — ^ 1 


z 满足0<^<9之后，设〜是满足不等式 


I CL\ | | Clfi ^ | ^1 | I + 1 

a 0 +^ + -4-—<x<a 0 + I5 + .- + ^^ 


(4) 


的最大整数，则 0< a n <9, 且有 


n ^ x < r n - 


10 n 


其中这就完成了证明.容易验证， X 实际上是有理数 r 〗 ， …构成的集合 
的上确界. ■ 


an 


1. 17用无限小数表示实数 

可以用在定理 1.20 的证明中得到的整数 a 。， 〜， a 2 ， …定义 j ： 的无限小数表示*我们写 

x = a 0 . a ： a 2 

意为是满足 (4) 式的最大 整数. 例如，若工=+，则可求出％=0， ai = l , a 2 =2， a 3 = 5, 

且对于一'切 n ^-4 都有 a 0 ~0. 所以可以写 

= 0, 125 000-" 

8 

如果我们在 （4) 式中交换不等号<和<的位置，则可以得到一个稍有不同的小数展开式的 
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aa 


定义. 这时有限小 数&满 足条件 r „< Cr < r „ + 10 i , 虽然此时数字 a 。 ， a 1 , a 2 ,…未必是在 （4) 
中取到的那些数字.例如.如果把这第二个定义应用于工=|~，则可以得到无限小数表示式 

4- = 0. 124 99心" 

8 

一 个实数可以有两个不同的小数表示式这个事实，只是反映出两个不同的实数集可以有同样的 
上确界. 

1. 18绝对值与三角不等式 

在数学分析中经常要进行带有不等武的计算.在涉及绝对值概念时，这种计算特别重要 • 
如果 X 是任一实数，则: r 的绝对值(记为 | x 丨 ） 定 义为： 

.. {工， 当尤 > o ， 

丨工叫― X ， 当…. 

下面的定理给出了关于绝对值的一个基本的不等式： 

定理 1.21 若 a>0, 则丨： r 丨当且仅当 一 

证明从 I I 1的定义可得不等式一 I 丨工丨，因为1= 1 J ： | 或 | x | • 如果 

假定 U I 则可写 一 a < —丨工 | | x | < a , 于是定理的一半 得证. 反过来，假定 

— « a ， 则当 x >0 时有丨 i ! = x < a , 当: c <0 时有1 J ： 丨 =— x < a , 在每一种情况下都有 

I x | < a , 定理得证. ■ 

可以用此定理证明三角不等式. 

定理 1. 22 对于任意实数 x 和 : y 都有 

| jc y |^! x | + | y 1 ( 三角不等式 ）. 

证明我们有 _ I 工1 丨 x | 及一 I ：y I <： y < I ：y I • 相加可得 一 （l I 1 ：y I )< 

: r + ： y < U I + I y 丨，于是由定理 1. 21 可以断定 I x + J 丨 < 丨尤 I + I ：y I ，这就证明了这个 

定理. _ 

三角不等式在使用时经常改换形式.例如，如果在定理 1.22 中取工=« — C ，y = c — 6，则 

可得 

| a — b i ^ I a — c l + l c — b \ . 

从定理 1.22 也可得 I x I > I x+y I — I y I . 取 x = ： y =—6 可得 

\ a b \ ^\ a \ — \ b \ . 

交换 a 与6的位置可以发现 I o.+b \ ^ \ b \ — \ a \ = — { \ a \ — \ b \ ), 于是可得 

\ a-\rb |^1 I a j —| 6 | | . 

用归纳法可以证明三角不等式的推广 

| Xi + X 2 H - \~J0 n 1^1 -^1 1 + 1 尤 2 H H I 

和 

I X, + X 2 H - h OC n I Xi | —I x 2 |— —i x„ I . 
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1.19 柯西-施瓦茨不等式 


我们现在要推导出在数学分析中经常用到的另一个不等式. 

定理 1.23( 柯西-施瓦茨不 等式）若〜，…，〜和&，•••， \ 是任意实数，则有 

(公 a A ) 2 < ( S ^)( S ^)* 

k =\ k =\ 

此外，如果有某 个化关 0，则上式中的等号当且仅当存在一个实数： T 使得对于每一个是 = 
1， 2, …， n 都有 a A ：r +〜 =0 时成立 • 

证明平方和绝不可能是负数，故对每一个实数工都有 


^(a k x + b k ) 2 ^0 

k = 1 

其中等号当且仅当每一项都等于0时成立.该不等式可以变形为 

Ax 2 十 2 Bx H - C ^ 0 9 


其中 


A = a \ j B = ci k b k , C = b \ . 

Jt — 1 ^ ^ 1 A 二 1 

如果 A >0, 令: r =— B/A 可得 B 2 — AC <0, 这正是要证明的不等式.如果 A = 0, 则证明是平 
凡的. ■ 


注 采用向量的记号，柯西 - 施瓦茨不等式取 

(a . bY < II a II 2 II & II 2 

的形式，其中<!=(〜，…， 〜） 和 (6! ，…， D 是两个”维向量， 

n 

a • b = ^]a k b k 

k =\ 

是它们的内积， || a 1| = (a • a) 1/2 是 a 的长度 • 


1.20 正负无穷和扩充的实数系 FT 

下面我们用加入两个‘‘想象中的点”的方法对实数系进行 扩充. 这两个想象中的点用记号 
+ OQ 和一 m (“ 正无穷”和“负无穷”）表示 • 

定义 1.24 所谓扩充的实数系 R * 指的是实数集 R 加上+ 和这两个符号，它们满足 
下述 性质： 

a ) 若 xGR ， 则有 

X +( +00) = + oo ， X +( — °°) — — oo ， 

X _ ( + oo ) = — oo , X 一 ( 一 oo ) = + oo ， 

j ：/(+ oo )= a ：/( —<=> o )=0. 

b ) 若: r >0， 则有 

X (+ oo ) = + oo ， x( 一 °°) — — 
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c ) 若： r <0， 则有 

2 ( + 00 ) = —OO ， J：( —CXD) = +oo. 

d ) ( + oo ) + ( + oo ) =(十 oo )( + oo ) = ( — 00)(— oo ) = +oo , 

( — co) + ( — oo) = ( oo) ( — oo) = — oa t 

e ) 如果 x 6 R ， 则有一⑺ + 

记号我们用（一°°， + o °) 表示 R ， 用[一°°，+°0]表示只*, R 中的点称为“有限的”， 
以区别“无限的”点 一 oo 和十 oo. 

引进 + CO 和一 oo 这两个记号的主要目的是为了方便.例如，如果我们把 + oo 定义为上无界 
的实数集的上确界，则 R 的每一个非空子集在 R # 中都有上确界.如果集合是上有界的，它的 
上确界就是有限的；如果集合是上无界的，它的上确界就是无限的.类似地，我们可以把一〜 
定义为任何下无界的实数集合的下确界，于是 R 的每一个非空子集在 IT 中都有下 确界. 

为了以后进行一些与极限有关的研究的需要，还宜介绍下面的术语. 

定义 1.25 每一个开区间 （ a ， + oo ) 称为的一个邻域，或称为以+°°为中心 的一个 
球.每一个开区间 （ 一 oo , a ) 称为一 oo 的一个邻域，或称为以一 oo 为中心的一个球* 

1.21 复数 

从决定关系<的公理可知，实数的平方是非 负的. 这样， 像/=一1 这样的基本的二次方 
程在实数范围内便无解.于是人们引进了称为复数的一类新的数，以使这样的方程有解.同 
时，复数的引入使得形如 

a 0 + ajx + *•* + a n x n = 0 

的一般的代数方程鄧有解，其中系数 a 。， A ，…，〜 是任意 实数. （这个事实称为代数基本 

定理 .） 

我们现在就来定义复数并讨论它们进一步的细节. 

定义 1.26 —个复数是用 （ xi ， 工 2 )表示的一个有序实数对 •第 一个数:^称为这个复数的 
实部，第二个数 x 2 称为这个复数的虚部.两个复数 x 2 ) 和:(%，： y 2 ) 称为相等（记为 

: T = ： y ) 当且仅当 ： Ti =： Vi ， oc 2 = y 2 ^ 它们的和 ： T + y 及乘积 : c ： y 分别用等式 

X + ：V = ( 工1 +： yi ， X 2 +： V 2) 和 = (^1^1 — 尤2》2，工 1>2 + ^2^1 ) 

来定义. 


注 由全体复数构成的集合用 C 表示 • 

定理 1.27 如上定义的加法和乘法运算满足交换律，结合律和分配律. 

证明我们只证明分配律，其他规律的证明是类似的. 

如果 工 2 )， y = (yi ， yz ) ^ 5r=Oi ， 之 2 )，则有 

x(y + z) = (xi jXz ) (3^1 + Z\ ，汐 2 + 之 2 ) 

=( 工 i ：Vi + 工 i 之 i 一工 2 % — x 2 z 2 ,x x y 2 + Xiz 2 + x 2 y x + x 2 ) 

= — x 2 y 2 jx l y 2 + x 2 y x ) + (xiZi — x 2 z 2 ,X\Z 2 + x. 2 z x ) 

— xy xz. ■ 
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定理 1.28 

( x 】， x 2 ) + (0,0) = ( x ” x 2 )， ( j：i , x 2 )(0,0) = (0,0)， 

(: r 】 ，工 2 ) (1 ， 0) = (j ：! , (o：i jx 2 ) + (— Xi , — j: 2 ) = (0,0)* 

证明 这些等式的证明可由定义立即得到.下面的定理1.29、 1.30, 1.32 和 1.33 的证明 
也可由定义立即得到 . ■ 

定理 1.29 给定两个复数， x 2 ) 和:: y 2 )， 则存在一个复数 z 使得 x +2： = ： y . 
事实上， 2 =( 3 ^—:^， y 2 ~ x 2 ). 这个复数 z 用： y — x 来 表示. 复数（一 x 〗 ，_工 2 )用 一 工来表示 • 
定理 1.30 对于任何两个复数 x 与 y 都有 • 

(— x)y = x ( — y ) =— ( xy ) = (― 1，0) ( xy ). 

定义 1.31 如果1=(:^，： c 2 ) 关 （0, 0)，： y 是复数，则定义 

x~ l = [xi/(j：? -\-x 2 2 ), — x 2 /(x\ + x\)~\,y/x = yx~ x . 

定理 1.32 如果 j : 与 ： y 都是复数，： c 古(0，0)，则存在一个复数;2：使得 xz = ： y ， 即 z = ： yjT \ 
虚部为0的复数的运算有特殊的意义. 

定理 1.33 

( x ! ，0) + (%，0)=(工】+ %，0)， 

( xi ，0)(3^，0)=(工1%，0)， 

( Xi ，0)/( ji ，0) = (工1/%， 0) ，当 ％ 美 0. 

注从定理 1.33 明显可知，对于虚部为0的复数的算术运算，可以用对它们的实部 
进行通常的实数运算的方法来进行.于是形如 U , 0) 的复数有与实数同样的算术性 
质.因此，宜把实数系看成是复数系的一种特殊情况，并承认复数（ X ， 0) 与实数工 
恒等 • 因此我们可以写 ： r = ( x ， O ). 特别地，可以写0=(0， 0) 和1 = (1， 0). 


1.22 复数的几何表示 


就像实数可以几何地用直线上的点来表示一样，复〜 
数可以几何地用平面上的点来表示.可以把复数工= 
(^， A ) 想象为以 U ,， ： r 2 ) 为坐标的“ 点”. 这样表示之 
后，复数加法的定义便成为按平行四边形法则相加.（见 
图 1-2.) 

把复数几何地表示为平面上的点的思想是高斯于 
1799年在他的学位论文中简明陈述的，阿尔冈 （ Argand ) 



于1806年也独立地提出.后来高斯创造了“复数”这个多少有点儿令人遗憾的词汇.也可以用 


别的方式对复数进行几何解释.如果不用平面上的点，也可以使用某种曲面上的点 • 黎曼 
( Riemarm ) 就发现使用球面特别 方便： 从北极把球面上的点投影到南极处的切平面上，则这个 
切平面上的每一个点有球面上确定的点与之对应_除了北极点本身以外，球面上的每个点都恰 
好对应于这个切平面上的一个点 • 这种对应称为球极平面 投影. （见图 1-3.) 
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1.23 虚数单位 

通常可以认为复数 o ： 2 ) 是以 A 和々为分量的二维 向量. 于是，按照定义1.26,把两 
个复数相加与把两个向量的分量逐个对应相加是一 样的. 复数1 = (1， 0) 充当水平方向上的单 
位向量的角色.相应的垂直方向上的单位向量的概念，我们现在就来介绍 • 

定义 1.34 复数 （0， 1) 用 i 来表示，称为虚数单位 • 

定理 L 35 每个复数工 =( Ti ， 都能表示成 x = +匕2的形式 • 

证明 ％ =( 々，（ ) ）， ix 2 = (0, l)(x 2 ， 0) = (0, 工 2 )， 

Xi + ix 2 — (xi 9 0) + (0 ，工 2)=( 工 1 ，工 2)* ■ 

下一个定理告诉我们，复数 i 是方程: c 2 = — l 的一个解. 

定理 1.36 i 2 ^-L 

证明 i 2 = (0， 1)(0， 1) = ( — 1， 0) = ~L ■ 

1.24 复数的绝对值 

现在我们把绝对值的概念推广到复数系. 

定义 1.37 如果 x 2 ), 则我们定义: c 的模或称绝对值为由等式 

\ X \~ sjx\ +3 

给出的非负实数 j . 

定理 1. 38 

i) 1 (0 ， 0) 丨 =0 ，且当 x 关 0 时丨 x 丨 >0, ii) | xy I = I ^ I I y i • 

iii) j x/y i = 1 工丨 / 1 y 1 ，当 iv) 1 ， 0) | = | Xi | ^ 

证明第 （ i )，（ iv ) 两条是明 显的. 为了证明第 （ H ) 条，把 x ， ： y 分别写成 x = x 〗 + Lz ： 2 和 
y = y t + i^2 »便有 — A %+ i (^ i ： y2 +^ 2：yi )• 于是第 （ ii ) 条可由下述关系 得到： 

I I 2 = x\y\ + x\y\ + x]y\ + x\y\ = ix\ + x\)iy\ ^ y\) =1 x | 2 I y \ 2 * 
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等式 (iii) 可由 （ ii) 在 U | = I ： y 丨 I x/y | 的形式下导出 . _ 

从几何上看， | X I 表示连接原点到点 X 的线段的长度.更一般地，丨 X—：y | 是: C 与: y 两 
点之间的距离.利用这个几何解释，下述定理表明三角形的一边小于另外两边之和 • 

定理 1.39 如果: c 和: y 都是复数，则有 

I oc-^ry i^| x | + | y | (三角 不等式 ）• 

此定理的证明作为练习留给读者. 

1.25 复数排序的不可能性 

如果 I 和^是任意两个复数，则到目前为止我们还没有定义过像工<7这种形式的关系， 
这是因为要对于复数给出<的定义使它满足公理6〜8中的全部性质是不可能的.为了说明这 
一点，假设我们能够定义一种满足公理6、7、8的序关系<，那么由于；关0,由公理6, i >0 
或 i < 0 二者必有一个成立.比如假定1>0,于是在公理8中取将得到 i z > 0 或 一1>0. 
两边加 1( 公理 7) 就得到0>1.另一方面，对 一 1>0应用公理8可得1>0.这样，就既有0>1， 
又有1>0，由公理6,这是不可 能的. 因而所假定的00导致了矛盾.[思 考： 为什么不等式 
一 1>0还不能算是矛盾？]类似的讨论可以证明也不能有 i < 0 . 所以复数不能按照满足公理6、 
7、8的方式排序. 


1.26 复指数 


指数函数 e "( x 是实数)前面已提到过.我们现在想在 z 是复数的时候定义 e z 从而使实指 
数函数的主要性质能得以保持.当 x 是实数时#的主要性质是指数律6 6 和等式 

e ° = l .我们将对复数 z 给出 e * 的定义使之保持这些性质，并且在 z 是实数时可以将其化为通常 
的指数函数. 

如果记 z = * r + i ^( x , : y 是实数），则为了使指数律得以保持，我们希望有 = 〜•因 


此需要定义沙表示什么. 

定义 1.40 如果 z = ： j ：+ i ： y ， 则定义 # = 6 1+ 卜为复数 e ^ seYcosy+isin ： y ). 

当之是实数（即 y = 时这个定义 0 与实指数函数的定义一致.下面我们证明指数律仍然 


成立. 

定理 1.41 

证明 


如果 2：! + i ： yi 和 A =工 2 +iy 2 是两个复数，则有 

e 3 " 2 = e Zl + r2 • k 

e 2 i = e Xl (cos y x + isin % ) ， e^ 2 = e ^ 2 (cos yz + isin y 2 ) . 


O 可以有几种方式导出等式 e [ 〃 = cos y+isin ： y . 例如，设 e ij/ = /(： y )+ ig (: y ) ，我们尝试确定实值函数 / 和#，使得通 
常的实指数的运算法则也能应用于复指数.此时只要假定 （一 〆 二 ㈣ ，就可由形式的微分导出 = 

比较# 的这两个表示式，我们看到/和 g 必须满足等式/(>) = ^( 30 ， /( y ) = — 〆 : V )-消去发可得 
既然我们想要有6° = 1，就必须有/(0>二1和/于是可得 / O ) = cosy 和 〆 : y ) = — 

当然，这种论述不能箅 证明了 什么，但是它可以使我们强烈地感到定义 # = cc > sy + i S i n j 是合 理的， 
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e Z2 = e Xl e x 2 [cos y x cos y 2 —— sin yi sin + Kcos 3^1 sin y z + sin y x cos 3^2)]. 


现在有 e Zl = e x 

1+5,这是因为心和 心都是 实数. 

我们还有 

和 

cos yi cos y 2 — sin 3^1 sin y 2 

=cos (: yi y2 ) 

于是可得 

cos 3/1 sin y 2 + sin % cos y 2 

= sin(^i +： y 2 ) ， 


e"" 1 e Z2 = 0+ 工 2 [cosC% + 3； 2 ) + isinbi + 力 ） ]=e。* 2 . ■ 

1.27 复指数的进一步性质 

在下述定理中，^ 1， A 表示复数. 

定理 1.42 e a 永不为零. 

证明 e=e _z = e° = l , 因而 e z 不可能 为零 . ■ 

定理 1.43 如果 x 是实数，则1 eM =1_ 

证明 | I 2 = cos 2 x^rsm 2 x=l , 且 1 # 1 >()• ■ 

定理 1,44 e^ = l 当且仅当 z 是 2?ri 的整数倍 . 

证明如果 z = 2jrin ， 其中《是整数，则有 

e z = cos(2kti) + isin(2Tcn) = L 

反过来，假设 e * = l , 这意味着 e ' cos ： y = l 和 e ' sinysO . 既然#关0，必有 sin：y = 0 ，y = kn f 
其中 々是整数. 但是 cos (/ br ) = (_ l )*， 由于 ycos (^7 t ) = l ， 故 # = ( 一 1)\因为#>0，所以 
是必定是偶数 • 因而有 e z = l ， 从而 a = 0. ■ 

，定理 1.45 e Zl =6当且仅当 zi—A (其中 n 是一个整数）时成立. 

证明心 =6, 当且仅当 eH=l. _ 

1.28 复数的辐角 

[ 20 ] 如果用极坐标 /* 和 0 来表示点 ;2 = ( 1 ， y }= Jo -\- iy , 就可以写 :r = rcos0 和 y = rsin0 ， 从而 

z ^ rcos^+i rsm 0 = r & w . r 和沒这两个数唯一 * 地确定反过来，正数 r 由 z 唯一地确定；事头 
上， r =| z |. 然而， z 对角 6 >的确定只精确到 2tc 的整 数倍. 有无穷多个 0 值能满足等式工= 
U ! COS 0, U 丨 Sin ^, 当然，其中任何两个值的差是 2 k 的某个整 数倍. 每一个这样的沒 
都称为 z 的一个辐角，但是这些辐角中有一个被单独命名，称为 z 的福角主值. 

定义 1. 46设 z = :c+i：y 是一个非零 复数. 满足条件 

x = I z | cos 沒 ，： y = I 之 I sin^, ~ it <Cd <+ ?r 

的唯一的实数 (9 称为 z 的辐角主值，记为 0= arg ( z ). 

从上述讨论立即可以导出下面的定理： 

定理 1.47 每一个复数2：#0都可以用2=戊。的形式表示，其中 r = Ul ， ^= arg ( z )+2 jm ， 
n 为任意整数. 

注这种表示复数的方法在涉及乘法和除法的运算中是特别有用的，因为我们有 
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(n e 沾 1 ) ( r 2 e %) = n r 2 e 1 W 及 

定理 1.48 如果关 0, 则有 




arg ( z ! z 2 ) ^ arg ( 2：i ) + arg ( z 2 ) + 2 izn { z x ， z 2 ) 


其中 


r 0 ， 当 —tt < arg(z T ) + arg0 2 ) <+ 兀， 
n { z \ , z 2 ) = ^ + 1, 当一 2 k<C arg ( z )) + arg ( z 2 ) <一 tt ， 

, 一 1 ，当 7 r arg(zi ) + arg (^ 2 ) ^ 2 tt . 

证明记之 i = I A I e 1 ^ ，之 2 = I A 丨 , 其中 A = arg ( a ) ，私 = arg ( z 2 ) ，则之 T 之 2 = 

I Zi Z 2 I e 1( W . 由一 7T<^1 < + 7T 和一 + 可得一+达 <2 tt. 因此存在一 ^ 个整数 w 
使得 一 7C<01+02+2mt<K. 这个 n 与定理中给出的整数 n(zi ， z 2 ) 相同，而且对于这个 n 有 


arg(ziZ2) = d\ +6z + 2nn. 



1.29 复数的整数幂和方根 

定义 1.49 给定复数 z 和整数/7，定义 z 的 n 次幂 如下： 

z 0 = 1， f +1 = 〆 之，当？2 > 0， 

z~ n =( 之一 1 ) rt ， 当 且 n〉（X 

说明通常的指数律成立的定理 1. 50可以用数学归纳法证明.此证明留为一个练习. 

定理 LS 0 给定两个整数 m 和 n ， 对于 z 关0有 

= z rt+m 和 u 】 z 2 r = zuh 

定理 1.51 如果 z 尹0， n 是一个正整数，则恰好存在/ I 个不同的复数 z 。 ， z : ，…， 2 ： n -i 
(称为 Z 的/2次方根），使得对于 AsO ， 1，2，…， 72— 1中的每一个值都有 

z n k 二 Z. 

而且，这些方根由下面的公式 给出： 

Z k = R^ k , 其中 1? = I Z 丨 1 /n ， 


h = + — (k = 0 ， l ， 2 ， ". ， n-l). 

n n 

注 z 的 n 个 72 次方根等距离地分布在以原点为中心，以 | z | 1/71 为半径的圆周上. 


证明这 n 个复数 —1) 是不同的，而且每一个都是^的 n 次方根，因为 


= R n e in ^ = j z I e iCarg( " )+2 " A] = 

〆 

我们现在还需证明 z 没有其他的 n 次方根.假定加=八—是一个 
复数使得= 2，则有 I w 丨 " =丨 z I ，于是 A "= 1 z | , A = 

I ^ I 1/ n . 从而可以把 W = z 写为 e l ” a = e i[a _ )] ， 这意味着 
na — arg ( z ) = 2 nk ,々是某个整数. 

于是 ar = [ arg (; c ) + 27 rA ]/ w . 但是当々取遍所有的整数值时， w 只 
能取到 z 。， 々，"•，这些不同的值.（见图 1-4.) ■ 
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1.30 复对数 

根据定理1.42, 永不为零.人们自然要问，是否还有别 
22] 的值不能被取到？下面的定理表明，零是唯一的例外值. 

定理 1. 52 如果 z 是一个非零复数，则存在复数 w 使得 e w = z . 一个这样的 w 是复数 

log 丨之丨+ iarg ( z ) , 

而任何其他满足条件的 w 形如 

log | 2 ： |+ iarg ( z ) + 2 mtif 

其中 n 是一个整数. 

证明 由于 e lo « 卜丨叩卜 1 e iargU> = | ^ I e iarg ⑴ = s ：， 我们看到 w=log | ^ | + iarg (^) 

是方程 = z 的一 个解. 但是如果 训 是任意另一个解，则有 e w = e tt '， 从而叫= 2 mrL ■ 
定义1,53 设是一个给定的复数.如果 w 是一个复数使得# = 则称 w 为 z 的一 
个对数. Z 有一个特殊的对数值由 

zv = log i z |+ iarg ( z ) 

给出，称为 z 的对数的主值，而把这个 w 记为 

w = Logz . 

例 

1. 由于 | i 丨=1 及 arg ( i ) — jt /2 ,所以 Log ( i ) = i7t / 2 . 

2. 由于 I —i I =1 及 arg ( — i ) = — 兀/2，所以 Log ( — i ) = — i ; c /2. 

3. 由于 |—1 |=1 及 arg ( — l ) = 7 r ， 所以 Log ( —1) = 7 ri - 

4. 如果 jc>0 ， 则 Log ( x ) = logx ， 因为！ x 丨 =x 而 arg ( x ) =0. 

5. 由于 I 1 + i 丨及 arg(l + i ) = tt /4， 所以 Log(l + i ) = log 在 + i 兀 /4. 

定理 1*54 如果4；2： 2 #0，则 

Log ( ziZ 2 ) — Log^i + Log^2 + 2 rc ' in ( zi ， z 2 ) ， 

其中 ”（々， z 2 ) 是在定理 1.48 中定义的那个整数. 

证明 

Log ( ziz 2 )= log I 5 ：i | + iarg ( 2 ：] z z ) ■ 

=log I zi |+ log \ z z \^r i [ arg(zi ) + arg ( z2 ) + 27 tn (2： i ， z 2 )]• 

1.31 复幂 


圍 


利用复对数，我们现在可以给出复数的复数幂的定义 • 
定义 1.55 如果 2 ^ 0 ， w 是任意一个复数，则定义 

Logz 


例 


—— ^iLogi _ ^ifm/2) — 


2* ( 一 l) i= e iL ° g ( — u =e 


i(iif) 


e 
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3. 如果 n 是一个整数，则 f + l = e ^”—= e «_ e n = ；^， 所以定义 1. 55与定义 1.49 不 
矛盾. 

下面两个定理给出复幂的运算法则. 

定理 1.56 ^2 =^1+-2 ,只要之关 0. 

证明 十功 2 = e ( W 1 + w 2 ) Lo « z = e w l b 狀 e ^2 Logz = z jv } 之 w 2 • ■ 

定理 1. S 7 如果关0，则有 

(z 1 Z 2 ) 1V = ^ 

其中 Wa ， A ) 是在定理 1.48 中 定义的整数. 

证明 ( 1 ^2 ) ^ ~ 0 z ] z 2^ —+ Logg 2 ^2 mn ( 


1-32 复正弦和复余弦 

定义 1.58 给定一个复数 h 定义 

e ir + e _i2 . e iz — e _il 
cosz — --- ， s\nz — --- • 

注 当 z 是实数时，这些等式与定义 1.40 —致. 

定义 1*59 如果 z = :r + i ： y ， 则有 

cosz = cosxcosh^y — isinx sinhy ， 
sinz — sinx cosh^ + icosx sinh^. 

证明 

2 cos 2 ：= e iz + e— u = e~ y ( cosx + isinx) + (cosx — isinx) 

= cosx{e y + e—O — isinxCe^ — e~ y ) = 2 cosx cosh^ — 2isinx sinhjy. 

对于 sinz 可以类似地证明. 

正弦函数和余弦函数的进一步的性质在练习中给出 . 



1.33 无穷远点与扩充的复平面 C * 

下面我们通过加入一个用符号〜表示的想象中的点来扩充复 数系. 

定义 1.60 所谓扩充复平面 C *， 指的是除了复平面 C 之外，再添上一个满足下列性质的 
符号 oo : 

a ) 如果 则有 2 + 00 = 2 ：—= z/oa = O m 

b ) 如果 2：6 C 但 Z #0， 则 z . 00 = 00， 2：/0 = OO . 

c ) oo + oo = oo • 00 = 00. 

定义 1.61 C 中 的每一个形如 U : I 5： 丨 > r >0} 的集合都叫做 oo 的一个邻域，或叫做一个 
以 oo 为 中心 的球. 

读者也许要问，为什么加到 R 上的是两个符号十°°和_ ㈤ ， 而加到 c 上的只有一个符号 
007 答案依赖于这样的事实，即在实数当中有序关系<，而在复数当中没有这样的关系.为了 
使实数中涉及关系 < 的性质得以保持，我们需要两个符号，即 + oo 和一 00,如上文定义的那 
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样.例如，我们曾提到在 IT 中每个非空集合都有一个上确界. 

在 C 的情况下只有一个想象中的点是更方便的.为了说明这一点，我们来回顾一下在复平 
面上的点和球面上异于北极的那些点之间建立起一一对应关系的球极平面投影.位于北极的明 
显的例外点，只要认为它是想象中的％远点的几何表示，它就变得不再例外，这样我们就在扩 
充复平面 （ T 与整个球面之间得到了一个 一一 对应关系.从几何上看明显 的是： 如果使南极位 
于复平面的原点处，则平面上一个“大”圆的外部，按照球极平面投影，将对应于北极附近的一 
个“小”的球冠.这就生动地描绘出了用 I %丨 >『这种形式的不等式来定义 oo 的邻域的原因. 


练习 


整数 

1.1 证明没有最大的素数.（欧几里得曾得到过一个证明、） 

1.2 如果72是正整数，证明代数恒等式 

_ 71 —1 

a n - b n = { a - b ) 2 祝-卜* • 

1.3 如果 2 n _ l 是素数，证明^2是 素数. 形如2〃 一 1的素数称为梅森素数，其中是素数. 

1.4 如果 Y + 1 是素数，证明 n 是2的幂.形如 2 2m + l 的素数称为费马素数， 提示： 用练习 1.2. 

1- 5斐波那契数列1，1，2，3，5, 8，13，…，由递推公式 x „ + 1 定义，假定心=工 2 = 1.求证 

(: r n , x n . 1 ) = l , 而且 A = V)/(a — 6)，其中 a 和6是二次方程 x 2 —: r — 1 = 0的根 • 

1.6 求证每一个非空正整数集都包含一个最小的数，此性质称为良序原则. 

有理数与无理数 

1.7 求出小数展开式为 0. 334 444 4 …的有理数 • 

1.8 证明： r 的小数展开式以 0( 或者以 9) 结尾当且仅当 x 是分母为2”5” 这种形式的有理数，其中 m 和”是非 
负整数. 

1.9 证明是无理数. 

1.10 如果…6, c ， d 都是有理数而: r 是无理数，证明 （ fl i + W /( car + d ) 通常是无 理数. 何时发生例外？ 

Ml 任意给定实数 x >0, 试证明在0和: t 之间有无理数. ， 

1.12 如果 a /6< c / c /， 6>0, ^>0,证明 （a + c )/(6+ d ) 介于 a /6 与 c/d 之间. 

1. 13设 a 和6都是正整数.求证#总是介于 a /6 和 （ a +2 fc)/(a + W 这两个分数之间.这两个分数中哪一个离 
#比较近？ 

1* 14证明：对于每一个整数 n + 1+ \ Zn ^ l 都是无理数. 

1. 15给定实数: t 和整数 N >1， 证明存在整数和6， 0<*< N , 使得丨 kx-h | <1/ N , 提示： 对于 P 
0，1，2，…， N 考虑 tx _ [£ x ] 这 iV 十1个数，证明某一^对之差最多是 1/ N . 

1.16 如果 x 是无理数，证明有无穷多个有理数 A / K 々>0) 使得 | x - h/k | <\/ k \ 提示： 假定只有有限个 
hjk ” …、 h r jk T 、 把练习 1.15 应用于 iV > l /5 便可得出矛盾，其中5是 U — A, /I | 这些数中最小的 

一个. 

1. 17设 a ： 是一个形如 

• 工 =2| V ， 

的正有理数，其中每一个 W 都是一个非负整数，而且当々>2时有 a *<々一 1和〜>0.设 Dr ] 表示不超 
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过 X 的最大整数.求证 〜=[：(：]; 而对于 （= 2 ，…， n 有 = Jc ] — ^[(^― D ! x ] , 其中 n 是使 
2 为整数的最小整数，反之，证明每个正有理数工能且只能用一种方法表示成这种形式. 

上界 

1.18 证明一个集合的 sup 和 inf 只要存在就是唯一确定的. 

1. 19求出下面每一个实数集的 sup 和 inf : 

a ) 所有形如 2^+31 + 51 的数，其中/)， g 和 r 取所有的正整数值. 

b ) S = { x ： 3 j： 2 — 10 x +3< CO }. 

c) S— {x ： (x —a) {x — b) (x — c) (x~ d)<iO) » 其中 a<^b<ic<id. 

1. 20 证明上确界的比较性质（定理 1. 16). 

1.21 设 A 和 B 是两个上有界的正数集合， a = supA ，6= supB . 设 C 是由所有形如 xy 的乘积构成的集合， 
其中 xGA ， y eB . 试证明 a 6= su P C ， 

1.22 给定 i >0 及一个整数々>2.设 a 。 表示的最大整数，而且，假定在确定了 a 。， ai ，…， — i 之后， 
设&为满足 


Clo 


f + f + 


+ 


a„ 


k 


^ x. 


的最大整数， 

a ) 证明对于每一个2，…都有 

b ) 设 r „ = a 。 十〜^ 1 + a 2 f 2 +…，求证： c 是有理数 n ， r 2 ，…所构成集合的 sup . 

注: 当 （=10 时， a 0 , … a 2 , …这些整数是: c 的小数表示式中的数字.对于一般的这些整数提供 
一个 k 进制表示式. 


不等式 


1. 23 


1. 24 


对于实数证明拉格朗日恒等式: 


( 2 Ukb > 



)(2 敁）- 2 - ajb k )\ 

* ' r m * -i ^ ■* - / 




注： 这个恒等式隐含着柯 西-施 瓦茨不等式. 
证明对于任意实数&，乂， Q 有 



k = \ 


a k b k c k y <(± al )( t b l ) 2 (± 4 ). 


1.25 证明闵可夫斯基不 等式: 


/ " x 1/2 / « \ / 二 V 1/2 

+ ^ ) +(2纪） • 


这是对于 n 维向量写出的三角不等式 || a + M < II a II + || II ,其中 a=( ai , 
乂），而 


y a n ) , b = (bi 


II ^ II = () - 

k = 1 

26 若 a ] ^ 证明 

( 2 a 0 ( 2*0 ^ n^a k b { 

x jt = i 7 x k = \ / i=i 

提示 ： ^ (dk ~ ) (bk — bj) ^ 0 . 

1«心 
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复数 

1.27 把下列复数表示成 d + 的 形式： 

a)(l + i) 3 ， h)(2 + 3i)/(3 —4i) , c)i 5 十 i〖 6 ， d) 士 (1+ i) (1 + i，. 

1.28 在下列情况下确定满足所给关系式的全部实数 x 和义 

300 

a)x+i^= | 一 i;y I， b)x+i^ = (x _ iy ) 2 9 c) i* =x+i^- 

1.29 如果 z = x+i3N x 和 y 都是实数，则 z 的共轭复数是试 证明： 
a)zj +a：2 = ^ 1 + ^ 2 ? b) z 2 ^ z \ z 2 ， c)z z = |z| 2 ， 

d)z+ 三 = “5： 的实部的2倍”， e)(z — 2： )/i=“z 的虚部的2倍”. 

1. 30试对满足下述条件的复数=的集合作出几何地 描述： 
a) \ z \ = 1 , h) \ z \ < 1 ， c) \ z \ < 1 ， 

d)z+ z =1 , e)z~ z ~ij f) z ~\~z= | ^ | J . 

1. 31 给定三个复数 A ， Qh ，满足丨 A I = I A 丨 =I z 3 I = 1 ，而且 a +Z2+Q =0. 试证明这三个数是 
一个内接于以原点为中心的单位圆的等边三角形的顶点 • 

1.32 如果 a 和6都是复数， 求证： 

a) I a~b I 2 ^(1 f I a I 2 )(1+ | h \ 2 ). 

b) 如果 a 参0,则 I a + h I = ! a ) + I 6 I 当且仅当 6/a 是非负实数时成立 • 

1.33 如果 a 和6都是复数，证明等式 

]a — 6 | — | I ~ ab \ 

当且仅当 U 丨=1或丨幻=1时 成立. 不等式 

\ a — b \ <C \ \ — ab \ 

对于什么样的 a 和/;成立？ 

1.34 如果^和 r 都是实常数，6是复数，证明方程 

azz hz + hz -^- c = 0 (a#0，z = j： 十 iy ) 

表示在 x：v 平面内的一个圆. 

1.35 回忆反正切函数的定义：给定一个实数 h tarr 1 。) 是满足两个条件 

~ Y <+ Y " tan0 = / 

的唯一的实数叹如果 z = x + i_y， 证明 

a ) arg ( z ) = tan" ] ( ~^* ) ，当 jt >0， 

b) arg(z) = tan 1 (含 )+; r ， 当 x〈0’ y ^ O , 

c) arg(2：) = tan- 1 ( 上 ） 一 7T ， 当 x<0，y<0 ， 

d) arg(z) , 当： r^O，y>0； arg(z )=_ 专，当： r = 0，y<0. 

1.36 定义复数的下述“伪 序”： 称 々<々， 如果 

i) 丨 A I < I A I 或者 ii) 1 q 1 = I I 而 argCzt )< arg ( z 2 ). 

公理6， 7, 8, 9 中的哪些被这种关系满足？ 

1.37 如果把伪序定 义为： 称 （ A , 3 m )<( a , : V 2 )， 如果 
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i ) ^i < x 2 或者 iOxj = x 2 而 y \< y2 - 

公理 6, 7, 8, 9 中的哪些被这种关系满足？ 

1. 38用 arg( 2l ) 和 arg ( z 2 ) 表示 arg ( z x / z 2 ), 叙述并证明与定理 1. 48类似的定理. 

1.39 用 Log ( A ) 和 Log ( z 2 ) 表示 Log ( z l / z 2 ) 9 叙述并证明与定理 1.54 类似的定理. 

1.40 证明1的 n 次方根（也叫？ z 次单位根）由《，^ ,…， a w 给出，其中 a = e 2 W % 并证明关1的根满足方程 

1 十工 + 了 2 + …+ x n " 1 = 0. 

1.41 a ) 证明对于一切复数^0都有 | i | < e \ 

b ) 证明不存在常数 M >0 使得对于一切复数 z 有 i cos ^ I < M . 

K 42 如果 r 都是实数），试证明 

_ gMlogl r j ' Vjirg (;) ^ i [^ log | ^ i ^ uarg (^)] 

1.43 a ) 证明 l . ogiz ^' ) = xvl . ogz J r 2 n \ n ^ 其中 n 是一个整数 * 

b ) 证明 = ，其中 《 是一个 整数. 

1.44 i ) 如果0和 a 都是实数， _ ir <0< + 7 c ， 证明 

( cos 0+ isin ^)“ = cos ( ad ) + isin ( a ^). 

ii ) 取 (9=—7 t，a = 1/2 , 证明： 一般而言，在 （ i ) 中限制 +? r 是必要的_ 

iii ) 如果 a 是整数，证明 （ i ) 中的公式在对0无任何限制的条件下 成立. 在这种情况下， （ i ) 中的公式就是 
熟知的棣莫弗定理. 

1. 45试利用棣莫弗定理（练习】. 44) 证明三角恒等式 

s\n36 = 3cos 2 ^sin^— sin 3 0, 
cos3^ = cos 3 6 — 3cos0 sin 2 ^ 


对实数 0 成立.这两个等式当彡是复数时成立吗？ 

1. 46 定义 tanz = ( sinz )/( cosz ) ， 证明对于 2 r = x+ijy 有 

_ sin 2 jr + isinh 2 y 
tan Z cos 2 j : 4 - cosh23 ；' 

1,47 设 w 是给定的 复数. 如果 w 关 ±1, 证明存在 z = 的两个值满足条件 cosz = w 和 一7 r < Cr < + 7 r •当 

w = i 和^=2时求出这些值 • 

1.48 对于复数证明拉格朗日恒等式 

^a k h b ^ ^ \ a k \ 2 ^ \ b k \ z — \ a k b } —a } h k | 2 . 

k = ] 1 

并用此式推出适用于复数的柯西-施瓦茨不等式. 

L 49 a ) 用在棣莫弗公式中令虚部相等的方法证明 

sinnd = s'm n d | (;)cot” _ W- ^ jcot"" ：i (9 + “ )cot"、-+ …卜 
b ) 如果 0<{?< k /2， 证明 

sin (2 w + 1)^- sin 2 ^ ] OP m ( cot 2 d ) 


其中是由 


P ,( x )= 


2m -h 1 



/2 m + 1 
\ 3 



2 m + 1 
5 




给出的 m 次多项式.试由此证明 h 对于是=1， 2 ，…， m 在 m 个不同的点 A = cot 2 {7^/(2 m + l )} 


处有零点. 

c ) 证明的零点之和由 
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1. 50 


izk 一 m(2m — 1 ) 

2m +1 3 

给出，而它们的平方和由 

4 tc^ miZm— l)(4m 2 + 10m 一 9) 
COt 2^TT = - 45 - 


m 

s 




给出. 

oo uo 

注： 用这些恒等式可证明= ^ 2 /6,5]^ - 7 t 4 /90 (见练习 8.46 和练习 8.47). 

Tt^ 1 1 

n 

，证明对于一切复数^都有 f 一1= IJU — 斤^)，并由此对于推导出公式 


--1 


n 


sin 


kn 


2 J 


—l 
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第 2 章集合论的 一些基 本概念 


2.1 引言 

在数学任何分支的讨论中使用集合论的记号和术语都是有益的.由布尔 （ Boole ) 和康托尔 
( Cantor ) 在19世纪后半叶发展起来的这个论题在20世纪对数学的发展产生了深远的影响.它 
把许多表面上看起来无联系的思想联系到了一起，并用一种优雅而系统的方式帮助许多数学概 
念追溯到了它们的逻辑基础. 

我们不准备系统地研究集合论，而将仅讨论一些较基本的概念.希望进一步探索本论题的 
读者可以参阅在本章末尾处列出的参考文献. 

作为一个整体看待的一些事物的总体叫做一个集合.这个总体中的事物称为这个集合的元 
素或元，并说它们属于或包含于这个集合.而对于集合，则说它包含它的元素或说由它的元素 
所组成. 在大多数情况下我们的兴趣在于由数学对象组成的集合，即由数、点、函数、曲线等 
等组成的集合.然而，由于集合论在很大程度上不依赖于总体中的个别事物的性质，所以通过 
对其元素可以是任何类别事物的集合的讨论，可以省去很多具体的思考.正是由于集合论的这 
个普遍性的优点，才使它对数学的进一步发展产生了如此强烈的影响. 

2.2 记号 

集合通常用大写字母 

表示，而元素用小写字母 a ， 6， C ， …， X ， y ， Z 表示. 我们写 S 表亦“0：是 S 中的兀素”或 
“• T 属于 S ”. 如果： r 不属于 S ， 我们就写 x 茫 S . 有时我们用在大括号中列出元素的方式表示集 
合；例如，小于10的正偶数集合用{2，4，6， 8} 表示.如果 S 是所有满足性质 P 的: C 的总 
体，我们就简单地 SS = U : I 满足 P } 来表示 • 

通过一个给定的集合可以构成一些新的集合，称为给定集合的子集.例如，由所有小于 
10而且能被4整除的正整数构成的集合（即{4, 8}) 是小于10的偶数集合的一个子集.一般 
地，只要 A 的每一个元素也是属于 B 的，我们就说集合 A 是 B 的一个子集，并记为 AGB . 

并不排除的可能性.事实上，同时有和二者，当且仅当 A 和 B 有同 
样的元素.在这种情况下，我们称集合 A 和 B 相等并记为 A = B . 如果 A 和 B 不相等，我们 
就写 A 关如果 AGB 但我们就说 A 是 B 的一个 真子集 • 

考虑一个集合不含有任何元素的可能性是合宜的；这种集合称为 空集， 而且我们约定空集 
是每一个集合的子集.读者也许会发现，把一个集合描述成一个包含某些对象（即它的元素）的 
盒子是有助于理解的.于是空集就是一个空盒子.我们用符号0表示空集. 

2.3 序偶 

假设有一个由 a 和6这两个元素组成的集合，即集合 U ，6}. 按照相等性的定义，这个集 
合和集合0， a } 是同样的，因为集合的定义没有涉及先后次序问题.然而，有时也有必要考虑 
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由次序很重要的两个元素组成的 集合. 例如，在平面解析几何中，一个点的坐标（: r ， ： y ) 表示 
数的一个序偶.点 （3, 4) 与点（4， 3) 是不同的，虽然集合{3， 4} 和集合{4， 3} 是同一个集合. 
当我们希望认为由两个元素 a 和6组成的集合有序的时候，就把元素写在小括号内： （ a ，6). 
这时“称为第一个元素，6称为第二个元素.也可以对于序偶 U ，6) 的概念给出一个纯粹的集 
合论的定义.下面就是一个这样的定义： • 

定义 2.1 * U ，6) = {{ a }, { a , b }}. 

这个定义说 U ，6) 是包含两个元素 U } 和 { a ，6} 的集合.用这个定义可以证明下述 定理： 
定理 2. 2 (a ， 6) = (c ♦ cO 当且仅当 a = c 且 b = d . 

这个定理表明，在对象 a 不同于对象6的意义上，定义 2. 1是序偶的一个“合理”的定义. 
定理 2. 2的证明作为一个有益的练习留给读者（见练习 2.1). 

2.4 两个集合的笛卡儿积 

定义 2.3 给定两个集合 A 与 B ， 则由全体序偶 （ a , 6) 组成的集（其中 a 6 A , 称为 

A 与 B 的笛卡儿积，用 AXB 表示. 

[33] 例 如果 R 表示由全体实数组成的集合，则 RXR 是由全体复数组成的集合. 

2.5 关系与函数 

设和: y 表示实数，这样便可以把序偶(: r ， ： y ) 想象成为表示 a ：： y 平面上的一个点的直角坐 
标（或是一个复数).我们经常会遇到像 

ocy = I, x 2 + y ; l ， x 2 + y < l ， x <c y ( a ) 

这样的表达式.每一个这样的表达式都定义了一个由实数序偶 （* r ， 3O 组成的集合，即由满足 
表达式的全部数偶 ( a ：， W 组成的集合.这样的由序偶组成的集合称为一个平面关系.在1^平 
面内描绘出的相应的点集称为这个关系的图形.在 （ a ) 中叙述的各个关系的图形如图 2-1 所示. 


xy = 1 x 2 + I/ 2 = 1 x 2 + 2/ 2 < 1 x < y 

图 2-1 

也可以把关系的概念作更一般的解释，使得在序偶 Cr ， 3O 中出现的对象 x 和 y 不必是数， 
而可以是其他任何类别的事物. 

定义 2.4 由序偶组成的任何一个集合都称为一种关系. 

如果 S 是一种关系，则由作为在 S 中的序偶（: c ， W 的第一个元而出现的全体元素 i 组成 
的集合称为 S 的定义域，记为 《£ KS ); 由第二个元: y 组成的集合称为 S 的值域，记为況 （ S ). 

图 2-1 中给出的第一个例子是一种特殊类型的关系，这类关系称为函数. 
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定义 2.5 —个函数 F 是由序偶（: r ，3；) 组成的一个集合，其中没有两个序偶有同样的第一 

个元. 这就是说，如果有（: c ， ：且（: c , 则有 y = z . 

函数的定义要求对于 F 的定义域中的每 一个： r 恰有一个: y 使得 ( o ：， y ) eF . 通常称^为 F 
在I处的值，并写作 ' / 

y = Fix) 4 : 

来取代用(1，： y )6 F 表示序偶 U ， ： y ) 在集合 F 内. 

作为一种可以替代通过指定包含的序偶来描述函数 F 的方法，通常更可取的是描述 F 的 
定义域，然后对于定义域中的每一个 I ，描述如何得到函数值 FU ). 关于这一点，我们有下 
述定理，该定理的证明作为练习留给读者. 

定理 2.6 两个函数 F 和 G 是相等的，当且仅当 

a ) i )( F ) = i )( G)(F 和 G 有同样的定义域）； F ’ 

b ) 对于 i )( F ) 中的每一个 j : 都有 F ( x )= G ( x ). 

2.6 关于函数的进一步的术语 

• •!> 

当定 义域幻 （ F ) 是 R 的一个子集时， F 称 为一元实变量函数. 如果 <£ KF ) 是复数集 C 的一 
个子集，则 F 称为单 复变量函数. 

如果 £ KF ) 是笛卡儿乘积 AXB 的一个子集，则 F 称为 二元函数. 在这种情况下，我们用 
F ( a , 6) 表示函数值而不用 F (( a , 6)). 二元实变量函数是以 RXR 的子集为定义域的函数. 

如果 S 是 i )( F ) 的一个子集，我们就说 F 在 S 上有 定义. 在这种情况下，由 F (: r ) 组成的 
集合(其中: r 6 S ) 称为 S 在 F 下的象， 并记为 F ( S ). 如果了是任何一个包含 F ( S ) 的集合 ，则 

F 也称为从 S 到 了的一 个映射 ，通常记为 ^ ， 

F ： S — T . 

如果 F ( S ) = T ， 就说该映射 是到了 上的. S 到其自身的映射有时称为变换. 

作为例子，考虑由方程 FU ) = z 2 定义的复变函数.这个函数把复 z 平面上的每一个形如0< 
arg ( z )< a <7 r /2 的扇形 S 映射到由不等式 0< arg [ F ( Z )]<2« 决定的扇形 F ( S ) 上. （见图 2-2.) 


图 2-2 

如果两个函数 F 和 G 满足包含关系 GGF ， 我们就说 G 是 F 的一个限制，或者说 F 是 G 
的一个扩张.特别地，如果 S 是 <£ KF ) 的一个子集，而且 G 对于一切在 S 内的 x 由方程 

G(x) = Fix) 一 h T "r • 

定义，则称 G 是 F 到 S 的限制 • 函数 G 由序偶（: r ， FU )) UGS ) 组成. 它的定义域是 S ， 值 
域是 F ( S ). 
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國 


2.7 1-1 函数及其反函数 

定义 2.7 设 F 是定义在 S 上的一个函数.我们说 F 在 S 上是 1-1 的，当且仅当对 S 中的 
每一个和每一个 y 都有 

F(x) = F(y) 隐含着 x = y m 

这个定义等于说， S 上的一个 1-1 函数对于 S 上不同的元指定不同的函数值.这样的函数 
也称为 单射. 1-1 函数是很重要的，因为它们有反 函数. 然而，在叙述一个函数的反函数的定 
义之前， 宜介绍 一个更一般的概念，即一个关系的逆 关系. 

定义 2.8 给定一个关系 S ， 由 

S = { (a ,6) : (6,a) G S} 

定义的新关系 S 称为 S 的逆关系. 

这样，一个序偶 ( a ，6) 属于 S ， 当且仅当元素交换所得的序偶（6, a ) 属于 S . 当 S 是一个 
平面关 系时，这明显地表示忌的图形是 S 的图形关于直线: y =: r 的镜射.在由定义的关 
系中，逆关系由7 < x 定义. 

定义 2.9 假设关系 F 是一个函数，考虑逆关系戶，它可能是函数也可能不是函数.如果 
F 也是函数，则戶称为 F 的反函数并记之为 F - 1 . 


图 2-3 U ) 描绘了一个函数 F 的例子，它的逆关系 P 不是函数.在图 2-3( b ) 中， F 和它的 
逆关系二者都是函数. 



a ) 



图 2-3 

下一个定理告诉我们，在定义域上 1-1 的函数总是有反函数的. 

定理 2.10 如果函数 F 在它的定义域上是 1-1 的，则戶也是一个函数. 

证明 为了证明戶是函数，必须证明如果 (: C ， y )^ FK ( x , z )^： F , 则 : y = z. 但是 （ jc ， y ) G 
尹表示（: y，G F , 即 x = F ( jy). 类似地， （x ， z ) 6 戶表 7 K 工 = F ( z )_ 于是 F(30 = F (5 t ) ，而且 
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由于假定 F 是 1-1 的，这就意味着 : y = Z . 因此戶是函数. ■ 

注同样的讨论可以证明，如果 F 在 £)( F ) 的一个子集 S 上是 1-1 的，则 F 对 S 的限 
制有反函数. 


2.8 复合函数 

定义 2.11 给定两个函数 F 和 G 满足況 （ F ) G <2)( G )， 则可以形成一个新的函数，称为 G 
和 F 的复合函数定 义为： 对于 F 的定义域中的每一个 x 有 （ G 。 F ) U )= G [ FU )]. 

既然況 （ F ) GXKG )， 元素 FU ) 就应在 G 的定义域内，因而考虑 G [ F (_ r )] 就是有意义的. 
一般来说，不成立.事实上，可能是无意义的，除非 G 的值域包含于厂的 

定义域内.然而，结合律 • 

H 。 （ G 。 F) = (H 。 G) 。 F 

总是成立的，只要这个等式的每一边都有意义(验证此式对读者是一个有益的练习，见练习 ) 

2. 9序列 

在整数的子集上定义的一些函数是函数的重要的例子. 

定义 2.12 所谓由 n 项组成的一个有穷序列，指的是一个函数 F ， 其定义域是数集{1， 

2，…， w }. 

F 的值域是集合 { F ( l )， F (2)， F (3)， …， F ( w )}, 习惯上写为{兄， F 2 ， F 3 ，…， FJ . 

值域中的元素称为该序列的项，当然，它们可以是任何类别的任何 事物. 

定义 2.13 所谓无穷序列，指的是一个函数 F ， 其定义域是由全部正整数组成的集合{1， 
2，3， …}. F 的值域，即集合 { F ( l )， F (2), F (3), …}，也记为 { ， _ F 2 ， F 3 ，…}，而把 
函数值称为该序列的第 w 项. 

为简单起见，我们有时会用记号{^„}表 示第； 2项是的无穷序列. 

设5={5„}是一个无穷序列， 并设々 是一个函数，其定义域是正整数集，其值域是正整数 

的一个子集.假定々是“保序”的，即假定有 

k ( m ) <C kin ) ,当 w 〈 w , 

于是，复合函数 s 。々是对全体 整数〃 定义的，而且对于每一个整数有 

(5 0 ^) (7l) — Sh(„). 

这样的一个复合函数称为 S 的一个子 序列. 为了简单起见，我们经常用记号或 u „} 表示 
的第 n 项是的子序列. 

例设5= {1/ w } 并设々由 Mw )=2” 定义，则5。々={1/2"}. 

2. 10相似（对等）集合 

定义 2.14 两个集合 A 和 B 称为相似或对等，并记为 A 〜 B ， 当且仅当存在一个 1-1 的 
函数 _ F ， 它的定义域是集合 A ， 而它的值域是集合 B . 

我们也说 F 在集合 A 和 B 之间建立了一个——对应.显然，每一个集合 A 都是相似于它 
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自身的(取 F 为“恒等”函数，即对 A 内的一切此外，如果 A 〜 B ， 则有 B 〜 A ， 
因为如果 F 是一个使 A 相似于 B 的 1-1 函数，则 F — 1 将使 B 相似于 A . 还有，如果 A 〜 B ，且 
J 3 〜 C ， 则 A 〜 C . (证明留给读者 .） 

2. 11有限集与无限集 

一 个集合 S 称为有限集，并说它含有个《元素，如果 

S 〜 { 1，2， . 

这个整数 w 称为 S 的基数.容易证明，如果{1，2，…， w } 〜{1，2 ，…， m } ,则 m = w . 所 
以，有限集的基数是很好确定的.空集也算有限集，它的基数定义为 0. 

不是有限集的集合称为无限集.这两种集合的主要区别在于，一个无限集必定相似于它自 
身的某个真子集，而有限集不能相似于它自身的任何真 子集. （见练习 2. 13.) 例如，由全体正 
整数组成的集 Z ' 相似于它的由2的幂组成的真子集{2, 4, 8, 16,…}.使它们相似的 1-1 函 
[38] 数 F 可以定义为对 Z + 中的每一个 x 令 F (: r ) = 2' 

2.12 可数集与不可数集 

一 个集合 s 称为 可数无限集， 如果它对等于由全体正整数组成的集，即如果 

S 〜{1，2,3,… 

在这种情况下，有一个函数/在正整数与 s 的元素之间建立起——对应，因而集合 s 可以被 
表示为 

S = {/(1) ， /(2) ， /(3) 广 .}. 

我们经常使用下标并用〜（或用类似的记号)来表示 / U )， 写作 ，心， 〜，…}.这里重 
要的是，这种对应使我们能够使用正整数作为 S 的元素的“标记”.可数无限集的基数记为 N 。 （读 
作阿列夫零）. 

定义 2.1 S — 个集合 S 称为可数集，如果它或者是有限集，或者是可数无限集.不是可 

数集的集合称为不可数集. 

可数和不可数 的英文单词为 countable 和 uncountable , 有时也可以用 denumerable 和 
nondenumerable 这两个词. 

定理 2. 16 可数集的每个子集都是可数集. 

证明 设 S 是一个给定的可数集，并假定 AGS . 如果 A 是有限集，则无需证明，所以可 
以假定 A 是无限集（这表明 S 也是无限集）.设5=忙„}是一个由不同的项构成的无穷序列使得 

S — {5] ySs i S3 »***}• 

对正整数定义一个函数如下： 

令 K 1) 是使得的最小的正整数 m . 假定已经定义了 HI )， 々（2)，…， K / z — l )， 令 
走(《)是使得的最小的正整数 1). 那么々是保 序的： 由 m > n 可得 々( w )>&0). 
构造复合函数 . v 。々的定义域是正整数集， . f 。 々的值域是九进而可知 s 。 々是 1-1 的，因 

为由 
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可知 


这表明 KW =) Km )， 也就意味着 

2.13 实数系的不可数性 


[^(n)] = s[Km)] , 

^k(n) — ? 

m , 这就证明了这个定理. 


■ 


下一个定理表明存在无限集不是可数集. 

定理 2. 17 由全体实数组成的集合是不可数集. 

证明 证明由满足条件 0< Cr < l 的： r 组成的集合是不可数集就足够了.如果这个区间内的 
实数是可数的，就会有一个序列它的各项将填满这整个区间.我们将证明这是不可 
能的，而所用的方法是在这个区间内构造一个实数，证明它不是这个序列中的一项.把每一个 
^写成一个无限 小数： 

其中每个〜,，是0, 1，…， 9. 考虑有下述小数表示的实数3^ 


其中 


y = v z v z , 


，当 u n , n ^ 1 ? 


2，当心，„ = 1. 

于是序列 U } 中没有一项等于因为: y 在第一位小数上不同于在第二位小数上不同于&，…， 
在第 n 位小数上不同于 5 „. (由队 的取法可知，这里不会发生像&=0. 199 9…及 y = 0. 200 0… 
这样的情况. ） 因为0<^<1，所以定理得证. ■ 

定理 2. 18 设 Z + 表示由全体正整数组成的集合，则笛卡儿积 Z + XZ + 是可数集. 

证明 在 Z + XZ + 上定义函数/ 如下： 

f { m , n ) = 2^3% 当 （ m ， n ) e Z 十 X Z + , 

则 / 在 Z + XZ + 上是 1-1 的，而/的值域是 Z + 的一个 子集. _ 

2. 14集合代数 

给定两个集合 Ai fn 3 A 2 , 我们按如下方式定义一个新的集合， 称为八 和烏的并集，记为 
A t UA 2 . 

定义 2.19 并集為 UA 2 是这样一个集合，它的元素或者属于或者属于 A 2 , 或者同 
时属于二者. 

这与组成 A , UA 2 的元素至少属于 A , 和 A 2 这两个集合之一的说法是一样的.因为在这个 
定义中没有涉及次序的问题，所以 AiUA 与是同 样的； 这就是说，集合的加法是可 
交换的.从这个定义也可以看岀，集合的加法是可结 合的： 

A , U ( A z U A 3 ) = ( A , U A 2 ) U A 3 . 

并集的定义可以推广至任何有限或无限的 集族： 
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定义 2.20 如果 F 是任意一个集族，则 F 内全部集合的并集定义为这样的一个集合，它 
的元素至少属于 F 内的某一个集合，并记之为 

[JA • ‘ 

A 6 F 

如果 F 是有限的集族， F ={ A t , A 2 , A „}， 我们可以写 

n 

A = (J = Ai U A 2 U … U 

AeF k =\ 

如果 F 是可数族， F ={ A ^ A 2 , •••}, 我们可以写 

oo 

|J A = |J = Ai U A 2 U … • 

F k —1 

定义 2 . 21 如果 F 是任意的一个集族，则 F 内全 :部集 合的交集定义为这样的一个集合， 
它的元素属于 F 内的每一个集合，并记之为 

门 A . i j 

AeF 

两个集合和 A 2 的交记为 A ! n A 2 ，它由此两个集合的共同的元素所组成.如果 A , 和 
八 2 没有共同的元素，则八，!！〜是空集，并说 A ! 和 A 2 是不相交的.如果 F 是一个有限族（如 

上面所述），我们可以写 

门 a = h a* = a! n a 2 n … n 疋， 

A6 F 灰 =1 

而如果 F 是一个可数族，我们可以写 、 ( 

oo 

门 a =门 a * = Ai n a n … 

AG F 1 

如果集族中的集合没有共同的元素，它们的交集就是空集.当然，即使 F 不是一个可数族， 
也可以使用关于集合的并集和交集的定义 • 由我们定义并集和交集的方式可知，交换律和结合 

律是自动地得到满足的. •‘ 、， '、 ' 

定义 2.22 A 关于 B 的余集，记为 B — A ， 定义为集合 

B — A = {x：x G B ， 但工茫 A }. 

注意， B—(B — A )= A , 只要 AGB . 还要注意， B—A = B , 如果 BflA 是空集. 
run 在图 2 - 4 中给出了并集、交集和余集概念的示意图. 



AUB AHB A 


图 2-4 

定理 2.23 设 F 是一个集族，则对任何集合 B 有 

B — A = O (B 一 A )， 

AeF AeF 
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和 


B - p | A = U ( B - A ). 

Ae f a^f 

证明 设 |J A ， T= fl ( B — A ). 如果 — S ， 则但 x 茫 S . 于是 x 至少属于 

AeF AeF 

F 中的一个 A 就不 成立； 从而 x 不属于 F 中的任何 A . 这样，对于 F 中的每一个 A 都有 xG 
B - A . 但是这意味着 • rGT '， 所以 B — SGT , 把上述步骤倒过来可得— S , 这就证明了 
B ~ S = T . 第二个等式可以类似地证明. ■ 

2. 15可数集的可数族 

定义 2.24 如果 F 是一个集族，其中任何两个不同的集合都是不相交的，则说 F 是一个 
由不相交的集合组成的集族. 

定理 2.25 如果 F 是一个由不相交的集合组成的可数集族， F ={ A X , A 2 ， …}，每一个 

QO 

集合都是可数集，则并集 1 J 束也是可数集. 

k — 1 

oo 

证明设 = a 2 t „， a 3 tn , …}， n = l ， 2，…，并设 S = (J At ，则 S 中的每一个元 

k ^\ 

素都至少在 F 内的一个集合里，因此对某一对整数 （ m ， n ) 有数偶 （ m ， w ) 由 x 唯 
一确定，因为 F 是由不相交集合组成的集族.于是由/(工）=(771， n ) (当 ： r = ‘,„， xGS ) 定义 
的函数/以 S 为定义域.值域 /( S ) 是 Z + XZ + 的一个子集（其中 Z + 是正整数集）因而是可数 
集. 但是/是 1-1 的，从而 S 〜 /( S )， 这就表明 S 也是可 数的. ■ 

定理 2.26 如果 A 2 ， …}是可数的集族，设0={故， B 2 ，•••}, 其中^=4, 
而且对于 w > l 有 

« — 1 

B n = A n — A k . 

k ^\ 

则 G 是由不相交的集合组成的集族，而且有 

oo oo 

k=\ k =1 

证明 每一个集合 B „ 的构造使得它与它前面的集合仏， B 2 ，…，没有共同的元素， 

oo 00 

于是 G 是由 不相交的集合组成的集族.设 A = U A,,JB= U 私，我们将证明 A = a 首先，如果 

k =\ 是=1 

n-l 

x e A ， 则对于某些々有如果 n 是这样的々中最小的一个，则:但 X 泛 |J Ap 这表明 

jcGB " 从而因而 AGB . 反过来如果:则对于某个"有工从而对于同样的 
n ^ xeA „. 于是 xeA . 这就证明了 ■ 

利用定理 2. 25和 2. 26立即可得以下定理 • 

定理 2.27 如果 F 是由可数集构成的可数集族，则 F 中全部集合的并集也是可数集. 

例1由全部有理数组成的集合 Q 是一个可数集 • 
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证明 设糸 表示由分母为〃的全部正有理数组成的集合，则由全部正有理数组成的集合 

: JO 

等于 （J 由此可知 Q 是可数集，因为每一个人都是可数集. ■ 

k ^] 

例2以有理数为端点的区间组成的集合是可数集. 

证明设 U ,， m …丨表示有理数集，设人为由全体左端点是^，右端点是有理数的区 

00 

间组成的集合，则 A rt 是可数集，并且 S = 1 J 八， ■ 


练习 


2.1 证明定理 2*2. 提示 ••（ a ， b ) = ( c , d ) 表示 {{ a }， U ，6}} = {{ r }，{ c ， d }、. 再借助集合相等的定义- 
2.2 设 S 是一个关系， XKS ) 是它的定义域， 称关系 S 为 
i ) 反身的， 如果 <£>( S ) 隐含着（<2， a ) 6 S ； 

U ) 对称的，如果 ( a , 隐含着（6, a ) GS ； 

iii ) 传递的， 如果 u ， wes 及（6， c ) es 隐含着 （ a ， c ) es . 

具有对称性、反身性和传递性的关系称为 等价关系_ 确定这些性质中哪些为 S 所具有，假设 S 分别是由 
满足下述条件的全部实数偶（ I ， W 组成的 集合： 

a ) x < y , b ) x < y , c ) x < 丨 ， 

d ) x 2 + y 2 = 1, e ) x 2 + y 2 <0, i ) x 2 +x = y 2 + y . 

2. 3 下列函数 F 和 G 由给定的方程对所有的实数 i 定义，在每一种情况下在哪些地方可以构成复合函数 
G 。 F ? 试给出 G 。 F 的定义域和 ( G 。 F )( d 的公式. 



a)F(x) = 1 — x ， 


GU)^ 

x z +2 x . 


b ) F ( x ) =x J rS . 


G ( x ) = 

| X | / x , 当 J 关 0, G (0) = 1 


( 2xj 

当0«1， 


f x 2 , 当， 

|43| 

c ) F ( x )= | ^ 

其他， - 

G ( x ) = 

io ， 其他. 


如果 G ( x ) 和 G [ F (: r )] 给出如下，试求出 F (: r ) : 

d) G(x) =x 3 , GCFCx)3 = x 3 — 3-r 2 +3x— L 

e) G(x) = 3 + x + x 2 » G[F(j ：)] = x 2 — 3x+5. 

2.4 给定三个函数 F ， G , H ， 必须对它们的定义域设置什么限制才能定义下述四个复合函数? 

G«>F ， H 。 G， H 。 （G o F) ， (H 。 G) 。 F. 

假定能够定义 （ G 。 F ) 和 （ H 。 G ) 。 F ， 试证明结 合律： 

H 0 (G。F) = 。 G) 。 F. 

2.5 对于并集和交集证明下述集合论的恒等式 

a ) AU ( BUC ) = ( AUB ) UC , An ( BnC ) = ( AnB ) nC ' 

b ) An ( BUC )=( AnB ) U ( Ano . 

c ) ( AUB ) n ( Auc )= AU ( Bno . 

d) (AL)B)P|(BUC)n(CUA) = (AnB)U(AnC)U(BnC). 

e ) Afl ( B - C ) = ( AflB )-( ARC ). 

0(A-C)f](B-C) = (Af]B)-a 
g )( A - B)UB = A , 当且仅当 BGA . 

2.6 设 /: S — 了是一个函数 • 如果 A 和 B 是 S 的任意子集，证明 
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/(A U B ) = /( A ) U /( B)，/(A D B ) C /( A ) p | /( B ), 

试将上述结果推广至任意的并集和交集 . 

2.7 设 /: S ^ T 是一个 函数. 如果丁，我们用 /— uy ) 表示 s 的被/映射到 y 内的最大的子集，即 

/- 1 ⑺= u : X 6 s 且 f ( x ) e y ). 

集合/ 1 (y) 称为 y 在/下的 逆象. 试证明对于 s 的任意子集 x 和: r 的任意子集 y 有下述 结论： 

a ) X £/ T / CX )], 

b ) f[f } ( Y )]^ Y f 

C)/ ] [Yi UY 2 J = r 1 (Y ] )Ur 1 (Y 2 ), 

d ) / 1 (I n )= 厂 1 (d n / 一 1 ( y 2 ) ， 

e ) /' 1 ( T - y ) = S - j r I ( Y ). 

f ) 把 c ) 和 d ) 推广到任意的并集和交集. 

2.8 参考练习2, 7,证明对了的每一个子集7都有/[/― 1 “)]。^，当且仅当 T =/( S ), 

2.9 设/: S — 了是一个函数，证明下述说法是等价的： 

a ) / 在 S 上是 1-1 的. 

b ) /( AnB ) = /( A ) n /( B ) 对 S 的全部子集 A , B 成立， 

c ) /" _1 [/( A )] = A 对 S 的每一个子集 A 成立_ 

d ) 对于 S 的全部不相交的子集 A 和 B , 它们的象 /( A ) 和 /( B ) 是不相交的， 

e ) 对 S 的所有满足条件的子集 A 和力有 

f ( A - B ) - /( A )-/( B ). 

2. 10 证明：如果 A 〜 B 且 B 〜 C ， 则 A 〜 C , 

2.11 如果{1，2，…，？|}〜{1，2，…， m ) ,证明 m = 

2.12 如果 S 是一个无限集，证明 S 包含一个可数无限子集. 提示： 在 S 内选取一个元素〜并考虑 S — UJ . 
2,13证明每一个无限集 S 包含相似于 S 的真子集. 

2.14 如果 A 是一个可数集， B 是一个不可数集，证明 B — A 相似于 B . 

2.15 —个实数称为代数数，如果它是一个代数方程/(工）= 0的根，其中 /(： c ) = a 。+々 x + …是一个 
整系数多项式.证明由全体整系数多项式组成的集合是可数的，并由此推断出代数数的集合也是可 
数的. 

2,16设 S 是由;7个元素组成的一个有限集，了是由 S 的全部子集构成的集族.证明丁是有限集，并求出丁 
中的元素的个数. 

2.17 设 R 表示实数集， S 表示由定义域为 R 的全体实值函数组成的集.证明 S 和 R 不是对等的.提 示：假 
设 S 〜 R 并设/是一个使 /( R ) = S & 1-1 函数 ♦ 如果 ad 令 A = /( a ) 是 S 内的与实数 a 对应的实值 
函数. 然后用方程奴1) = 1+仏（1)(161<)定义幻并证明 / i ^ S . 

2.18 设 S 是由以整数0和1为项的全体序列构成的序 列族. 证明 S 是不可数的. 

2.19 证明下列集合是可数的： 

a ) 在复平面内由半径为有理数且中心坐标为有理数的圆构成的集合. 

b ) 任何由不相交的正长度区间组成的区间族 • 

2. 20设/是一个对于区间内的每一个 x 有定义的实值函数_假设存在一个正数 M 具有如下 性质: 
对于在区间 0< x < l 内任选的有限个点 JT " X Z , t X n , /在这些点上的值之和 

| /⑹ + …十/“） l < M . 

设 S 是由内满足 /(X) 关0的那些点: T 组成的 集合. 证明 S 是可数集. 
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2.21 下面是关于“由全部正长度区间构成的集合是可数集”这个命题的一个“证明”，试找出其中的缪误 之处： 
设 Uu m 表示可数的有理数集， J 是任一正长度区间.于是 J 包含无穷多个有理点其中将有 
一个有理点具有最小 的下标 &定义一个函数 F : 当心是区间 J 内有最小下标的有理数时， F ( I ) = n . 
这个函数在由全体区间所成的集合与正整数组成的子集之间建立起了一个——对应，因此由全体区间 
组 成的集 合是可 数集. 

2.22 设 S 表示由一个给定的集合： T 的全体子集构成的集族.设/: S — R 是在 S 上定义的一个实值函数•函 
[45 H 数/称为是可加的，如果 /( AUB ) 二 /( A )+/( B )， 只要 A 和 B 是丁的不相交子集.如果/是可加的， 

证明对于任何两个子集 A 和 B 都有 

/(A U B ) = /( A ) + /( B - A ) 和 /(A U B ) ^ /( A ) + /( B ) —/(A fl B 八 
2.23 参 看练习 2.22. 假定/是可加的， 并 且还假定对于 了的两 个特殊的子集 A 和 S 有下述 关系： 

' f(A U B ) = /(，）+ /( B ，） 一 /( A ’)/( B ’） 

/(A 0 B ) = /( A )/( B )，/( A ) + /( B ) ^ /( T )， 

其中丁一 A ， B r = T - B . 证明由这些关系可以确定 /( 丁），并计算 /( T ) 的值. 
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第 3 章点集拓扑初步 


3. 1引言 


上一章大量的篇幅讨论的是“抽象”的集合，即由任何对象构成的集合.本章我们专门研究 
实数集合、复数集合以及更一般地研究高维空间中的集合. 

在这个研究领域里使用几何术语是方便和有益的.因此，我们会经常提到实线上的点集， 
平面上的点集，或某个高维空间中的点集.在本书稍后的部分中，我们将研究定义在点集上的 
函数，并希望在开始对函数进行研究之前就能熟悉像 开集、闭集和紧集这 样的一些基本类型的 
点集.研究这些集合的数学分支称 作点集拓扑. 

3.2 欧氏空间1^ 

二维空间中的一个点是一个实数序偶 (Xu A ). 类似地，三维空间中的一个点是一个有序 
三元实数组 ( A ， x 2 ，： r 3 ). 现在容易想到一个有序的 n 元实数组（^， x 2 ，…， A )， 并将其称 
为 n 维空间中的一个点. 

定义 3. 1 设 r ?>0 是一个整数.一个由 w 个实数组成的有序集合(^， X 2 ，…，_3：„)称为一 
个 w 维点，或称为一个有 n 个分量的向量.点或向量通常用单个的黑体字母表示，例如， 

x = (xi , x 2 »••• yX n ) 或 y = (yi , y z , ••- 

数 A 称为点的第 A 个坐标，或称为向量 X 的％ k 个分量.由全体维点组成的集合称为《 
维欧氏空间，或简称为 n 维空间，并记为 R ”. 

读者也许奇怪，讨论维数大于3的空间有什么优越性吗？实际上，《维空间的语言可以使 
许多复杂的情况变得非常容易被理解.读者也许对三维向量分析足够熟悉，于是可以领会把一 
个有三个自由度的系统的运动方程写成一个向量方程而不写成三个标量方程的优越性.当一个 
系统有 n 个自由度时也有类似的优越性. 

对于一般的 n ， 研究 n 维空间的另一个优越性是会使我们能够同时处理为1维、2维、3 
维等等空间所共有的许多性质，也就是与空间的维数无关的那些性质. 

较髙维的空间在诸如相对论、统计力学和量子力学这样的领域内出现是相当自然的.事实 
上，即使是无穷维的空间在量子力学中也是相当普遍的. 

关于 n 维点的代数运算定义 如下： 

定义 3. 2设 x = (:^， x 2 ，…，1„)和>=(%，： y 2 ，…，： y „) 属于 R ". 我们 定义： 

a ) 相等： 

x = y 当且仅当 xx = »*** = y „- 

b ) 和： 

JC + J = (xi + yi , + y „). 

c ) 实数（标量） 乘法： 
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d ) 差： 

e ) 零向量或原点: 

f) 内积或 点积： 


ax = ( ox ! ，…， ox „) (a 是实数）, 

jc 一： y = x + (— l ) y . 

0 = (0, … ，0). 


x - y = ^2x k y k ^ 

k =\ 

g ) 范数或长度： 

iuii = u . x )" 2 = (1>0 1/2 . 

' k=i 

范数 || x-y || 称为 jc 和: y 之间的距离. 

注用线性代数的术语表述， R " 是一个线性空间的例子. 


定理 3.3 设 jc 和 y 表示 IT 中的点，则有 

a ) || jc || >0，而且 || jc || =0当且仅当 J ： = 0. 

b ) || ojt || = I a ! || || , 对每一个实数 a . 

c ) || x~y || — || y — x I !. 

d ) I jc • )? I < || a ： II || 3 ? || . (柯西-施瓦茨不等式）. 

e ) |1 It < IU II + I ! 3 ^ II • (三角不等 式）. 

证明 ( a ), ( b ) 和 ( c ) 由定义可立即得到，柯西-施瓦茨不等式已经在定理 1.23 中证明了， 

( e ) 可随 ( d ) 得到，因为有 

II 太 + B 2 = 言(工* + > ) 2 =公 (: d + 2x k y k + M ) 

= || jc |i 2 + 2 x • y + || J ? || 2 < II x || 2 + 2 i|x || || il + II ^ II 2 = ( IU II + II y II ) 2 . 


注有时把三角不等式写成这样的形式： 

\\ x — z\\ < II — ^ II + I! J Z II • 

此式可由在 （ e ) 中用 X — j ? 代替 jc ，用？一 z 代替 y 得到.我们还有 

I I ! x II — II ^ II i < 11 尤 —） II . 

定义 3.4 R " 中的单位坐标向量 《* 是第*个分量为 1 而其余分量均为零的向量.因此， 

U \ = ( 1，0,…， 0 ) ，“2 = (0 ，1，0，…， 0) ’ …，11„ = (0,0,…，0，1). 

如果 ， x 2 ，…， x „)， 则有 - hAMrt 和 A • “1，工 2 • « 2 ，…， x „ = 

X • U„. 向量叫，《2，…，《„也称为基向量_ 

3.3 R n 中的开球与开集 


设是 R n 中的一个给定的点， r 是一个给定的正数.由 R " 中所有满足条件 

II JC — a II < r. 
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的点 x 构成的集合称为半径为 r 、 中心为 a 的开的 rr 球，我们用 BU ) 或 r ) 来表示这个集合. 

球 BU ; r ) 由全部到 a 的距离小于 r 的点组成.在 R 1 中这只是一个以为中心的开区间， 
在 R 2 中它是一个圆盘，而在 R 3 中它是中心在 a 点、半径为 r 的球体. ' 

定义 3.5( 内点的定义）设 S 是 R ” 的一个子集，并且假定 fl 6 S . 如果有一个中心在 a 点 
处的开的 w 球， 它的每一个点都属于 S ， 则 a 称为 S 的一个内点， 

换句话说， S 的每一个内点 a 可以被一个 n - 球环绕.由 S 的全部内点组成的集合称 
为 S 的内部，并记之为 intS . 包含一个以 a 为中心的球的任意集合有时称为 a 的一个邻域. 

定义 3.6( 开集的定义） R ” 中的集合 S 称为开集，如果它的全部点都是内点. 

注集合 S 是开集，当且仅当3=46.(见练习 3.9.) 

例 在 R 1 中类型最简单的非空开集是开区间，两个或更多个开区间的并集也是开集，闭 
区间 [ a ，6] 不是开集，因为端点 a 和6不是该区间的内点. 

平面内开集的例 子有： 圆盘的内部；两个一维开区间的笛卡儿积.读者需要注意， R 1 内 
的开区间当作为平面的一个子集考虑时则不再是开集.事实上， R 1 中没有子集（空集除外）能 
在 R 2 内是开集，因为这样的集合不可能包含2-球. 

在 R ” 中空集是开集（为什么？），就像整个空间 R ” 是开集一样.每个球都是把中的开 
集.《个一维开区间 U ,, b ')， …， U „, 6„)的笛卡儿积 

(ai »6i ) X …X (a„ ^b„) 

是 R ” 中的一个开集，称为《维开区间，记为 ( a ， &)，其中 fl =( 中，…， a „) ， b=(bi , — , b „). 
下面两个定理表明如何能从一些给定的开集构造出 R n 中另一些开集. 

定理 3.7 任何开集族的并集都是开集. 

证明设 F 是一开集族， S 表示它们的并， S = (J A •假定 xGS ， 则 X 必定至少属于 F 内 

AeF 

各集合中的一个，比方说 at 6 A _ 因为 A 是开的，所以存在开的 W -球但是 AGS , 所 
以 BU ) GS ， 从而 jc 是 S 的内点.由于 S 的每一个点都是内点，所以 S 是开集. ■ 

定理 3.8 开集有限族的交是开集. 

证明 设 S = f ^ 烏，其中每一个 A 都是开集.假定 x 6 S (如果 S 是空集，则无需证明）， 

k ^\ 

于是对于每一个灸=1，2，…， m 都有 jc 6 A *， 从而存在一个 w - 球 BO ; r k )^ A k . 设 r 是 r t ， 
&，•_•，、这些正数中最小的一 ■个， 则有 JcGBCx ; r ) CS . 这说明 X 是内点，所以 S 是开集 . _ 
由此可知，从给定的开集出发，用取任意并或有限交的方法可以形成新的开集 • 另一方 
面，任意交不是总能导致 开集. 例如，形如（一 1/»，1/«)的所有开区间的交，其中 n = l ， 2, 
3, …， 是由单独一个0组成的集合. 

3.4 R 1 中开集的结构 

在 R 1 中互不相交的开区间的可数族的并集是开集，而且，值得给予充分注意的是， R 1 中 
的每一个非空开集都能用这种方法 得到. 本节专门来证明这一结论 • 
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50] 首先我们介绍构成区间的概念. 

定义 3.9( 构成区间的定义）设 S 是 R 1 的一个开子集.一个开区间 J ( 可以是有限的或无 
限的）称为 S 的一个构成区间，如果 JQS ， 而且没有开区间/关/使得 

换句话说， S 的一个构成区间不是包含于 S 内的任何其他开区间的真子集. 

定理 3.10 非空开集 S 的每一个点都属于且只属于 S 的一个构成区间. 

证明 假定: r 6 S , 则 r 包含于某个开区间 I , IGS . 可能有许多这样的区间，但是其中 
“最大的”一个就将是我们想要的构成区间.我们留待读者去验证这个最大的区间是 L - 
( a ( x ) ， 6( x )) » 其中 

a ( x ) = inf { a ： ( a , x ) ^ S } , b { x ) = sup {6： ( x ,6) ^ S }. 

这里 aU ) 可能是 一 oo , Wz ) 可能是 + oo ， 显然，不存在开区间 / 使得所以 / iSS 
的包含 x 的构成区间 • 如果人是 S 的另一个包含 x 的构成区间，则并集 LUA 是一个包含于 
S 且既包含 I 又包含 h 的开区间.于是，按照构成区间的定义可推知夂 U 人=1且 = 
A ， 所以人. ■ 

定理 3.11( 实线上开集的表示定理） R 1 内每一个非空开集 S 都是由 S 的互不相交的构成 
区间构成的可数族的并集. 

证明如果 J ： es ， 设 L 表示 S 的包含 : r 的构成区间.所有这样的区间 h 的并集显然是 
S . 如果其中两个这样的区间，例如 h 和 L 有公共点，则它们的并集是一个包含于 s 
且既包含 L 又包含 L 的开区间，于是 = LUIy ^ Iy ， 所以 = 因此这些区间 
h 形成一个互不相交的集族. 

剩下需要证明它们形成一个可数族.为此，设 Uo ： C 2 , 1 3 , •••} 表示可数的有理数集•在 
每个构成区间 L 内将会有无穷多个工》，但是它们当中将恰有一个带有最小的下标于是我 
们用方程 F ( U = n 定义一个函数 F ， 如果 x „ 是込内有最小下标 n 的有理数.这个函数 F 是 
1-1 的，因为 F ( U = F ( L ) = n 意味 着込和 L 有公共的 x „, 而这 表明八 从而 F 在区间 
厂与正整数的一个子集之间建立起了一个一一对应.这就完成了证明_ _ 

注 S 的这个表示是唯一的 • 事实上，如果 S 是不相交的开区间的并集，则这些区间 
必定是 S 的构成区间.这是定理 3. 10的一个直接推论. 

in 如果 s 是一个开区间，则这种表示仅包含一个构成区间，即 s 本身.所以圮中的一个开 

区间不能表示成两个互不相交的非空开集的并.这个性质也可以用这样的说法来表述，即开区 
间是连通的. R ” 中集合的连通性概念将在第 4. 16节作进一步讨论. 

3.5 闭集 

定义 3. 12( 闭集的定义） R ” 内的集合 S 称为闭集，如果它的余集 R ”一 S 是开集 • 

例 R 1 中的闭区间0, 6] 是闭集个一维闭区间的笛卡儿积 

[ai A] X …X [a„ ,6„] 

是 R " 中的闭集，称为 7 Z 维闭区间 [ fl ， 办]. 

下一定理是定理 3. 7和 3. 8的一个推论，表明如何从一些给定的闭集进一步构造闭集. 
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定理 3.13 闭集的有限族的并集是闭集，闭集的任意族的交集是闭集. 

下面的定理描述了开集与闭集之间的进一步的关系. < 

定理 3.14 如果 A 是开集而 B 是闭集，则 A — B 是开集而 B—A 是闭集. 

证明我们只需注意 A — B = Afl ( R n — B )， 它是两个开集的交集； B-A = Bn < R n - A ), 
它是两个闭集的交集. ■ 

3.6 附贴点，聚点 

闭集也可以用附贴点和聚点来描述. 

定义 3. 15( 附贴点的定义） 设 S 是 R ” 的一个子集， x 是 R ” 内的一个点， Jt 未必在 S 内. 
那么称 X 为 S 的一个附贴点，如果每个 n - 球 B ( jc ) 都至少包含 S 的一个点. 

例 ， 

1. 如果则 jc 附贴于 S ， 因为每个《-球 SU ) 都包含 jc . 

2. 如果 S 是 R 的一个有上界的子集，则 supS 附贴于 S . 

有些点附贴于 S 是由于每个球 B ( jc ) 都含有 S 的异于 x 的点，这些点称为聚点. 

定义 3. 16( 聚点的定义） 设 SGR ”， xGR ", 则 X 称为 S 的聚点，如果每个 n - 球 SU ) 至 
少包含 S 的一个与 AT 不同的点. 

换句话说， X 是 S 的一个聚点，当且仅当 x 附贴于 S — { jc }. 如果但 x 不是 S 的聚 
点，则称 X 为 S 的孤 立点. 1 

例 

1. 由形如 1/ n ， n = l ， 2, 3,…的数组成的集合以0为聚点. 

2. 有理数集合以每一个实数为聚点. ， 

3. 闭区间0, 6] 的每一个点都是由开区间 U , 6) 内的数组成的集合的 聚点. 

定理 3.17 如果 jc 是 S 的聚点，则每一个 w - 球 BU ) 都包含 S 的无穷多个点. 

证明假定情况是相反的，也就是说，假定存在一个球 BU ) 只包含 S 的有限个异于 x 
的点，比如 A ， a 2 ， …， 如果 r 表示正数 

II x —a! || , II x — a 2 || ，…， \\ x — a m || 

中最小的一个，则 BU ; r */2) 将是一个关于 JC 的71-球，它不包含 S 的异于 x 的点.这是一个 

矛盾. _ 

这个定理特别地隐含着这样的 结论： 一个集合除非它从一开始就含有无穷多个点，否则它 
就不可能有 聚点. 然而，它的逆命题一般来说是不对的.例如，整数集 U ， 2，3，就是一 
个没有聚点的无限集.在稍后的一节中我们将证明，包含于 某个” -球内的无限集总是有聚点 
的.这是一个重要的结果，称为波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理. 

3.7 闭集与附贴点 

闭集被定义为开集的 余集. 下一个定理用另一种方式描述了闭集. 

定理 3.18 化中 的集合 S 是闭集，当且仅当它包含它的全部附贴点. 


52 
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证明假定 S 是闭集，令 x 是 S 的附贴点，要证明 x € S . 假定 at 爸 S ， 我们将推出矛盾. 
如果 ;^S ， 则 x€R n _S. 因为 R” 一 S 是开集，所以有某个 n - 球 B(x) 位于 R” 一 S 内 . 于是 
BU ) 不包含 S 的任何点，这同 x 附贴于 S 的事实矛盾. 

为了证明逆命题，我们假定 S 包含它所有的附贴点，要证明 S 是闭集.假定 — S ， 则 
X 机 所以 JC 不附贴于 S . 于是有某个球 BU ) 不与 S 相交，从而 B ( x ) GR ”一 S ， 所以 R " —S 
是开集，由此知 S 是闭集. ■ 

定义 3.19( 闭包的定义） 由集合 S 的全部附贴点组成的集合称为 S 的闭包，记为 
对于任何集合都有 Sd 因为 S 的每个点都附贴于 S . 定理 3. 18表明，相反的结论 
S 当且仅当 S 是闭集时成立.因此我 们有： 

定理 3.20 集合 S 是闭集当且仅当 S=S. 

定义 3.21( 导集的定义） 由集合 S 的全部聚点组成的集合称为 S 的导集，记为 S'. 

显然 ， S = SU < 对任一集合 S 成立.于是定理 3. 20意味着 S 是闭集当且仅当 S'GS •换 
句话说，我们有以下 定理： 

定理 3.22 R" 内的集合 S 是闭集，当且仅当它包含它的全部聚点. 

3.8 波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理 


定义 3. 23( 有界集的定义） R ” 内的集合 S 称为是有界的，如果对于某个 r >0 和 R n 内的 
某个 a ， 它全部在 rz 维球体 B ( a ; r ) 内. 

定理 3. 24( 波尔查诺 ■■魏 尔斯特拉斯）如果 R ” 内的一个有界集 S 包含无穷多个点，则 R n 
内至少有一个点是 S 的聚点. 

证明为了帮助确立证明的思想，我们首先对&给出证明.因为 S 是有界的，所以它位 
于某个区间[一 a ， a ] 之内.至少有一个子区间[一 a ，0] 或[0， a ] 包含 S 的无限子集.记一个 
这样的子区间为[^， 6 J ， 二等分[^， 仏] 可得一个子区间 [〜， 6 2 ]包含 S 的无限子集，继续 
进行这个过程.这样可得一个可数的区间族，第《个区间 [>„, 乂] 的长 度为乂 一 a „== a /2” 一 1 • 
显然，左端点的 sup 和右端点的 inf 必定是相等的，比方说是: c . (它们为什么是相等 
的？)这个点■将是 S 的一个聚点，因为如果 r 是任一正数，则一 旦”大 到足以 使^一 〜< r /2, 


区间!>„,心]将被包含于 iKx ; r ) 内.区间 r ) 包 
含 S 的一个异于 I 的点，因此工是 S 的一个聚点•这 
就对于 R 1 证明了本定理.（注意这个聚点 I 可能属于 S 
也可能不属于 S .) 

其次，利用处理 R 1 时所用思路的一种扩展，我们 
对于 R ”（《>1) 给出一个证明.（读者可以发现，想象 R 2 
中的证明是有帮助的.参看图 3-1.) 

因为 S 是有界的，所以 S 位于某个 n - 球 B (0 ; a ) 
内，《>0,从而位于由不等式 

—a ^ x k ^ a 0 = 1，2,…， tz ) 







々) 
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定义的《维区间 h 内. 这里人 表示笛卡儿积 

乃 = x x … x ; 


也就是由点 ( Xi ， …， x „) 组成的集，其中而每一个是一个一维区间 一 
每个区间都可以被二等分形成两个子区间 ru 和〖0,它们由不等式 

1^1 ^ < 0； Ji；2 ：0 < < a 


来定义.接下来，我们考虑所有可能的形如 

x nu 2 x … x u) 

的笛卡儿积，其中每个1 = 1或 2. 恰有 2 n 个这样的积，而且，每个这样的积都是一个 n 维区 
间.这2” 个区间的并集是原来的区间1，它包含 S ; 因而在 （ a ) 中的这 2" 个区间中至少有一 
个必定包含 S 的无穷多个点 ♦ 用 J 2 表示一个这样的区间，则可以把它表示为 

/ 2 = p X n 2> X …X n 2) ， 

其中每个 u 2> 是一个长度为 a 的子区间.现在我们对于/ 2 进行像 对于乃 那样的过程， 

二等分每个区间并到达一个”维区间 J 3 , 它包含 s 的一个无限子集.如果继续进行这个过 
程，我们就可以得到一个由”维区间 A ， Jz ， 7 s ,…组成的可数集族，其中第 m 个区间/讲有 

这样的 性质： 它包含 S 的一个无限子集，而且可以被表示为 

九 m 严 x … x 

的形式，其中•记 

n m) = 


我们有 


bi m} —ai m) = ~zi = 1 ， 2,… ， 7i). 

对于每一个固定的々，全部左端点 ( m = 1，2， …） 的 sup 必定等于全部右端点乂 (m = 
1，2，…）的 inf , 它们共同的值记为 G •我们现在可以断言 ，点 t =( t !， t 2 ， …， G ) 是 S 的一 
个聚点.为此，任取一个 w - 球 BU ; r ). 点 f 当然属于上面构造的每一个区间/ 】 ，/ 2 ， •• •，而 
且当 wi 满足 a /2 w - 2 < r / 2 时，这个邻域将包住由于包含 S 的无穷多个点，所以 
B ( t ； r ) 也包含 S 的无穷多个点，这就证明了 f 确实是 S 的一个聚点. ■ 


3.9 康托尔交定理 

作为波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理的一个应用，我们来证明康托尔 ( Cant 0 r ) 交定理 * 

定理 3.2 S 设 { Qi ， Q 2 ， …}是由 R ” 中的非空集合构成的一个可数族，它满足 条件： 
i)Q, +1 CQ,(fe=l, 2, 3,…）. 

U ) 每个集合 Q * 都是闭集，而且兑是有 界的. 

oo 

则交集 n 仏是闭集且非空. 

k =\ 

证明 设 s= h Q *， 则由定理 3. 13 知 S 是 闭集. 为了证明 S 非空，我们只需展示出 S 中 
的一个 点^可以假定每个都包含无穷多个点；否则结论明显 成立. 现在构造出一个由不 
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同的点构成的点集焱={^， jc 2 , …}，其中々60*.因为 A 是一个包含在有界集 Ch 内的无限 
集，所以它有一个聚点，比如说是 X . 我们将验证对于每一个 々都有 jc 6 Q ,， 从而为此 
只要证明 X 是每一个 Q * 的聚点就行了，因为每一个 弘都是 闭集.但是 jc 的每一个邻域都包含 
A 的无穷多个点，而且因为 A 的除了（可能有）有限个点之外的所有点都属于 Q A ， 所以这个邻 
域也包含 G 的无穷多个点.因此 X 是 Ch 的一个聚点，定理得证. ■ 

3. 10林德勒夫覆盖定理 

本节我们介绍集合的覆盖的概念并证 明林德勒夫覆盖定理 . . 这个概念的重要性在稍后的某 
些内容中会表现得很明显. 

定义 3. 26( 覆盖的定义）把一个集族 F 说成是一个给定的集合 S 的一个覆盖/如果 
焱.也可以说集族 F 覆盖 S . 如果 F 是一个开集族，则称 F 是 S 的一个开覆盖. 

A 6 F 

例 

1. 由全体形如 l /«< x <2 / w ( w = 2， 3, 4，…）的区间构成的集族是区间 0< x < l 的一个 
开覆盖，这是一个可数覆盖的例子. 

2. 实线 R 1 被由全体开区间 G ，6) 构成的集族覆盖，这个覆盖是不可数的.但是，它包含 
[50 R 1 的由全部形如 U ， 《+2)的区间构成的可数的覆盖，其中 n 取遍所有的整数. 

3. 设 S = {( x ，： y ) : x >0» : y >0}. 由全体以 （ x ， x ) 为中心、以 x 为半径的圆盘构成的集 
族是 S 的一个覆盖，其中: r >0. 这个覆盖是不可数的，但是它包含 S 的一个可数 覆盖： 1是 
有理数时的所有圆盘.（见练习 3.18.) 

林德勒夫覆盖定理说， R ” 中的集合 S 的每一个开覆盖都包含可数的子集族，该子集族也 
覆盖 S . 定理的证明要用到下述 结果： 

定理 3.27 i ^ G ={ A l , A 2 , 表示由全部以有理坐标点为中心且有有理数半径的 n - 球 
构成的可数族.假设 JcGR % 并设 S 是 R " 内的一个包含 jc 的开集，则 G 中至少有一个球包 
含 jc 且包含于 S . 也就是说，对于 G 中的某个益 4 有 

x ^ A k ^ S . 

证明由定理 2. 27可知集族 G 是可数的.如果 xeR n aS 是一个包含 jc 的开集，则有一 
个 n - 球 r )^ S . 我们将在 S 内找到一个具有有理坐标的点 j ；， 它离 jc “很近”，以该点为中 
心，可找到一个在 G 内的邻域位于 B ( x ; r ) 内且包含 jc . 记 

X = (j：i yX 2 , ••• ,x n ) , 

并对每一个 k = l , 2, ••*, «取: y * 为一个使 I > — a I < r /(4 w ) 的有 
理数，则有 

II y — jc || < I — 工 1 H - hi y„— x n I < 

其次，设 g 是一个满足 r / A < q < r /2 的有理数，则 x ^ BCy ； g ) 且 
B ( y ； q)^BUi r )^ S . 但 B (: y ; g ) eG , 于是本定理得证.（对于 R 2 
的情况参见图 3-2. ) ■ 



图 3-2 



点集拓扑初步 


45 


定理 3. 28( 林德勒夫覆盖定理）假定 AGIT ， 并设卩是八的一个开覆盖，则存在 F 的可 
数子族也覆盖 A . 

证明 A 2 , "*}表示由全部有有理中心和有理半径的球构成的可数族.该 
集合 G 可以帮助我们抽出 F 的一个覆盖 A 的可数子族. 

假定: c 6 A , 则 F 内有一个开集 S 使 xeS . 根据定理3.27, G 内有一个 w -球 使得 jc e 
A , CS . 当然，对应于每一个 S 可能有无穷多个这样的但是我们只选取其中一个即可，例 
如，取角标最小的那个，比方说是 m = w ( JC ). 于是有当取遍 A 的所有元素 
时，由所得到的全部组成的集合是由覆盖 A 的开集构成的可 数族. 为了得到 F 的覆 • 
盖 A 的可数子族，只需把每一个与 F 内的包含的集合 S 当中的一个联系起来.这就 
完成了定理的证明. _ 

3. 11海涅-博雷尔覆盖定理 

林镡勒夫覆盖定理说，从 R ” 中任一集合 A 的任何开覆盖中，可以抽出一个可数覆盖•海 
涅-博雷尔定理告诉我们，如果在上述条件之外还知道 A 是闭的和有界的，则可以把上述覆盖 
减少为一个有限 覆盖. 该定理的证明要用到康托尔交定理. 

定理 3. 29( 海涅-博雷尔）设 F 是 R " 中的有界闭集 A 的一个开覆盖，则 F 的一个有限子 
族也覆盖 A . 

证明由定理 3. 28, F 的一个可数子族，比方说是1 2 ，…}覆盖 A . 对 m > l , 考虑 
有限并集 . 

m 

= (J r 4 . 

它是开集，因为它是开集的并集.我们将证明/ ^于 m 的某个值，并集 S „ 覆盖 A _ 

为此，我们考虑余集 R n — Sm ， 它是 闭集. 定义一个可数的集族{仏，③， … } 如下 ： Qi = 
A »而对于 m 〉 l ， 

Q m = A f] (R"-S m ). 

即由 A 的位于 S m 外部的那些点组成 • 如果能证明对于 m 的某个值，集合 Q „ 是空集，那 
么就证明了对于这个 m ， A 没有点位于 之外； 换句话说，我们就证明了某个 S „ 覆盖 

注意集合 CL 有这样的 性质： 每一个集合都是闭集，因为它是闭集 A 和闭集 R " — S m 

的 交集. 集合 CL 是递减的，因为 i 是递增的，即 CL + iGCL . 集合 CL 是 A 的子集，而且都 

00 

是有界的.因此，如果没有一个 CL 是空集，则应用康托尔交定理可以断定交集门 A 也不是 

k=\ 

空集.这说明 A 有某个点位于所有的集合之内，或者说，位于所有的集合 Sm 之外，但这是不可 

能的，因为 A ^ U 因此必有某个 Qm 是空集，这样就完成了证明. _ 

1 

3. 12 FT 中的紧性 

我们刚才看到，如果中的集合 S 是闭的和有界的，则 S 的任何开—盖可以降为一个有 
限覆盖.人们自然要问，除了闭集和有界集外是否还存在具有这样性质的 i 合？这样的集合称 
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为紧集. 

定义 3.30( 紧集的定义） R n 中的集合 S 称为是紧的，当且仅当 S 的每一个开覆盖都包含 
有限子覆盖，即一个有限子族也覆盖 S . 

海涅-博雷尔定理是说 R ” 中的每一个有界闭集都是紧集.现在我们来证明它的逆命题. 

定理 3.31 设 S 是 R ” 的一个子集，则下述三个说法是等 价的： 

。《5是紧集. 

b ) S 是有界闭集. 

c ) S 的每一个无限子集都有聚点在 S 内. 

证明如上文已注意到的， （ b ) 隐含着 U ). 如果我们能证明 U ) 隐含着 （ b )，（ b ) 隐含着 （ c ) 
且 （ c ) 隐含着 （ b )， 则可建立这三种说法的等价性. ■ 

假定 U ) 成立. 我们先来证明 S 是有界的.在 S 内选取一点 p ， 球族 { B ( p ; 6 )， k = l , 
2,…}是3的一个开覆盖.按照紧性，一个有限子族也覆盖 S ， 因而 [ S 是有 界的. 

其次我们来证明 S 是 闭的. 假如 S 不是闭的，则 S 有一个聚点:^使得: V 茫 S . 如果 x 6 S ， 
设匕:= || H /2, 则每一个&都是正数，因为且集族匕）：是 S 的开覆 

盖.按照紧性，有限个这样的邻域可以覆盖 S ， 比方说 

P 

S ^ U Bix k 

jt=i 

设 r 表示各半径 n ， r 2 ，…， G 中最小的一个，则容易证明球 r ) 与任何一个; A ) 都没 
有公共点.事实上，如果 r ) ，贝 ! J || x—y 11 < r < r t ,按照三角不等式可得 II y ~ x k || < 

II 3^-^ II + Ik—A II ，所以有 

|| jc — x* || ^ || j — Xi || — II x — j || = 2r k — || JC — J II > r k . 

因此于是 B (： v ; r ) n « S 是空集，这与: v 是 s 的一个聚点的事实相矛盾.这表明 
S 是闭的，因而 ( a ) 隐含着 （ b ). 

假定 （ b ) 成立.在这种情况下， （ c ) 的证明可以立即得到，因为如果了是 S 的一个无限子 
f 59 l 集，则 T 是有界的（因为 S 是有界的），于是由波尔査诺-魏尔斯特拉斯定理可知 T 有一个聚 
点，比方说是 x . 现在 x 也是 S 的一个聚点，因此 x 6 S ， 因为 S 是闭的.从而 ( b ) 隐含着 ( c ). 

假定 ( c ) 成立.我们来证明 （ b ). 如果 S 是无界的，则对于每一个 m >0 都存在 S 中的点 
使 || jc „ J > m . 集丁={々， jc 2 ， …}是3的一个无限子集，于是由 （ c )， 了有一 个寒点 J 在 S 

内. 但是对于 m > l + || y 11有 

II II > II x m || — It y II > m — II y II > 1 ， 

这与 y 是 T 的一个聚点的事实相矛盾，这就证明了 S 是有界的 • 

为了完成证明，我们还必须证明 S 是闭的_设 x 是 S 的一个聚点 • 因为 x 的每个邻域都包 
含 S 的无穷多个点，所以可以考虑邻域 B ( jc ; 1 A ), 其中々 = 1，2，…，并得到一个由不同的 
点构成的可数集，比方说是 T = {々，，…}，它包含于 S ， 使得 1/ k ). 点 a : 也是 
T 的一个聚点.由于丁是 S 的一个无限子集，所以本定理的 （ c ) 告诉我们，了必定在 S 内有聚 
点. 于是，只要我们能证明 x 是了仅有的聚点，本定理就将得证. 

为此，假设则按三角不等式有 
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[[y ~ ^ II ^ || y — || 4 - 11 a — x || < || )? — Xjt || + 1/ 是，如果 G 了 . 

如果取匕足够大，使得 只要* 就有 l/k< II II /2,则可由最后一个不等式导出« J-JC li /2< 
II II . 这表明，当々>是。时，只要取II ：K —jc II /2,就有(广 r ). 于是: V不可能 
是： r 的一个聚点.这就完成了 （C) 隐含 (b) 的证明. ■ 

3. 13度量空间 


本章某些定理的证明仅仅依赖于点与点之间距离的几条性质，而没有依赖这些点是在 
内这个事实.当抽象地研究距离的这些性质时，可以导出度量空间的 概念. 

定义 3.32( 度量空间的定义）度量空间是由各个对象（称为点）构成的非空集合 M ， 连同 
一个从 iVfXM 到 R 的函数 d (称为该空间的度量），该函数对于 M 内的全部点 X ， ： y ， z 满足下 
述四个 性质： 

L dixn 

2, d ( x f >)〉0， 当： r #; y . 

3_ d{x^ y) =d(y^ x). 

4. d(x^ yXd(x ， y). 

非负的数 c / Cr ， y ) 被认为是从 x 到 y 的距离.用这些术语，性质1到性廣4的直观性是明 
显的，性质4称为三角不 等式. 

有时我们用 （ M ， c /) 表示一个度量空间，以强调集合 M 和度量 d 二者都在度量空间的定义 
中起作用. 

例 

1 . M = R ”； d ( x ， y ) == || x^y || . 这个度量称为欧几里得度量.只要讨论的是欧氏空间 
R % 我们就把度量理解为欧几里得度量，除非特别地提到了使用的是另外一个度量， 

2. M = C ， 即复 平面； 3(4, z 2 )= j Zl — q 丨.作为一个度量空间， C 与欧氏空间 R 2 是 

很难区分的，因为它们有同样的点和同样的度量 - 

3. M 是任一非空集合； d ( x ， : y ) = 0 当 jc =： y ， d ( x , : y ) = l 当 x 尹: y . 这个度量称为离散度 

量，而 ( M ， 心称为离散度量空间. 

4. 如果 ( M ， 心是一个度量空间， S 是] Vf 的任一非空子集，则 （ S ， 也是一个有同样度 
量的度量空间，或者，更准确地说是一个以 d 对 sxs 的限制为度量的度量空间.这个度量有 
时称为由 d 在 S 上导出的相关度量，而 S 称为 M 的一个度量子空间.例如，有理数集 Q 连同 
度量 dCx，I - r-J I 形成 R 的一个度量子空间 • 

5. M = R 2 ； d ( x ， y ) =V (xi —yi ) 2 +4( x 2 — yiY ，其中 x =( xi ， x z ) , y = ( y \» yi )• 这个 

度量空间 （ M ， d ) 不是欧氏空间 R 2 的度量子空间，因为度量是不同的 • 

6. , x 2 )： d + x 〖 = l }， 即 R 2 内的单位圆； d ( x ， ：)0 =在单位圆上连接 x 和丨这 

两点的最小弧的长度. 

7. M ={( x ,, x 2 , x 3 ) ； x ?+ xf + o：I = l }, 即 R 3 内的单位球面； d ( x ， y )= 沿大圆连接 x 
和> 这两点的最小弧的长度. 
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8. M=R n ； d(x ， >0=1 x, —I + … + j x„ — y„ 1 . 

9. M == R " ； d(x, j ) = max { | jo 1 —yi | ， …， | x n ~y n \ }. 

3.14 度量空间中的点集拓扑 

点集拓扑的基本概念可以扩展到任意的度量空间 ( M ， d ). 

如果 aeiU ， 则以 a 为中心、以 r *>0 为半径的球 B ( a ; r ) 定义为由 M 中所有满足条件 

dix^a) < r 

的 x 组成的集合. 

有时我们用 r ) 来表示这个球，以强调它的点来自 M 这个事实.如果 S 是 M 的一 
个度量子空间，则球 B s ( a ; r ) 是 S 与球 r ) 的交集. 

例 在欧氏空间 R 1 中，球 B (0; 1) 是开区间（一 1， 1). 在度量子空间 S = [0，1] 中，球 
B s (0； 1) 是半开区间[0， 1). 

注 R " 中一个球的几何形象未必是“球形的”，如果它的度量不是欧几里得度量的话. 

(见练习 3.27.) 

如果 SGM ， 则 S 中的一个点 a 称为 S 的一个内点，当有某个球 r ) 整个位于 S 内. 
内集 intS 是由 S 的内点组成的集合. 一 个集合 S 称为在 M 内是 开的，如 果它所有的点都是内 
点；该集合称为在 M 内是 闭的， 如果 M — S 在 M 内是开的. 

例 

1. 一个度量空间 M 内的每一个球 B M ( a ; /•) 在 M 内都是开的. 

2. 在离散度量空间 M 中，每一个子集 S 都是开的.事实上，如果 xGS ， 则球 J 3 U ; 1/2) 
整个都由 S 的点组成（因为它仅包含 x 这一个点），所以 S 是开的.因此 M 的每一个子集也是 
闭的！ 

3. 在欧氏空间 R 1 的度量子空间 S 二 [0， 1] 中，每一个形如[0, d 或 U ，1] 的区间（其中 
00<1)都是 S 中的开集.这些集合在 R 1 中不是开的. 

例3表明，如果 S 是 M 的一个度量子空间，则 S 中的开集未必是 M 中的开集.下一定理 
描述了 M 中的开集和 S 中的开集之间的关系. 

定理 3.33 设 （ S ， cO 是 ( JVf , tO 的一个度量子空间， X 是 S 的一个子集，则 X 在 S 内是 
开的，当且仅当对于某个在 M 内的开集 A 有 

x = a n s . 

证明 假定 A 在 M 内是开的，并设如果:则所以对某个 r >0 
有 BmU ; r ) CA . 因此有 B s (: C ; r ) = B M ( x ； r ) RSQAnS = X , 所以 X 在 S 内是开的. 

反之，假定 X 在 S 内是开的，我们将证明对于 M 内的某个开集 A 有 X -= AflS . 对于 X 内 
的每一个 x 有一个球 B s ( x ; G ) 包含在 X 内.现在有 B s (_r; r x )= B M ( x ; 匕）门5，所以如果设 

A = U B M (.x ； r x ) ^ 

x 6 X 

则 A 在 M 中是开的，并且容易验证 AHS = X . 


■ 
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定理 3.34 设 （ S ， d ) KM ， d ) 的一个度量子空间， Y 是 S 的一个子集，则 Y 是 S 中的闭 
集，当且仅当对于 M 内的某个闭集 B 有 Y = Bf | S . 

证明 如果 Y = BHS ， 其中 B 在 M 中是闭集，则丑=]^— A ， 其中 A 在 M 中是开集，所 
以有 Y=SHB = Sn ( M — A )= S — A ， 从而 Y 在 S 中是闭的. 

反之，如果 Y 在 S 中是闭集， i ^ X = S ~ Y t 则 X 在 S 中是开的，所以 X = Af ! S ， 其中 A 
在 M 中是开的，且有 

y = S - X = S -( AflS ) = S - A = Sn (M — A ) = Sp | B ， 

其中 B = A 在 M 中是闭的. _ 

如果 SGM , 则 M 内的一个点: c 称为 S 的一个附贴点，当每一个球 B M (： r ; r ) 都至少包含 
S 的一个点.如果 x 附贴于 S — U }， 则工称为 S 的一个 聚点. S 的闭包5是由 S 的仝部附贴 
点构成的集，导集 <是由 S 的全部聚点构成的集.这样就有 3 = sus '_ 

下面几个定理在每一个度量空间 （ M ， cO 中都成立，并已在假定它们是对欧几里得空间 R ” 
而言时得到了严格的证明.在对每一个度量空间 （ M ， cO 进行证明时，只需把欧几里得距离 
||x —： yl | 代之以度量 6/ U ， W 即可 • 

定理 3.35 a ) 任何开集族的并集都是开的，有限开集族的交集是开的. 

b ) 有限闭集族的并集是闭的，任何闭集族的交集是闭的. 

定理 3.36 如果 A 是开的， B 是闭的，则 A — 丑是开的， B — A 是闭的. 

定理 3.37 对于 M 的任何子集 S , 下述说法 等价： 

a ) S 在 M 内是闭的. 

b ) S 包含它的全部附贴点 • 

c ) S 包含它的全部聚点. 

d ) S = S . 

例即有理数集，具有 R 1 的欧氏度量.设 S 是由开区间 U ，6) 内的全部有理 
数组成，其中 a 和6二者都是无理数，则 S 是 Q 的一个闭子集. 

我们在证明波尔查诺「魏尔斯特拉斯定理、康托尔交定理、林德勒夫覆盖定理和海涅-博雷 
尔覆盖定理时，不仅用到了欧氏空间 R ” 的度量性质，而且用到了『的一些在任意的度量空间 
( M , cO 中非一般性成立的特殊性质.要把这些定理推广到度量空间，需要对 M 作进一步的限 
制.在练习 3, 34中列出了一个这样的推广. 

下一节叙述任意度量空间中的紧性 • 

3.15 度霣空间的紧子集 

设 ( iU , 是一个度量空间， s 是 M 的一个子集_把由 M 的一些开子集组成的集族 jF 说 

成是 S 的一个开覆盖，如果 se | J A - 

M 的一个子集 S 称为紧集，如果 S 的每一个开覆盖包含有限子 覆盖. S 称为有界 ，如果 
对于某个 r >0 和 JVf 内的某个《有 SGBU ; r ). 

定理 3.38 设 S 是度量空间 M 的一个紧子集 ，则： 
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i ) S 是闭的和有界的. 

ii ) S 的每一个无限子集都有聚点在 S 内. 

证明为了证明 （ i )， 我们参考定理 3. 31的证明并使用在证明 （ a ) 隐含 （ b ) 时的那部分论 
: 证.唯一的改变是欧几里得距离 II JC — 要始终代之以度量 d (« r ， 30 . 

为了证明 （ ii )， 我们用反证法.设 T 是 S 的一个无限子集，并假定 S 没有点 是了的 聚点. 
则对于 S 内的每个点 x 有一个不包含了的点（当磋了)或者恰好包含： T 的一个点 （ x 本身，当 
的球 BU ). 当: r 取遍 S 时，这些球 JB ( x ) 的并集是 S 的一个开覆盖.因为 S 是紧的，所 
以有有限子族覆盖 S 从而也覆盖: T . 但这是一个矛盾，因 为了是 一个无限集，而且每个球最 
多包含 了的一 个点. _ 

注在欧氏空间 R ” 中，性质 （ i ) 和 （ ii ) 中每一个都等价于紧性（定理 3.31). 在一般的 
度量空间中，性质 （ ii ) 等价于紧性（证明见参考文献3.4)，但性质 （ i ) 不等价于紧性. 

练习 3.42 给出了 一个度量空间 iVT 的例子，其中的某些闭的有界子集不是紧集. 

定理 3.39 设 X 是一个紧度量空间 JVf 的一个闭子集，则 X 是紧集. 

证明设 F 是 X 的一个开覆盖，比方说 XqUa . 我们将证明有有限个集合 A 能覆盖 

Ae f 

X , 因为 X 是闭的，它的余集 M — X 是开的，所以 FUUM — X )}是 M 的一个开覆盖.但是 
M 是紧的，所以这个覆盖包含一个有限子覆盖，我们可以假定此子覆盖包含 M — X . 所以有 

M Q Ai U … U A U (JVf — X ). 

这个子覆盖也覆盖 X ，而且，因为不包含 X 的点，所以从这个子覆盖中去掉 M — X 这 
个集合仍能覆盖 X . 于是所以 X 是紧的. _ 

3. 16集合的边界 

定义 3. 40 设 S 是度量空间 M 的一个子集. M 中的一个点 j ： 称为 S 的一个边界点，如果 
每个球 B m ( x ； r ) 至少包含 S 的一个点也至少包含 M — S 的一个点.由 S 的全部边界点组成的 
集合称为 S 的边界，记为 9 S . . 

读者容易验证 

as = S n M - S . 

这个公式表明 aS 是 M 中的闭集. 

例在 R ” 中，球 BU ; r ) 的边界是由满足 || X — fl || =r 的点 jc 构成的集合.在 R 1 中，有 
理数集的边界是整个 R 1 . 

[64] 关于度量空间的进一步的性质参见练习以及第4章的 内容. 


练习 


R 1 和 R 2 中的开集和闭集 

3.1 证明 R 1 中的开区间是开集，闭区间是闭集. 

3.2 确定 R ] 中下述集合的全部聚点，并判断这些集合是否是开集或闭集（或二者都不是)- 
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a ) 全体整数. 

b ) 区间 （ a , 幻， 

c ) 全体形如 1/ n 的数，（《=1，2, 3，…）. 

d ) 全体有理数. 

e ) 全体形如 2 i + 5 _ m 的数， （ m ， 2, …乂 

f ) 全体形如 （ 十 （1/ w ) 的数， （ m ， n = l , 2,…）， 

g ) 全体形如 （ l /”）+ ( l / m ) 的数， （ m ， 2，…） • 

h ) 全体形如（一 l ) V[l + ( l /«)] 的数，（《=1，2，…）. 

3.3 对于 R 2 中的下述集合回答与练习 3.2 同样的 问题： 

a ) 全体满足条件 I z I >1的复数^ 

b ) 全体满足条件 I z 丨>1的复数 t 

c ) 全 体形如 （ l / rt ) + ( i / m ) 的复数， （ m ，7 t = l ， 2, • 

d ) 全体满足条件: r 2 — y < i 的点 （ a ， j ). 

e ) 全体满足条件 jt >0 的点 （ o ：， y ), 

f ) 全体满足条件: r >0 的点（ X ， y ). 

3.4 证明 R 1 中的每一个非空开集既包含有理数又包含无理数 • 

3.5 证明 R 1 中既是开集又是闭集的集合只有空集和 R 1 本身_类似的说法对于 R 2 是否成立？ 

3.6 证明 R 1 中的每一个闭集都是一个开集可数族的交集- 

3.7 证明 R 1 中的非空有界闭集 S 或者是一个闭区间，或者 S 可以由一个闭区间去掉一个由互不相交开区间 
组成的可数集族得到，去掉的开区间的端点属于& 

R ” 中的开集和闭集 

3.8 证明开的《-球和 n 维开区间都是中的开集. 

3-9 证明 R n 中集合的内集是 R " 中的开集. 

3- 10如果 SQR ”， 证明 intS 是 R ” 的包含于 S 的全部开子集的并集 • 这可以表 述为： intS 是 S 的最大开 
子集. 

3- 11如果 s 和: T 是 R ” 的子集，证明 

( intS ) 0 CintT ) = int(S H T ), ( intS ) U ( intT ) C int(S U T ), 

3. 12 设 S /和忌 分别表示 R fl 中一个集合 S 的导集和闭包 • 证明： 

内的 闭集； 

b ) 如果5=丁，则 s ’ er 7 . c ){ s \ jTy = s f \ jT . 

d )( S) f = S \ e)S 是 R n 内的闭集_ 

是 IT 的包含 S 的全部闭子集的交集，即5是包含 S 的最小闭集. 

3.13 设 s 和了是 R ” 的子集，证明玄 TTTGSnT ， 而且，如果 S 是开集，则可 TT _ 

注： 练习 3. 9至 3. 13中的论断在任何度量空间中都成立 • 

3. 14 R n 中的集合 S 称为是凸的，如果对于 S 内的每一对点 x 和 y 和每一个满足0<0<1的实数0都有奴+ 
( l - Q ) yeS . 试给出这种说法的几何解释（在 R 2 和 R 3 内）并证明： 

a ) R rt 中的每个球都是凸的. 

b ) 每个71维开区间都是凸的. 

c ) 凸集的内集是 凸的. 

d ) 凸集的闭包是凸的. 
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3.15 设 F 是 R ” 中的一个集族，并设 S = Ua 及丁 = PIa . 对于下面每一种说法，或者给出一个证明，或 

A 6 F A 6 F 

者举出一个反例. 

a ) 如果 x 是丁的一个聚点，则 X 是 F 中每一个集合 A 的聚点， 

b ) 如果 x 是 S 的一个聚点，则 jc 至少是 F 中一个集合 A 的聚点. 

3-16 证明由区间(0, 1) 内的有理数组成的集合 S 不能被表示成开集的可数族的交集. 提示： 记5={^， x 2 , …>， 

CO 

假设 s = fU ， 其中每个&都是开集，构造一个闭区间的序列使得并使 

k = 1 

然后用康托尔交定理可得矛盾. 

R " 中的覆盖定理 

3. 17如果 SQR % 证明由 S 的孤立点组成的集合是可数集. 

3.18 证明平面内的以（心 x ) 为中心、以 x >0 为半径的开圆盘（其中 x 是有理数）所成的集合是集合 
{( a ：，； y ) : x >0, y >0} 的一个可数覆盖. ^ 

3.19 由形如（1/«, 2/ n ) (其中71=2, 3， …） 的开区间组成的集族 F 是开区间 （0, 1) 的一个开覆盖.证明（不 
要用定理 3. 31) 不存在 F 的有限子族能覆盖 （0, 1). 

3.20 试给出一个集合 S 的例子，它是闭的但不是有界的，并举出一个可数开覆盖 F 的例子使得 F 的任何有 
限子集都不能覆盖 S . 

3.21 在只”内给定一个集合 S ， 它具有这样的 性质： 对于 S 内的每一个 jc 有一个 n - 球 B ( x ) 使得 B ( x ) nS 是 
可数的.证明 S 是可数的. 

3.22 证明由 R ” 中的互不相交的开集构成的集族必定是可数的.试给出一个由互不相交的闭集构成的不可数 
族的例子. 

3.23 假定 S = R n 中的一个点 X 被说成是 S 的一个凝聚点，如果每一个《-球 BU ) 都有这样的 性质： 
B ( x ) nS 不是可数的.证明，如果 S 不是可数的，则在 S 内存在一点 jc 是 S 的一个凝聚点 • 

3,24假定 SGR ”， 并假定 S 不是可数的，设了表示由 S 的凝聚点组成的集合. 证明： 

a ) S — 了是可数的， b ) Sfir 不是可数的， 

c ) T 是闭集， d ) 了不含孤立点. 

注意练习 3. 23是 （ b ) 的一个特殊情况. 

3,25 内的一个集合 S 称为是完全的，如果 S = S \ 即如果 S 是一个不含孤立点的 闭集.证明： R ” 内的每 
一个不可数的闭集 F 都能被表示成 F = AUB 的形式，其中 A 是完全的， B 是可数的 （ Cantor-Bendixon 
定理）， 提示： 利 用练习 3.24. 

度 置空间 

3,26在任何度量空间 （ M ， d ) 内， 证明空集0和整个空间 M 既是开的又是闭的* 

3.27 考虑 R n 中的下述两个 度量： 

n 

d \ ix , y ) = max \ x , — U ( x ， j ) = X ) 1 不 一： y ( 1 • 

在下述每一个度量空间中证明球 BU ; r ) 有所指出的几何 形状： 

a ) 在 ( R 2 , 4) 中是边平行于坐标轴的一个正方形 • ’ 

b ) 在 （ R 2 , A ) 中是对角线平行于轴的一个正 方形. 

c ) 在 （ R 3 ，A ) 中是一个立方体. 

d ) 在 （ R 3 ， A ) 中是一个八面体_ 

3. 28 设 A 和 A 是练习 3_ 27 中的度量，并用 II x-y ||表示通常的欧几里得度量.试对于 R ” 中的一切 x 和少 
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证明下述不 等式: 



3. 30 
3. 31 


d\ (x,y) < II x — j? || ^ d 2 (x 9 y) , d 2 (x,y) \\ x — y\\ < nd l ix,y). 

如果 （ M ， cO 是一个度量空间，定义 


d f ix,y )= 


dix ， y) 


证明^对于 M 也是一个度量.注意对于 M 中的一切 x ， y 有 0< cT ( x ， y )<\. 
证明度量空间的每一个有限子集都是闭集， 


在度量空间 （ M ， 心中，关于 M 内一点 a 、 半径 r >0 的闭球是集合 S ( a ; r ) = U : d ( x , a )< r }. 


a ) 证明 B ( a ; r ) 是闭集. 

b ) 给出一个度量空间的例子，在该空间中 SU ; r ) 不是开球 B ( a ; r ) 的闭包. 

3, 32在度量空间 M 中，如果子集满足 AGSGA ， 其中 A 是 A 的闭包，就说 A 在 S 中是 稠密的 • 例如，有 
理数集 Q 在 R 中是稠密的 • 如果 A 在 S 中稠密而且 S 在了中稠密，证明 A 在 T 中稠密_ 

3. 33参阅练习 3.32, 称一个度量空间 M 是可分的，如果有一个可数的子集 A 在 JVT 中稠密.例如， R 是可 
分的，因为有理数集 Q 是它的一个可数稠密子集.证明每一个欧氏空间 R A 都是可分的 • 

3.34 参阅练习 3. S 3. 证明林德勒夫覆盖定理（定理 3. 28) 在任何可分的度量空间中成立. 

3.35 参阅练习 3. 32. 如果 A 在 S 中稠密， B 是 S 中的开集，证明 提示： 练习 3. 13_ 

3.36 参阅练习 3,32. 如果 A 和 B 都在 S 中稠密，而且 B 是 S 内的开集，证明 AflB 在 S 中稠密* 

3,37给定两个度量空间（&， A ) 和 （ S 2 , d 2 ), 有很多方法可以从 A 和心出发对笛卡儿积 & XS 2 构造出度 
量 p 例如，如果 x =( j ：]， x 2 ) 和: ysCjy !， ： y 2 ) 都在 Si XS 2 内，设 〆 x ， y ) = di ( x x , 3； i ) ( x 2 ? : y 2 ). 

证明对于 Si X S 2 是一个度量，并构造出一些迸一步的例子 • 

度置空间中的紧子集 

证明下述关于任意度量空间 （ M ， …和 M 的子集 S 、 了的每一个论断- 

3.38 假定那么 S 在 （ M ， …中是紧的，当且仅当 S 在度量子空间（7%…中是 紧的. 

3,39如果 S 是闭的， T 是紧的，则 Sfl 丁是紧的. 

3,40由 M 的紧子集构成的任意族的交集是紧的. 

3.41 M 的有限个紧子集的并集是紧的. 

3,42考虑由有理数及 R 的欧几里得度量组成的度量空间 Q . 设夕由 开区间 （ a ，6) 内的全体有理数组成，其 
中 a 和6都是无理数，则 S 是 Q 的一个闭的且有界的子集，它不是紧的 • 


内集和边界的各种性质 

如果 A 和 B 表示度量空间 iVf 的任意子集，证明; 
3,43 intA — M — M ~ A . 


3. 44 int ( M — A ) = M — A , 


3.45 i at (intA) = intA. 

n n 

3. 46 a)int( ) = fl (intA,) ， 其中每个 A;QM. 

Li 


b ) int ( f|A )2 Pi ( intA )， 当 F 是由 M 的子集构成的无限族 • 

A€F AeF 

C) 给出一个使 （b) 中的等号不成立的例子- 


3. 47 


a) U (intA)^int( |JA), 

AeF A€F 


b ) 给出一个使 ( a ) 中的等号不成立的有限族 F 的例子. 
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3. 48 a ) intOA ) = 0 , 当 A 在 M 中是开的或是闭的， 

~68] b ) 给出一个 例子 . 

3.49 如果 intA = intB =0， 而且 A 在 M 中是闭的，则 int ( A ( jS ) = 0. 

3, 50 给出一个 intA = intB =0 但 int(AU B ) = M 的例子 • 

3. 51 = A 0 ^ — A 及 3 A = 3( M — A )_ 

3.52 如果 AAS = 0， 则 
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第 4 章极限与连续性 


4 . 1 引言 

读者已经熟悉了在初等微积分中介绍过的极限的概念，事实上，在初等微积分中出现的极 
限通常有几种类型.例如，实 数序列{^}的极限， 作为符号记法写为 

= A ， 

意思是对于每个数€>0都有一个整数 N 使得 

t — A I < e , 只要 n > iV . 

这个极限过程表达着这样一个直观的理念 ，即： 可以使 _ r „ 任意地接近于 A ， 只要《足够大. 
还有 函数的极限， 用符号表示为 

lim/(j：) = A , 

它的意思是对于每一个 e >0, 都有另一个数3>0使得 

I fix ') — A I <C e » 只要 0 <|：r — 

这个概念表达着这样的理念 ，即： /( x ) 可以任意地接近于 A , 只要所取的 I 足够地接近于 
微积分在三维空间中对几何和物理问题以及对多变量函数的应用使得必须把这些概念推广 
到 R % 在更一般的度量空间中介绍极限就像向前走一步一样容易.这样做可以去掉不必要的 
限制，从而在理论上实现一种简单化，但同时几乎可以覆盖数学分析中所需要的全部重要的 
内容. 

我们首先讨论度量空间中点列的极限，然后讨论函数的极限和连续性的概念. 

4.2 度量空间中的收敛序列 

定义 4.1 度量空间 （ S ， 心中的一个点列称为收敛，如果在 S 内有一个点具有下述 
性质： 

对于每一个 e >0 都有一个整数 iV 使得 

dO„ ， p)<e ， 只要 w > N. 

我们也称{文„}收敛于/>，并写为声，当 《 — 00，或者简单地写为如果 S 内没有这 
样的/>，就称点列 U „} 发散. 

注收敛性的定义隐含着 

x n p 当且仅当 d ( x „ 0. 

序列 p ) 丨向0的收敛性在欧几里得度量空间 R 1 中 发生. 

例 

1. 在欧式空间 R 1 中， 一 个序列称为是递 增的， 如果对于一切《都有 ： r „< x „ +1 . 如果 
一个递增的序列是上有界的（即对于某个和一切 ”都有 则 U „} 收敛于它的值域 
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的上确界 sup ^ jd ， x 2 ，…}.类似地，{：1：„}称为是递减的，如果对于一切 n 都有: r „ + i .每 

一个下有界的递减序列都收敛于它的值域的下确界.例如， U / W 收敛于 0. 

2. 如果和{6„}都是收敛于0的实序列，则{^+匕}也收敛于 0. 如果对于一切《都有 
0< c n < a „, 而且 U „} 收敛于0，则&„}也收敛于 0. R 1 中序列的这些初等性质可以用于简化关 
于一般度量空间中的极限问题的某些证明. 

3. 在复平面 C 内，设 z „ = 1 + ?7 _2 + (2 — l / w ) i , 则{%„}收敛于 l + 2 i , 因为 

diz n ^ \ 2 Y ) 2 =| z „ — (1 十 2i) | 2 = — ^ — 2 0 , 当 n — ^°°， 

n n 

所以 <5 Kz n ，l + 2 i )—0. 

定理 4.2 度量空间 （ S ， cO 中的一个序列 U „} 至多能收敛于 S 内的一个点. 

证明假定工 n — P 且9，我们将证明 P = 按照三角不等式有 

0 ^ d(p f q) ^ dXp ， x n ) + d(x n ， q) • 

既然 A )—0 且<^(工„， q )—0, 这就隐含着 q ) =0, 所以/ ? = _ 

如果一个序列 { x „} 收敛，则它所收敛到的唯一的点称为该序列的 极限， 并表示为 Kmx „ 或 

例 在欧氏空间 R 〗 中有 Hml/n = 0, 这个同样的序列在度量子空间丁 = (0， 1] 中不收敛， 

n—oo 

因为该极限唯一的可能是0，而0泛 T . 这个例子表明，一个序列的敛散性依赖于所在的空间 
以及所用的度量. 

定理 4.3 在度量空间 （ S ， d ) 中，假定 x „ — /?，并设了= ，工”…丨是卜”}的值域， 

则有 

a ) 丁是有界的. 

b ) p 是丁的一个附贴点. 

证明 a ) 设 iV 是在收敛性的定义中相应于 e = l 的整数，于是当时每个 a 都在球 
B ( p ； 1) 内，所以： T 内的每个点都在球 B (/> ; r ) 内，其中 

r = 1 + max { d(p jX x ) , **■ , d(p iX N ~i ) }. 

因此 T 是有界的. 

b ) 因为每个球 B (/? ; e ) 都包含了的一个点，所以 P 是了的附贴点. ■ 

注如果： T 是无限的，则每个球 B (户； e ) 都包含了的无穷多个点，所以 P 是了的一 
个聚点.下一个定理提供了 b ) 部分的一个逆命题. 

定理 4.4 给定一个度量空间 （ S ， d ) 和一个子集 TGS . 如果 S 内的一个点夕是了的一个 
附贴点，则了中有一个点列 U „} 收敛于夕. 

证明对于每个整数在丁内有一个 点〜使 以/>，因此3(/>，工”）—0,所 

以 x „— p . ■ 

定理 4.5 在度量空间 （ s ， flO 中，一个序列 { x „} 收敛于/>，当且仅当每一个子序列{工 ㈣ } 

都收敛于 
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证明假定考虑任一子序列 U ㈣ }. 对于每一个 e >0 都有 N 使意味着 
dU „， P )< e . 因为 {Xbd 是一子序列，所以有一个整数 M 使得只要 n>M 就有，于 
是 隐含着 d ( j />) 1 证明了 ^ Hn > ~ > P • 逆命题显然是成立的，因为 U„} 本身就 

是一个子序列. ■ 


4.3 柯西序列 

如果序列 U „} 收敛于一个极限〜则它的各项最终变得接近于/>并因此互相接近.这个性 
质可以更正式地用下一个定理表述. 

定理 4.6 假定{^„}在一个度量空间 （ S ， d ) 中收敛，则对于每一个 e >0 都有一个整数 iV 

使得 

d{x n »x m ) <C e» 只要 N 且 N. 

证明设 p = Um : c „. 给定 e >0, 设 iV 满足只 就有以 x „，/>)< e /2. 于是当 m>N 
时有 p )< e /2. 如果且饥>]\[，则由三角不等式可得 

d(x„ yx m ) ^ d(x„ y p) dip ,x m ) ^ ^ ^ = e, ■ 

定义 4.7( 柯西序列的定义） 度量空间 （ S，tO 中的一个序列 U „} 称为一个柯西序列，如果 
它满足下述条件（称为柯西条 件）： 

对于每一个 e >0 都有一个整数 iV 使得 

dix„ »x m ) <C £•> 只要 N N, 

定理 4. 6 说的是每一个收敛序列都是柯西序列.其逆命题在一般的度量空间中不成立•例 
如，序列 U / W 在 R 1 的欧氏子空间了 =(0， 1] 内是一个柯西序列，但是这个序列在了内不收 
敛.然而，定理 4. 6的逆命题在每一个欧氏空间 R * 中都是成立的. 

定理 4.8 在欧氏空间 R * 中每一个柯西序列都是收敛的. 

证明 设{^}是叱中的一个柯西序列，并设：，心，… } 是这个序列的 值域. 如果 
了是有 限的，则{^)除了有限项之外都是相等的，因此收敛于这个共同的值 • 

现在假定了是无限的，我们利用波尔査诺-魏尔斯特拉斯定理证明了有一个聚点 P ， 然后 
证明 U „} 收敛于 P . 首先，由柯西条件我们知道 T 是有界的_事实上，当 e = l 时有一个 iV 使 
得隐含着 II x „ — jc n || <1. 这表明当时所有的点 4 f n 都位于以为中心，半径为1 
的球内，所以了位于以0为中心，半径为 1 + M 的球内，其中 M 是 || a || ， …，|| at n || 这些 
数中最大的一个.于是，因为了是一个有界无限集，所以它在纪内有一个聚点 P (根据波尔查 
诺-魏尔斯特拉斯定理).接下来我们证明收敛于 P . 

给定 e >0, 存在 iV 使得只就有 || jc „— || < e /2, 球 e /2) 含有一 

点、 x m ， m > N . 因此，如果则有 

II JC n — p tl < U x n — JC,„ II + II ^ — p II < y + Y = e» 


所以 \ imx n = p . ■ 

例 

1. 定理 4. 8 经常用于在极限预先未知时证明序列的收 敛性. 例如，考虑 R 1 中按下式定义 
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~n 


的 序列: 


, 1 l 1 1 , ! 
nr I - - H — - - - — * * * --- 

n 2 卞 3 4 卞卞 n 


如果可以发现(成对地取一些连续的项) 


A 丨 = ；TTI — …土 m 


^ < N 


所以一旦 N > l / e ， 就有丨 I < s . 因此 U n } 是一个柯西序列，从而它收敛于某个极限. 
可以证明（见练习 8. 18) 该极限是 log 2, 但这不是显而易见的. 

2. 给定一个实数序列使得对于一切?2>1都有 | a n +2 - a n + 1 | <y I a „ + I —| .可以 

在不知道的极限的情况下证明它收敛 • 设乂 = | a „ + 1 - a „ I ,则0<乂 + 1 <6„/2,所以，按 
!)3纳法有因此乂 —0. 如果 m >? z ， 我们有 


从而 


* 

认 m 〉: (“々 + 1 Clfi ) $ 


m — I 1 

a , |< XX < h ( 1 + y + 


m — I^h 


< 26 mv 


这意味着 U „} 是一个柯西序列，所以 U rt } 收敛 

4.4 完备度量空间 


定义 4.9 一个度量空间 （ S ， i ) 称为是完 备的， 如采 S 中的每一个柯西序列都在 S 内收 
敛. S 的一个子空 间了称 为是完备的，如果度量子空间（了， a 是完备的 • 

例1每一个欧氏空间 R * 都是完备的（定理 4.8). 特别地， R 1 是完备的，但是子空间 
T =(0, 1] 不是完备的. 

例2度量为 d(x ， j ) = max | x t — yi \ 的空间 R n 是完备的_ 

1 ^ n 

下面的定理在完备性与紧性之间建立了 联系. 

定理 4.10 在任何度量空间 （ S ， d ) 中，每一个紧子集了都是完备的. 

证明 设是丁内的一个柯西序列，并设 AzU " ： c 2 ， … } 表示值域.如果 A 
是有限的，则收敛于 A 中的一个元素，从而 { xj 在了内 收敛. 

如果 A 是无限的，因为: T 是紧的，定理 3. 38告诉我们 A 有一个聚点/>在了 内. 接下来我们 
i 正明 A —户. 给定 e >0， 选取 N 使得 w > N 和 m > N 隐含着 d (： r „ ， x m )< e /2. 球 e /2) 包 
含一个点 A 满足 m > iV ， 因此只要 n > iV 就可由三角不等式得到 

d{x n ? p) ^ dix n ^x m ) + d{x m ， / 0 〈 j j = e ， 

所以 a —/). 因 此了内 的每一个柯西序列在了内都有极限，所以丁是完备的， ■ 

4.5 函数的极限 

本节我们考虑两个度量空间 （ S ， 心）和 （ T ， d T )， 其 中：和 表示各自的度量.设 A 是 
[74] s 的一个子集，并设/: A — 了是一个从 A 到: T 的函数. 
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定义 4.11 如果 p 是 A 的一个聚点， beT ， 则记号 

lim /( x ) = b (1) 

表示下述 意义： 

对于每一个 e >0 都有3>0使得 

d T ( f ( x )， b ) < e ， 只要 ： c 6 A，:c 尹 且 d s ( x ， p ) < 8. 

(1) 中的记号读作“当: C 趋向于 /> 时， /(X) 的极限是 6 ”， 或者“当 1 趋向时/(工)趋向 6”. 
我们有时用 “/( x )— 6当 x — />”来表示. 

这个定义表达着这样的直观理念，即 /( x ) 可以任意地接近于6，只要取 : c 充分地接近于 
P . (见图 4-1.) 我们要求/>是 A 的一个聚点，以确保 A 中有点 x 充分接近于/>且: r 关 p . 然 
而，/>不必在/的定义域内，而且6也不必在/的值 域内. 




注 这个定义也可以用球来 表述. 这样， （1) 式成立当且仅当对于每一个球 B T (6) 都 
有球13 5 (/>)使 b s (/>) n a 非空，且使 

fix ) ^ B T ( b ) ， 只要门 A ， x 參 p . 

当用这样的方法简述时，该定义当/>或 6( 或二者）在扩充的实数系 R * 内或在扩充的 
复数系 C * 内时是有意 义的. 然而，在下文中，还是把夕和6理解为是有限的，除非 
特别说明了它们可以是无限的. 

下面这个定理把函数极限与收敛序列的极限联系起来. 

定理 4 . 12 假定/>是 A 的一个聚点，66了，则 

lim/(:c) = 6, (2) 

当且仅当对于 A —{/>} 内的每一个收敛于/>的点列 { x „} 都有 

lim/O n ) = 6 ， (3) 

n-^oo 

证明如果 （2) 成立，则对于每一个 e >0 都有一个3>0使得 

d T ( /( x ) ， b ) 〈 e ， 只要 且 & (4) 

现在取内任一收敛于 /> 的序列 U „}， 对于 (4) 中的心 有一个整数 N 使得隐含着 
cl s (x„ ， p)<8. 因此 （4) 对于 隐含着 6/ t (/(： C „)，6)< e , 从而{/0„)}收敛于 6. 因而 

(2) 隐含着 （3). 

为了证明逆命题，我们假定 （3) 成立而 （2) 不成立，由此来推出一个矛盾.如果 （2) 不成立， 
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则对于某个 e >0 和每一个^>0都有 A 中的点: c (其中 x 可能依赖于幻使得 

0 < d s ( x ， p ) <C 8 ,但 .. d T { fix ) , b ~) ^ £. (5) 

取占 = l / n ， n = l , 2，…，这意味着在 A —{ p } 中有一个相应的点列 Ud 使得 

0 <C d s ix „ »/>) <C l / n » 但 d T ( f (. x „) ,6) ^ e . 

显然，序列 U „} 收敛于户而序列 {/( a )} 不收敛于 h 这与 （3) 式相矛盾. _ 

注定理 4. 12和 4. 2—起表明，当： c — 夕时，一个函数不能有两个不同的极限. 

4.6 复 值函数的极限 

设 ( S ， A 是一个度量空间， A 是 S 的一个子集，考虑两个定义在 A 上的复值函数/ 与兄： 

f ； A -*■ C t g : A —*■ C . 

和/+名定义为在 A 的每个点 x 上的值为复数 /( X )+ g "( J ：) 的函数.差/一贫，积 /* g 与商//尽 
都类似地进行定义.把商理解为只在使 gOr ) 參0的那些点 x 上定义. 

通常的极限运算法则在下面的定理中给岀. 

定理 4.13 设/和 g 是定义在度量空间 （ S ， 心的一个子集 A 上的复值函数.设是 A 的 
一个聚点，并假定 

lim / ix ) = a , limg ( x ) = b . 

x-^p X~*-p 

则有 

a ) lim [/(: r ) 士 g ( x ) ] = a 士6， 

工一 p 

b ) lim /( x ) g (: r ) = ab ， 

X 一 p 

c ) \\mf ix )/ g ( x ) ~ a/b 9 如果 

证明我们来证明 （ b ), 而把其他的留作练习.给定 e 满足 0< e < l ， 设^是第二个满足 
OCe ' Cl 的数，它将按一种方式依赖于 e ， 这种依赖关系我们稍后再叙述，有一个3>0使得如 
^ x ^ AKcUx , p)<dy 则有 

| /( x ) 一 a I < e ’ 和 I g ( jo ) — b I < e ’. 

于是可得 

) fix ') 1 = 1 a + ( fix ) — a ) |〈1 a l + e’<l a 1+1. 

由 fix ) gix )— ab = fix ) gix ) — bfix ) J rbfix )— ab ^ 可得 

I / Cx ) g ( x ) — ab I ^ I fix ) I I g ( x ) — ^ | + l 6 ! I fix ') — a | 

< (I a |+ l ) e ’+| 6 I e ’ = e ； ( I a | + | b i + 1). 

如果选取 e '= e /( I a I + I 6 ! +1)， 则只要 xGA 且 dix , pXS , 就有 I fix ) gix)—ab \ < e ， 
这就证明了 （ b ). ■ 

4.7 向置 值函数的极限 

仍设 ( s ， W 是一个度量空间， A 是 S 的一个子集.考虑两个在 A 上定义、在 R * 内取值的 
向量值函数/与 g 
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/：A — RS g:A — 

向量值函数的商没有定义（如果 々>2)， 但是我们可以分别用下述公式对于 A 内的每个 x 定义 
和 f + g ， 积 A / (如果 A 是实数） 和内积 /• g . 

(/ + g ) ( x ) — fix) + g ( x ) , ( A /) ( x ) = Xf (jo) , (/ • g )( x ) = fix) • g ( x ) 

然后我们有关于向量值函数的极限的下述运算法则. 

定理 4. 14 设 f 是 A 的一个聚点，并假设 

lim / {x) = a , limg ( x ) = b. 

X 一 p x—p 

则有 

a ) lim [/( j :) + g ( j ：)] = a + &， 

JC-^p 

b ) linU /( x ) =Aa 对于每一个标量 A ， 

X — p 

c ) lim /( x ) • g ( x ) =a • 

d ) lim || fix) || = || a || . 

证^ P 我们只证明 （ C ) 和 （ d ). 为了证明 （ c )， 我们写 

fix) * g ( 工）一 a • b = [/( x ) — a ] * [ g ( x ) — 6] + a • [ g ( x ) — fe ] + * [/( x ) — a ], 

由三角不等式 和柯西 -施瓦茨不等式可得 

0^ | fix) * gix) — fl * 6 i 

^ II fix) — a || || g(x) — 6 || + || a || II g(x) — & II + II ^ II II /(:) — a II . 

当： C — 夕时，右边的每一项都趋向于0,所以 /( l ) • g (工 ） —fl • 6,这就证明了 （ c ). 为了证明 
(d) ,注意有丨 II fix) II — II a II I < II fix')—a || . _ 

注设/\ ，…， A 是定义在 A 上的”个实值函数，并设/: A ^ R n 是由方程 

fix) = (/\ (: T) ，/ 2 (X) ，…， / n (X)) ，当 X 6 A 
定义的向量值函数，则 / l ， ….， / n 称为/的分量，我们仍写 / = (/ l ， /2， …， / n ) 

表示这种关系. 

如果 ( A ， a 2 ，…， a n ) j 则对每一个 r = l ， 2， …， ”都有 

n 

! fri 工、 —a r X II fix) — a II ^ 2 I f 人工 、一 a r I . 

r-l 

这些不等式表明， lim /( x )= fl 当且仅当对每个 r 都有 lim / r ( x )= a r . 

X 一 P 工斗 P 


4.8 连续函数 

可以把初等微积分中连续性的定义推广到从一个度量空间到另一个度量空间的函数 • 

定义 4.1 S 设 （ S ， d s ) 与 （ T ， d T ) 是两个度量空间，/: S —： T 是从 S 到丁的函数•这个函 
数称为在 S 内的一点 > 处是连续的，如果对于每一个 e 〉0 都有5>0使得 

d T ( f ( x ) ，/(/>))<£，只要 d s ix ， p 、<8. 

如果/在 S 的一个子集 A 的每一点处都连续，我们就说/在 A 上连续_ 

这个定义反映这样的直观理念 ，即： 接近于々的点被/映射到接近于/(々）的点 • 也可以 
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用球来 叙述： 函数/在/>点处连续，当且仅当对于每一个 e >0 都有5>0使得 

/(B s (/>；^)) QB T (/(p) ； e). 

这里 B s (/^ 幻是 S 内的一个球；它在/下的象必须被包含在： T 内的球 e ) 内.（见 

图 4-2.) 




如果 f 是 S 的一个聚点，则连续性的定义隐含着 
I 78 ] lim /( x ) 二 /(/?)• 

如 果声是 S 的一个孤立点 ( s 的一个不是 S 的聚点的点），则在/»点有定义的每一个/在/>点处都是 
连续的，因为对于充分小的3只有一个点: r 满足 AOc ， PK8 , 即：!：=/>，且 A (/( p )，/( p ))=0. 

定理 4.16 设 /: 丁是从一个度量空间 （ S , d s ) 到另一个度量空间 （丁， d r ) 的函数，并 

假定户 €5， 则/在夕点 连续， 当且仅当对于 S 内每一个收敛于的序列 U„}，T 内的序列 
{/( x „)} 收敛于 /(/>); 用符号可记为 

lim /(_ r „) = f { Y \ mx n ). 

打一 ►oo 

这个定理的证明类似于定理 4.12 的证明，作为练习留给 读者. （这个结果也可以从定理 
4. 12推出，但是由于序列 U „} 的某些项可能等于/>，所以在讨论中会有一点儿复杂 .） 

经常用这样的说法来描述这个定理 ，即： 对于连续函数，极限符号可以和函数符号交换位 
置.在交换这些符号的位置时需要小心，因为有时 U „} 发散，而 {/(〜）} 收敛. 

例如果在一个度量空间 （ S ， cO 中心―文，>则: y ) (练习4.7)_ 
读者可以验证 d 在度量空间 （ SXS ， p 上是连续的，其中 p 是练习 3. 37中当 SisSzsS 时的 

度量. 

注函数/在点处的连续性称为/的一个局部性质，因为它仅依赖于/在的非 
常邻近的附近的性质./的涉及其整个定义域的性质称为整体 性质. 例如，/在它的 
定义域上的连续性是一个整体性质. ^ 

4.9 复合函数的连续性 

定理 4. 17 设 （ S ， < i s )， （7% d T ) 和 （ U ， 如）是度量空间 • 设 /: S—T 和 g : /( S )- K / 是 
两个函数，并设 h 是由方程 

h ( x ) = g ( fix ) ) 对于 S 内的 x 

[79] 在 S 上定义的复合 函数. 如果/在 p 点连续， g 在 /(/>) 点连续，则 /i 在 P 点 连续. 
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证明 设6 = /(/>乂给定€>0，有 <5>0使得 

du ( g ( y ) ， g (6)) < e ， 只要 d T ( y ， b ) <§• 

对这个 d 有 Y 使得 


d T (f(x) ，/(/0) < <5，只要 d s ix,p) < d\ 
把这两条陈述结合起来并取 y =/(： r )， 则可得到 

duihix) ，/1 (/>))< e ， 只要 d s (x ， p) < § r ， 

所以 A 在/>点连续. 



4. 10连续复值函数和连续向置值函数 


定理 4* 18 设/和 g 是在一个度量空间 （ S ， c /) 内的一点/?处连续的复值函数，则 /+ g ， 
/— 贫和/ • 尺这些函数每一个都在 P 点处连续.商 // g 也在夕点连续，只要貧 (夕 ）# o . 

证明 如果/>是5的一个孤立点，则这些结果是平凡的.如果/的一个聚点，则由 
定理 4. 13可得出这个结果. ■ 

当然，对于向量值函数也有相应的定理，可以用定理 4. 14,用同样的方法证明. 

定理 4.19 设 /和 g 是在度量空间 （ S ， d ) 内的一点/> 处 连续的函数，并假定/和 g 在 IT 
内取值，则下列每一个函数都在/>点 连续： 和 /+ g ， 对于每一个实数 A 的乘积 A /， 内积 
和范数 || / || . 

定理 4 . 20 设，，…，/„是定义^在度量空间 （ S ， 乂 s ) 的一个子集 A 上的 w 个实值函数， 
并设/=(，，/ 2 ，…，/„)，则/在 A 的一点 p 处连续，当且仅当每一个函数，，•••，/„都 
在 p 点处连续. 

证明 如果 P 是 A 的一个孤立点，则没有什么可证的.如果/>是一个聚点，我们注意到 
当 时 / Cr )— /(/0，当且仅当对于每一个（ = 1，2，…， w 有叉（工)—/ 〆 />). ■ 

4. 11连续函数的例子 

设 S = C ， 即复平面，对下述复值函数在 C 上的连续性的证明是简单的 练习： 

a ) 常数函数，对 C 内的每个 2 ：由 /( z )= c 定义； 

b ) 恒等函数，对 C 内的每个 z 由 / U )= z 定义. 

重复应用定理 4. 18可以建立每个多项式 

fiz) = a 0 ~\~ a\Z + azZ 2 + + a n z n 

的连续性，其中化是 复数. 

如果 S 是 C 的一个子集，多项式/在该子集上不为0,则1//在 S 上连续.因此，如果 g 
和/都是多项式，则有理函数 g // 在 c 的那些分母不为0的点上连续. 

初等微积分中所熟知的实值函数，像指数函数、三角函数和对数函数，在它们有定义的地 
方都是连续的.这些初等函数的连续性为用极限值代替“自变量”的方法求某些极限的一般算法 
提供了理论 依据； 例如， 


lime x = e 0 = 1. 
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4.12 连续性与开集或闭集的逆象 


可以用逆象的概念给出对于连续函数的两个重要的整体描述. 

定义 4.21( 逆象的定义）设/: S —了 是从一个集合 S 到另一个集合了的函数，如果 Y 是 
T 的一个子集，则 Y 在/下的逆象（用 /— VY ) 表示）定义为 S 的被 f 映射到 Y 的最大 子集； 即 

厂 i ( y ) = \ X：JC 6 S 且 f ( jc ) e V }. 

注如果 / 有反函数/― 1 ，则 Y 在/下的逆象与 Y 在/- 1 下的象是相同的，所以在这 
种情况下记号 /— UY ) 不会造成歧义.注意当时也有 /— VA )。/— UB ). 

定理 4.22 设/: S — T 是从 S 到了的函数，如果 XGS ， 则有： 

a ) X = 厂 UY ) 隐含着 /( X )^ Y ； 

b) y=/(x ) 隐含着 

定理 4.22 的证明是符号 /— VY ) 和 /( X ) 的定义的直接的翻译，留给读者.应该注意到， 
在一般情况下，不能断言 Y =/( X ) 隐含着久二厂 1 …).（见图 4-3 中的例子 •） 



注意，也可以把定理 4.22 中的叙述表示 如下： 

/[厂 1 ( Y )] d X ^/- 1 [/( X )]. 

还应注 意对了 所有的子集 A 和 B 都有厂厂 • 

定理 4.23 设/: S — 丁是从一个度量空间 （ S ， d s ) 到另一个度量空间（丁， d T ) 的函数，则 

/在 S 上连续，当且仅当对丁中的每一个开集 Y ， 逆象/一 UY ) 是 S 中的开集. 

证明设/在 S 上连续， Y 是了内的开集，并设/>是/一 W ) 的任意 一点. 我们将证明户 
是 / -1 ( Y ) 的内点.设 : y = /(/>). 由于 Y 是开集，所以对于某个£>0有 B t (w e )^ Y . 因为/ 
在户点是连续的，所以有00使得 /( B S ( P ; d ))^ Br ( y ; e ), 因此有 

B s ( pi 8) C 厂 1 [/( B s (/>;5))] G r l LB T ( y ； e )^^ 广 1 ⑺, 

所以 P 是 / _1 ( Y ) 的一个内点 • 

反之，假定对于丁内的每一个开子集 Y ，/ -1 ( Y ) 都是 S 内的开集.在 S 内选取/>点并设 
y = f ( p ). 我们将证明/在 P 点 连续. 对于每一个 e >0, 球 B T (： y ; e ) 在了 内都是开的，所以 



极限与连续性 


65 


f - l ( B r ( y ； e )) 在 S 内是开的.现在， per l ( B T ( y ; e ))， 所以有谷>0使得 B s (户；幻 Q 
f - ] ( B T ( y ; e )). 于是有 /( B s (/^ d ^^ B T Cy f e ), 所以 / 在夕点连续. ■ 

定理 4.24 设/: S — 了 是从一个度量空间 （ S ， d s ) 到另一个度量空间 （丁， dr ) 的函数，则 
/在 S 上连续，当且仅当对于丁中的每一个闭集 Y ， 逆象 /^( Y ) 是 S 中的闭集. 

证明如果 Y 是: T 中的闭集，则了 一 Y 是 了中的 开集，且有 

/^( T - Y ) = 

现在应用定理 4. 23即可. . _ 

例在连续映射下开集的象未必是开的.一个简单的反例是常数函数，它把整个 S 映为 R 1 
内的一个点.类似地，在连续映射下闭集的象未必是闭的.例如，实值函数 /( x ) = arctarir 把 R 1 
映到开区间 （ _ xr /2， tc /2). 

4. 13紧集上的连续函数 

下面一个定理表明，紧集的连续象仍为紧集，这是连续函数的另一个整体性质. 

定理 4.25 设 /: S — 丁是从一个度量空间 （ s ， d s ) 到另一个度量空间 （丁， 的函数•如 
果/在 S 的一个紧子集 X 上连续，则象/( X ) 是了的 一个紧 子集； 特别地，/( X )在了内是闭 
的和有界的. 

证明 设 F 是/( X )的一个开覆盖，所以 /( X ) eUA . 我们将证明有有限个集合 A 能覆盖 

A6 F 

/( X ).因为/在度量子空间 （ Xd s ) 上是连续的，所以应用定理 4. 23可以断定每个集合 r ! ( A ) 
在（ X ，乂 s ) 内都是开的•集合 r 1 ( A ) 形成 X 的一个开覆盖，于是，因为 X 是紧的，所以它们中有有 
限个能覆盖 X ，比方说广 VAJ U … U 广以，）.因此 

/(x) g/ltvao u … u r j (A,)]= /[/—vao] u … u /[r J (A,)] 

G A U … U ， 

所以 /( X ) 是紧的.作为定理 3. 38 的一个推论，我们看到 /( X ) 是闭的和有界的. ■ 

定义 4. 26函数/: S — R * 在 S 上称为是有界的，如果有一个正数 M 使得对于 S 内的一 

切 x 都有 II fix) j | 

因为 f 在 S 上有界当且仅当 /( S ) 是圮的有界子集，所以我们有定理 4. 25的下述推论 • 
定理 4. 27 设/: S — R * 是从一个度量空间 S 到欧氏空间 R * 的函数.如果 / 在 S 的一个 
紧子集 X 上是连续的，则/在 X 上是有界的. 

这个定理对于实值函数有着重要的含义.如果/是实值函数并且在 X 上有界，则/( X )是 
R 的一个有界子集，所以它有上确界 sup /( X ) 和下确界 inf /( X ). 并且 

inf /( X ) < fix) < sup /( X ), 对于 X 内的每一个 : c . 

下面一个定理表明，如果 X 是紧的，则连续函数/实际上能取到值 sup / XX ) 和 inf /( X ). 

定理 4. 28 设/: S—R 是从一个度量空间 S 到欧氏空间 R 的实值函数，假定/在 S 的一 

个紧子集 X 上是连续的，则在 X 中存在点 p 和 g 使得 

/(/>) = inf /( X ) , f(q) = sup /( X ). 
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注 因为对于 X 中的一切: C 都有 /(/>)</( xX /( g ) ，所以 /(/>) 和 /( g ) 这两个数分 
别称为 f 在 X 上的绝对的或整体的最小值和最大值. 

证明 定理 4.25 表明/( X )是 R 的一个闭的有界子集 . Sm = inf /( x )， 则 m 附贴于 
/( X ),而且，因为/( X )是闭的，所以 me / CX )， 从而对于 X 内的某个户有撕=/(/>).类似 
可知对于 X 内的某个 g 有 /( g ) = S up /( X ). ■ 

定理 4.29 设/: S — 了 是从一个度量空间 （ S ， d s ) 到另一个度量空间 （了， d T ) 的函数.假 
定/在 S 上是 1-1 的，所以反函数/― 1 存在 • 如果 S 是紧的，且/在 S 上是连续的，则/ _1 在 
/( S ) 上是连续的. 

[83] 证明 按照定理 4.24( 应用于 /^)， 我们只需证明对于 < S 内的每一个闭集 X ，它的象 

/( X )在 T 内是闭的.（注意/( X )是 X 在厂 1 下的逆象 .） 因为 X 是闭的且 S 是紧的，所以 X 
是紧的（由定理3.39)，所以/( X )是紧的（由定理 4.25), 从而/( X )是闭的（由定理 3.38) •这 

就完成了证明. ■ 

例这个例子表明 S 的紧性是定理 4. 29的本质部分.设 S = [0，1) 具有 R 1 的通常的度 

量，考虑由 

/( x ) - e 2 ^ ,对于0 < x < 1 

定义的复值函数 /. 这是一个把半开区间[0， 1) 映射到复平面内的单位圆 I z I =1的 1-1 连续 
映射. 然而，厂 1 在点/(0)不是连续的.例如，如果: r „ = l —1/ w ， 则序列 {/( xj } 收敛于 
/(0),但是在 S 内不收敛. 


4. 14拓扑映射（同胚) 


定义 4.30 设/: S — 了是从一个度量空间 （ S ，< i s ) 到另一个度量空间（了， d T ) 的函数•假 
定/在 S 上是 1-1 的，所以反函数 / -1 存在.如果/在 S 上是连续的，而且 / _1 在 /( S ) 上也是 
连续的，则称/为拓扑映射或同胚，而把度量空间 （ S ， 乂 s ) 和 （/( S )， d T ) 说成是同胚的‘ 

如果/是一个同胚映射，则 / _1 也是同胚映射.定理 4.23 表明，同胚映射把 S 的开子集 
映到 /( S ) 的开子集上，它也把 S 的闭子集映到 /( S ) 的闭子 集上. 

集合的在每一个拓扑映射下保持不变的性质称为拓扑性质.因此，开的、闭的或紧的这样 
的性质都是拓扑性质. 

同胚映射的一个重要例子是等距映射_这是一个在 S 上 1-1 且保持度量的函数，即对于 S 
内的一切点工和: y 有 

心 (/( x )，/(： y )) = dsix ^ y ^. 

如果从 ( S ， d s ) 到 （/( S )， d T ) 有一个等距映射，这两个度量空间就称为是等 距的. 

拓扑映射在空间曲线的理论中特别重要，例如，一条简单弧是一个区间的拓扑象，而简单 
闭曲线是圆的拓扑象. 

4. 15波尔查诺定理 

本节介绍著名的波尔查诺定理，这是关于在 R 内的紧区间1>， 6] 上连续的实值函数的一个 
•整体性质的 定理. 如果/的图像在 a 点位于: r 轴的上方，而在6点位于工轴的下方，则波尔查 
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诺定理断言，该图像必定在当中某点与: T 轴 相交. 我们的证明将基于连续函数的一个称为保号 
性的整体性质. [84； 

定理 4.31 设/在 R 内的一个区间上定义.假定/在 S 内的一点 c 处连续且 /( c ) 乒0，则 
有一个 1- 球 B ( c ; 幻使得 /( x ) 在 5) nS 内有与 /( c ) 相同的符号. 

证明 假定 /( c )>0. 对于每一个 e >0 有5>0使得 

/( c ) - e < /( x ) < /( c ) 十 e ， 只要 ： c 6 B ( c ；8) fl S . 

取相应于£=/(«：)/2(这个 £ 是正的） 的心 则有 

jf ( c ) < fix ) < y /( c ), 只要 X e U ) n S , 

所以 /( x ) 在幻 ns 内有与 /( c ) 相同的符号.如果 /( c )< o , 则证明是类似的，此时取 

e = -+/(<：)• ■ 

定理 4.32( 波尔查诺）设/是 R 内的紧区间!>， 6] 上的实值连续函数，并假定 / U ) 与 
/(6)有相反的符号，即假定 / U )/(6)<0, 则在开区间 （ a ，6) 内至少有一个点 c 使得 /( c )=0. 

证明 为明确起见，假定/(«)>0, /(6)<0.设 

A = {xtjc G [ a ，6] 且 fix ) ^ 0}. 

那么因为 aGA ， 所以 A 是非空的，而且 A 以6为上界 . Sc = supA ， 则 a < c <6. 我们将证明 
JXc ) = 0. 

如果 /( c ) 关0,则有一个 1- 球幻，/在其中有与 /(C) 相同的符号.如果 /( c )>0， 

则有点工〉 C 使 /( x )〉0 ， 这与 c 的定义相矛盾；如果/((7)<0，则 C — 3/2 对于 A 是一个上界， 
这又与 c 的定义相矛盾，所以必定有 /( c )=0. _ 

从波尔査诺定理可以很容易对连续函数导 出介值定理. 

定理 4.33 假定/是 R 内的紧区间 S 上的实值连续.函数.设在 S 内有两个点 a </? 使得 
/(«)^/(^),则/在区间 （ a ， 炉内能取到在 /( a ) 和/(沒)之间的每一个值. 

证明 设 々是在 /( a ) 和 /( 汾之间的一个数，对由等式 g *( x ) = / u )— 々在!>， /?] 上定义的 
函数 g 应用波尔查诺定理即可. ■ 

这个介值定理连同定理 4. 28—起，隐含着紧区间 S 在实值函数下的连续象是紧区间 

[ inf /( S )， sup /( S )]. 

(如果/是 S 上的常数，这将是一个退化的区间 .） 下一节把这个性质推广到度量空间的更一般 
的情况. [M 

4. 16连通性 

本节叙述连通性的概念及其与连续性的关系. 

定义 4.34 度量空间 S 称为是不连通的，如果 S = AUB ， 其中 A 与 B 是 S 内的不相交的 
非空开集.我们称 S 是连通的，如果它不是不连通的 • 


注度量空间 S 的一个子集 X 称为是连通的，如果当把它看作是 S 的一个度量子空 
间时，它是一个连通的度量空间. 
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例 

1. 具有通常的欧几里得度量的度量空间 S = R — {0} 是不连通的，因为它是两个不相交的 
非空开集的并集——正实数集和负实数集的并集. 

2. R 内的每个开区间都是连通的.这可以在第 3. 4节中作为定理 3. 11的一个推论来证明. 

3. 有理数集合 Q 看作是欧氏空间 R 1 的一个度量子空间，是不连通的.事实上， Q = AUB , 


其中 A 由所有<#的有理数组成， B 由所有>#的有理数组成.类似地， Q 内的每个球都是 
不连通的. 

4. 每一个度量空间 S 都包含非空连通子集.事实上，对于 S 内的每个 p ， 集合 { p } 是连 


通的. 

为了把连通性和连续性联系起来，我们引进二值函数的概念. 

定义 4.35 在度量空间 S 上连续的实值函数/称为在 S 上是二值的，如果 /( S ) G {0, 1}. 
换句话说，一个二值函数就是一个只以0和1为可能的值的连续函数.可以认为这是一个 
从 s 到度量空间了={0, 1} 的连续函数，其中： r 有离散 度量. 我们记得离散度量空间 了的每 
一个子集在： r 内都既是开的又是闭的. 

定理 4.36 度量空间 s 是连通的，当且仅当 s 上的每一个二值函数都是 常数. 

证明假定 s 是连通的，设/是 s 上的一个二值 函数. 我们必须证明/是 常数. 设入= 

是子集 {0} 和 {1} 的逆象.因为 {0} 和 {1} 都是离散度量空间{0, 1} 的开 
子集，所以 A 和 B 在 S 内都是开的.因此 ， S = AUB ， 其中 A 和 B 是不相交的开集.但是因 
为 S 是连通的，所以要么 A 是空集且 B = S ， 要么 B 是空集 aA = S . 在每一种情况下/在 S 


上都是常数. 

反过来，假定 S 是不连通的，从而 S = AUB ， 其中 A 和 B 是 S 的互不相交的非空开子 
集.我们将举出 S 上的一个二值函数，它不是常数■设 


fix ) = 



当 : C e A ， 
当 x 6 B . 


因为 A 和 B 都是非空的，所以/能取到0和1这两个值，所以/不是常数./在 S 上也是连 
续的，因为{0， 1} 的每一个开子集的逆象在 S 中都是开的. ■ 

下面我们证明连通集的连续象是连通的. 

定理 4.37 设/: S-HVT 是从一个度量空间 S 到另一个度量空间 M 的 函数. 设 X 是 S 的 
一个连通子集.如果/在 X 上是连续的，则/( X )是 M 的一个连通 子集. 

证明设 g 是/( X )上的一个二值 函数. 我们将证明 g 是常 数. 考虑在 X 上由等式 = 
d / u )) 定义的复合函数力，则 A 在 X 上是连续的而且仅能取值0和1，所以 /I 在 X 上是二值 
的. 因为 X 是连通的，所以/ I 在 X 上是常数而这隐含着 g 在/( X )上是 常数. 因此/( X )是连 

通的. ■ 

例因为 R 1 内的区间 X 是连通的，所以每一个连续象/( X )都是连通的 • 如果/是实值 
的，则象/( X )是另一个区间.如果/在 R ” 内取值，则象/( X )称为 R ” 中的一条曲线.因而， 
R " 中的每条曲线都是连通的. 
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作为定理 4. 37的一个推论，我们有波尔查诺定理的下述推广. 

定理 4.38( 对于实连续函数的介值定理） 设/是 R ” 的一个连通子集 S 上的实值连续函 
数.如果/在 S 内取到两个不同的值，比方说是 a 和办，则对于介于 a 和6之间的每一个实数 c ， 
在 S 内都存在点 Jt 使得 /(X) =c. 

证明 象 /( S ) 是 R 1 的一个连通子集，因此， /( S ) 是一个包含 a 和 6 的区间（见练习 
4. 38). 如果某个介于 a 与 6 之间的值 c 不在 /( S ) 内，则 /( S ) 将是不连通的. ■ 

4.17 度量空间的分支 

本节证明每一个度量空间 S 都可以被用唯一的方法表示成称为分支的一些连通的“片断”的 
并集.首先我们证明下述 定理： 

定理 4.39 设 F 是由度量空间 S 的连通子集构成的一个集族，交集： T = p | A 是非空的， 

Ae F 

则并集 U = U 八是连通的. 

Aer 

证明 因为丁#0，所以了内有某个设/是 U 上的一个二值函数.我们将证明对于 U 
内的所有的 i 都有/(1) = /(0,从而/在卩上是 常数. 如果:则对 F 内的某个 A 有 
x 6 A . 因为 A 是连通的，所以/在 A 上是常数，而且因为所以 /( x )=/ ⑴. ■ 

度量空间 S 内的每一个点: r 都至少属于 S 的一个连通子集，例如 Uh 按照定理 4. 39,所 
有包含1的连通子集的并集也是连通的.我们称这个并集为 S 的一个分支，记为 L / U ) •因 
此，是 S 的包含的最大的连通子集. 

定理 4. 40 度量空间 S 的每个点都属于 S 的一个唯一确定的分支.换句话说， S 的分支 
形成一族不相交的集合，它们的并集就是 S . 

证明 两个不同的分支不能包含同一点 X ;否则（按照定理 4. 39) 它们的并集将是包含文的 
一个更大的连通集. _ 

4. 18弧连通性 

本节介绍一个特殊的性质，称 为弧连通性， 欧氏空间 R ” 中的某些（但不是全部）连通集具 
有这一性质. 

定义 4,41 R n 内的一个集合 S 称为是弧连通的，如果对于 S 内的任意两点 fl 和 6 都有连 
续函数/: [0， 1]— S 使得 

/(0) = a , /( I ) = b. 

注 一个这样的函数称为从 fl 到&的一条路.如果/(0)古/( I )，则[0， 1] 在/下的 
象称为一条连接 a 和6的弧.这样， S 是弧连通的，如果 S 内的每一对不同的点都能 
被位于 S 内的一条孤连接起来.弧连通的集合也称为是顺向连通的 • 如果对于 0< f < 

1有/⑴= 泳 + (1 — Oa ， 则连接 a 和&的曲线称为一条线段 • 

例 

1. R " 内的每个凸集都是弧连通的，因为连接这样的集合的两点的线段位于这个集合内. 
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特别地，每一球都是弧连通的. 

2. 图 4-4 中的集合(两个相切的闭圆盘的并集)是弧连通的. 

3 . 图 4-5 中的集合由曲线 ：y = sin ( l / x )(0< jc < l ) 上的点和水平线段 一 上的点组 
成.这个集合是连通的，但不是弧连通的（练习 4.46). 



下面一个定理描述了弧连通性与连通性之间的关系. 

定理 4.42 R " 内的每一个弧连通集 S 都是连 通的. 

证明设 g 在 S 上是二值的，我们将证明 g 在 S 上是常数.选取 S 内的一点 fl . 如果 x € S ， 
则用位于 s 内的一条弧 r 把 a 与 jc 连接起来.因为 r 是连通的，所以 g 在 r 上是常数，所以 
g ( x ) = g ( a ), 但是因为 JC 是 S 内的任意一点，这表明^■在 S 上是常数，所以 S 是连 通的. ■ 

我们已经注意到，存在连通的集合不是弧连通的.然而，这两个概念对于开集是等 价的. 

定理 4.43 R ” 中每个开的连通集都是弧连通的. 

证明设 S 是 R ” 内的一个开的连通集合，并假定我们将证明 jc 与 S 内的每一点 
都可以用一 条位于 S 内的弧连接起来.设 A 表示 S 的由可以被如此连接到的点构成的子集， 
并设 B = S — A . 于是 S = AUB ， 其中 A 与 B 是不相 交的. 我们将证明 A 与 B 在内都是 

开的. 

假定 a 6 A 且有一条位于 S 内的弧（比方说是 D 把 fl 连接到因为 fl 6 S 且 S 是开的’所 
以有一 n - 球 B ( a ) QS . B ( a ) 内的每个 y 都可以被一条线段（在 S 内）连接到 a 从而被 r 连接到 
x . 这样，如果 y € B ( a )， 则 y 6 A . 这就是说 BU ) QA ， 从而 A 是开的. 

为了说明 B 也是开的，假定 &6 B ， 则有一球因为 S 是开的.但是如果 
内的一点 } 能被一条位于 S 内的弧（比方说是 〆 ）连接到 I 则点本身也能先从&连接到 y (用 
B ( fr ) 内的一条线段），再用严连接到 t 但是因为&茫 A ， 所以 B (6) 没有点能在4内.这就是 
说所以 B 是开的. 

于是我们有了一个分解式 S = AUB ， 其中 A 和 B 是 R " 内不相交的 开集. 而且， A 不是空 
的，因为因为 S 是连通的，所以 B 必定是空的，所以 S = A . 现在 A 明显是弧连通的， 
因为它的任意两点可以先分别连接到^从而被适当地连接起来.这就说明 5 是弧连通的._ 

注一条路/: [0， 1] — S 称为是折线，如果[0， 1] 在/下的象是有限条线段的并 

集. 利用在证明定理 4.43 时所用过的论述同样可以证明， R ” 中的每一个开的连通集 

都是折线连 通的. 即该集内的每一对点都可以被位于该集内的一条折线连接起来 • 
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定理 4.44 R n 中的每一个开集都能且只能用一种方法表示成可数个不相交的开的连通集 


的并集. 

证明 按照定理 4. 40, S 的分支形成一个不相交的集族，它们的并集是 S . S 的每一个分 
支都是开的，因为如果丁，则有一个 n - 球 BU ) 被包含在 SR . 因为 BU ) 是连通的， 

T ， 所以了是开的 • 按照林德勒夫定理(定理 3. 28 )， S 的分支形成一个可数族，而且，.按照定 


理 4 . 40, 分解为分支的方法是唯一的. ■ 

定义 4. 45 R ” 中的一个集合称为一个区域，如果它是一个开的连通集与该集合的_全部或 
部分边界点（也可以不包括边界点）的并集.如果不包括边界点，则这个区域称为开 区域； 如果 


包括全部边界点，则这个区域称为闭区域. 


注某些作者用区域这个术语代替开区域，特别是在复平面内. 


4. 19 一致连续性 

假设/在一个度量空间 （ S ， 乂 s ) 上有定义，在另一个度量空间（了， dr ) 内取值，并假定/ 
在 S 的一个子集 A 上连续.那么，给定 A 内任意一点和任意的£>0,有^ >0( 依赖于 P 和 
e ) 使得如果则有 

<£,只要乂 s (: r ， p ) <§• 

一般来说，我们不能期待对于一个固定的 e ， S 的同一个值能同样好地适用于 A 内的每一个点 />• 
然而，这种情况是可能发 生的. 发生时这个函数就称为在 A 上是一致连续的. 

定义 4. 46 设 /: 是从一个度量空间 （ S ，■ d s ) 到另一个度量空间 （了， Jt ) 的函数 • / 

称为在 S 的一个子集 A 上是一致连续的，如果下述条件 成立： ‘ 

对于每一个 £ >0，存在 5>0( 只依赖于 e ) 使得如果: rG A 且 A ， 就有 
• 心 （/( x ) ，/(/>)) < e ， 穴要 chix ， p 、< d , (6) 

为了强调在 A 上连续和在 A 上一致连续的区别，我们考虑下述实值函数的例子. 

例 

1. 设对于^>0有 /( jc ) = 1/ j ：， 并取 A =(0，1]. 这个函数在 A 上是连续的，但在 A 上不 
是一致连 续的. 为了证明这一点，设£ =〗0,并假设能找到一个3(0<5<1)满足定义的 条件. 
取1 =谷 ， p = d / ll ， 可得丨 X —p I 以及 

I /(I) _ I = y ~ y = y > 10 - 

因而，对于这两个点将总是有 I /(X)— /(/>) | >10，这与一致连续的定义相矛盾. 

2. 设 /( x ) = o ： 2 , ，并像上例一样取 A =(0, 1]. 这个函数在 A 上是一致连续的. 

为了证明这一点，注意有 

| /( x ) — fip ) | = | X 2 — p 2 | = I Cjc — p ) \<C2 \ x ~ p \. 

如果丨 X — 丨 <心则丨 /( x )-/(/>) I <2 次因此，一旦给定 e ， 只需取 3= e /2 就能保证对于满 
足条件 I x —p j <3的每一对 x 、 p 有 I fix ') — fip ) I < e . 这就表明 / 在 A 上是一致连续的‘ 
一个有益的练习是证明例2中的函数在 R 1 上不是一致连续的 • 
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4.20 —致连续性与紧集 

集合 A 上的一致连续性隐含着在 A 上的连续性（读者应该验证这一点）.如果 A 是紧集， 
则其逆命题也成立. 

定理 4.47( 海涅）设/: S — T 是从一个度量空间 （ S ， d s ) 到另一个度量空间（丁， d T ) 的函 
数. 设 A 是 S 的一个紧子集，并假定/在 A 上是连续的，则/在 A 上是一致连续的. 

证明 设给定了 e >0, 于是 A 中的每一个点 a 都与一个球 B S U ; r ) 相联系，其中 r 依赖 
于 a ，使得 

< 音，只要 : c 6 B s (a ； r) R A. 

考虑由半径为 r /2 的球 r /2) 构成的集族，这族球覆盖 A ， 而且因为 A 是紧的，所以这 
些球中有有限个也覆盖 A ， 比方说 

m 

A ^ [J -B s (a* V 

在任何一个两倍半径的球 r *) 中，我们有 

d T (fU),f(a k )) < y, 只要 : r e B s (a t ;n) R A . 

设沒是 n /2, …， 〜 /2 这些数中最小的一个，我们将证明这个 S 满足一致连续性定义中的 
要求. 

为此，考虑 A 中的两个点，比方说是 x 和 P ， 满足条件 AU ， p )< d . 按照上面进行的讨 
论，有某个球 BsUn r */2) 包含 X ， 所以 


由三角不等式可得 

ds ( p ， a k ) + c / s ( x , a A ) <5+ y^y + y — r k . 

因而， p ^ B s ( a k ； r ,) f | S , 所以也有 A (/(/>)，/( ❼ ））< e /2. 再次使用三角不等式就可以 
发现 


d T ( f ( x ) »/(/>)) ^ d T ( /( x ) ，/(〜)) + d T (/( a *)’/(/>)) <C -|- + y ~ 

im 这就完成了证明. ■ 

4.21 压缩的不动点定理 

设/: 是从度量空间 （ S ， £0到它自身的函数. S 中的一个点 p 称为/的不动点，如 

果 np )= p . 函数/称为是对 s 的一个压缩，如果存在一个正数 a < i ( 称为压缩常数）使得对 
于 S 内的一切 X ， ： y 都有 

<i(/(x) ,/(^)) ^ ad(x,y). ⑺ 

显然，任何度量空间中的压缩在 S 上都是一致连续的. 
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定理 4. 48( 不动点定理）完备度量空间 S 中的一个压缩有唯一的不动点多 
证明如果/>和 〆 是两个不动点，则⑺隐 含着以 夕， p ' XacUp , 〆 ），所以 d (/>， //)=0, 
从而 p = p f . 因而/最多有一个不动点. 

为了证明它有一个不动点，在 S 内任取一点 x 并考虑迭代序列 •• 

X ， fix), /(/(X))，… 

即按下述公式递推地定义一个序列 

Po = X , p n+l = /(/>„)» n = 0,1,2,-- 

我们将证明， {/ U 收敛于/的一个不动点 • 先证明 { pd 是一个柯西序列.由（ 7 )我们有 

d ( p n + l ， p „) = <i(/(/>„) */(pn-i )) ad ( p n ， / J„-1 ) > 

所以，按归纳法可得 

d ( p„ +l , p n ) < : a n dip i , p Q ) ^ ca " 

其中 c = , p Q \ 利用三角不等式，对于 m > w 可得 

dip m , p „) < 7 ^ J d { p k+l , p k ) < c ^ a k = 

r — L — „ A Ot 丄 Of 

k^n «— n 

因为当 n — oo 时 a ”— 0,所以这个不等式表明 {/> J 是一个柯西序列.但是 S 是完备的，所以 S 

内有一个/>使得 />• 根据/的连续性， 

f ( p ) = f (\ imp n )= YimfCpJ = lim ^„ +1 = p , 

n—^oo rt—►oo 

所以/>是/的一个不动点.这就完成了定理的 证明. ■ 

分析学中有许多重要的存在性定理容易从不动点定理推导出来.在练习 7. 3 6和 7. 37中给 

出了例子.参考文献 4. 4给出了对于数值分析的应用 • 

4.22 实值函数的间断点 

本章其余各节专门介绍在 R 的子区间上定义的实值函数的特性. 

设/在一个区间 U ，6) 上有定义，假定 6). 如果当 ： c 通过比 C 大的值趋向于 C 时 

/( x )- A , 我们就说 A 是/在 c 点的右极限，并写作 

Yimf ( x ) — A . 

x-^c^r 

右极限 A 也可以用 /(c+) 来 表示. 用 e— S 语言来说，这表明对于每一个 e >0 都有^ >0 使得 

j fix') _ /(c +) | <C e » 只 + 办 . 

注意/不需要在 c •点本身有 定义. 如果/在^:点有定义且 /( c +)==/( c )， 我们就说/在 C 点是 
右连 续的. 

如果 ceu ， 6]，则在 c 点处的左极限和左边的连续性可以类似地 定义. 

如果 a < c <6, 则/在 C 点连续，当且仅当 

/(c) = /(C+) = f(c —). 

如果/在(：点不连续，我们就说 C 是/的一个 间断点 （或 不连续点）. 这种情况满足下述条件 
之一： 
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a ) /( c +) 或 /(c — ) 二者中有一个不存在. 

b ) /( r +) 与 /(c 一）二者都存在但是不相等. 

c ) / Xc +) 与 /( r —) 二者都存在并且 /( c +) = /( c -)^/( c ). 

在 （ c ) 的情况下， c 点称为 可去间断点， 因为在(:点重新把/的值定义为 /(d + )=/( c _) 
就可以去掉这个间断点.在 （ a ) 和 （ b ) 的情况下，称 c 为不 可去间断点， 因为在 c 点对/重新定 
义不能去掉这个间断点. 

定义 4. 49 设/在闭区间[<2，上有定义.如果在某个内点 处 /(c + ) 和 /( c —) 都存在， 
则 

a) /(c)—/(r—) 称为/在 c 点的左跃变， 

b ) /( c +)—/( r ) 称为/在 r 点的右跃变， 

C )/_( C +)—/( C — ) 称为/在 C 点的跃变. 

如果这三个数中有任何一个异于0，则称 c 为/的一个跃变间 断点. 

对于端点 a 和6，只考虑单侧跃变，即在 < 2 点只考虑右跃变 /U + )—/( a ) ，而在6点只考 
虑左跃变/(6) —/(6— ). 

例 

1. 由当: r 关0时 /( yza :/ 丨 X 丨及 /(0)= A 定义的函数/在0处有一个跃变间断点，而 
不论 A 取什 么值. 这里/(0 + ) = 1， /(0 —) = — 1. (见图 4-6.) 


图 4-6 图 4-7 

2. 由当 _ r ^0 时 /( x ) = l 及/(0) = 0定义的函数/在0处有一个可去的跃变间 断点. 在这 
[93] 种 情况下 /(0+) = /(0— ）= 1. 

3. 由当 jr ^ O 时 /( a :) = lAr 及/(0) = A 定义的函数/在0处有 一 个不可去间 断点. 在这 

种情况下 /(0 + )和 /(0 —）都不 存在. （见图 4-7.) 

4. 由当 x 关0时 / U ) = sin ( l / x ) 及 /(0)= A 定义的函数/在0处有一个不可去间断点， 

因为 /(0 + )和 /(0 —）都不存在.（见图 4-8.) 

5. 由当时 / U )= xsin ( l /: r ) 及 /(0) = 1 定义的函数/在 0 处有一个可去的跃变间断 

点，因为/(0 + )=/(0 — ）=0. (见图 4-9.) 
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图 4-8 图 4-9 

4.23 单调函数 

定义 4.50 设/是定义在 R 的一个子集 S 上的实值函数./称为在 S 上是递增的（或是不 

递减的），如果对于 S 内的每一对点工和: y 都有 

x < y 隐含着 /( x ) < /(： y ). 

如果： c <〜 隐含着/(工）</( 30 ，则称/在 S 上是/^格递增的.（递减函数可以类似地定义 .） 一 
个函数在 S 上称为是单调的，如果它在 S 上是递增的或递减的 • 

如果 y 是一个递增函数， 则一 /是一个递减函数.由此，在很多涉及单调函数的情况下， 

仅考虑递增函数就够了. 

我们将证明，紧区间上的单调函数总是有有限的右极限和左 极限. 因此它们的间断点（如 
果有的话)必定是跃变间断点. 

定理 4.51 如果/在[>， 6] 上是递增的，则对于 U ，6) 内的每一个点 c ，/ G +) 和 /( c —) 
都存在，而且有 

/(C —) ^ /( c ) < /(C +)• 

在端点有 

f ( a ) f(a +) 和 — ) </(6). 

证明设八={/(7): a < x < c ). 因为/是递增的’所以这个集合是以/(<^)为上界的•设 

a = supA , 则 a </ Cc ) ,我们将证明 /(<：—) 存在且等于 

为此必须证明对于每一个 e >0 有^>0使得 

c — d < X < c 隐含着 | fix ) ~~a I < £. 

但是由于《=3邱八，所以有 A 的一个元素 /( x ,) 使得 a — e </ U ;)< a . 由于/是递增的，所以 
对于 （ x 、 ， c ) 内的每一个 x 也有 a — e < C /( xXa :， 从而 I fix)—a \ < Ce . 因此’数有所 
要求的性质. （/( H ~) 存在且 >/( c ) 的证明是类似的，只是对于端点要做一些平凡的修改 .）■ 
当然，对于递减函数有相应的定理，读者自己应能叙述出来. 

定理 4. 52设/在 R 内的一个集合 S 上是严格递增的，则、厂 1 存在，而且它在 /( S ) 上是 

严格递增的. _ 

证明 由于/在 S 上是严格递增的，所以它在 S 上是 1-1 的，所以厂 1 存在.为了证明 
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/一 ] 是严格递增的，设 是 / XS ) 内的两个点，并设々=/—(%)， x 2 ^ rHy 2 ), 不可能 
有 x ) x 2 , 否则将也有％ >： y 2 , 于是唯一的可能是 

0C\ < x 2 , 

这说明 / d 是严格递增的. ■ 

由定理 4. 52和定理 4. 29可以给出： 

定理 4.53 设/在一个紧区间[〜 6] 上是严格递增的和连续的，则/― 1 在 [/( a )， /(6)] 
上是连续的和严格递增的. 

注定理 4. 53告诉我们，连续的严格递增的函数是拓扑映射.反过来，从一个区间 
[ a , 6] 到一个区间 [ c ， 的每一个拓扑映射必定是严格单调函数.对这个事实的验证 
对于读者将是一个有益的练习（练习 4. 62). 


练习 


序列的极限 

4. 1证明关于在 C 内的序列的下述 论断： 

a ) y —0，当 I z 丨 <1? {/} 发散，当 I z I >1- 

b ) 如果 4 ^ 0 且 { c „ } 有界，则{(^一 0. 

c ) z n / n \ —0，对于每一个复数 l 

d ) 如果 = a / _ n ， 则 a n —0. 

4,2 如果对于一切 n^l 都有 a—2 = +〜）/2，求证 a „4( a ]+2 a 2 )/3* 提示： a n±2 + l =( a n — a n+x )/2- 

4,3 如果 0<心<1, 且对一切都有证明是一个以0为极限的递减 序列， 并证 

明 x 出 / — 1/2, 

4.4 两个正整数序列 Ud 和按如下方式递归地 定义： 取^=卜=1，对于分别为方程 

a n + b n ^2 = ( a„_ t + b n ^ V 2) 2 

中的有理部和无理部.证明对于有乂一2纪=1.推导出〜/乂(通过大于在的值）， 2 bJa n ^ y /2 
(通过小于#的值） • 

4-5 —个实序列对于满足 7 AH = d +6. 如果々试证明该序列递增并求出其 极限. 若 

+或〜=音，情况如何？ 

4. 6若对于一切 n^l 都有 | | <2及 | a n +t | < j 丨 W + 1 ~al \ , 证明 收敛. 

4.7 在度量空间 （ S ， d ) 中，假定 x ， ％—证明 d ( x „， y n )^ d { x , y ). 

4.8 试证明在紧度量空间 （ S ， …中， S 内的每一个序列都有子序列在 S 内收敛.这个性质也隐含着 S 是紧 
的，但是不要求你证明这一点 • （证明见参考文献 4. 2或 4. 3.) 

4.9 设 A 是度量空间 S 的一个子集.如果 A 是完备的，证明 A 是闭的.如果 S 是完备的，证明此命题的逆 
命题也成立. 

函数的极限 

注： 从练习 4. 10到练习4.28,全部函数都是实值的. 
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4-10 设/在开区间 （ a ， 6) 上定义并假定: 6 ). 考虑两个结论 

a)lim | /(jc + A ) —/( x ) | =0; b)Iim | fix + k )~ f{x — h ) | =0. 

h ►O h *0 

证明 （ a) 总是隐含 （b)， 并给出一个 （b) 成立但 （a) 不成立的例子. 

4. 11设/在 R 2 上定义，如果 


lim f ( x 9 y ) = L 

>y) ~^ia tb') 


以及一维的极限 lim/(x, 3O 及 y) 都存在，证明 

n V *6 


lim[lim/(x，：y)] = lim[lim/(x，：y )]= 乙, 

x y y-，b x *a 


现在考虑下述在 R 2 上定义的函数 /: 
x 1 — y z 


a ) /(xi y ) 

b ) f<ixi y ) 


工 2 +， 

( xy ) 


( xy ) 2 - h ( x ~ y) 2J 


当 U , y ) 关 （0, 0)， /(0, 0)=0. 
当 （x，y) 关 （0, 0)， /(0， 0)=0. 


c) fix , y ) — —— sm ( xy ) 

JC 


当 x 关0，/(0， y )^ y . 


d )/ c „ ,)=( u+3，)sin(1/ " )sin(1/y) 

10, 


当工关 0 且： y ^：0, 
当 x = 0 或 y = 0 . 


{ sinj ： — sin v ^ , 

I -:- ， 当 taar^tan^. 

tanx-tany 

cos 3 x ， 当 tanx= tany. 

在上述每一个例子中，确定下述极限是否存在，并求出那些存在的极限的值： 

lim[lim/(:c ， ;y)] ? lim[lim/(x ， y)] ; lim 

jr，0 y - ►O y -*-0 t-^ 0 (X， y V. ，（ 0 、 0) 

4.12 如果； re[0, 1]， 证明下面的极限存在， 

lim [ lim cos 2n (m! ttx)] 

m - ►oo n 十 oo 

并且该极限的值是 0 或1 ，取决于: T 是无理数还是有理数， 

实值函数的连续性 

4. 13 设广在 [ 〜幻上连续且当 : r 是有理数时 /Gc)=0. 证明对于 [a, 幻内的每一个 x 都有 /U) = 0. 

4. 14设/在 R ” 内的点 a = (q ， a 2 ，…， a„) 处连续，保持 a 2 ，，…，不动而由等式 

g ( x ) = /(x，a 2 ，… ，a „) 

定义一个新的一元实变量函数 g. 证明 g 在点 i = A 处 连续. （有时叙 述为： n 元连续函数分别对每个 
变量连续 .） 

4. 15用一个例子表明练习 4* 14中的命题的逆命题一般是不正确的 • 

4.16 设/， g 和&在[0， 1] 上定义 如下： 

fix ) = gix ) = h { x ) = 0 T 只要 x 是无理数； 
fix ) = 1而 g ( x ) = x , 只要是有理数； 
hix ) - 1/ n ， 如果: c 是有理数/«/«(最简分数）； 


h ( 0 ) = L 

证明/在[ 0， 1] 内任何地方都不是连续的， g 仅在1 = 0处是连续的， k 仅在[0, 1] 内的无理点处是连 
续的. 

4.17 对于[0， 1] 内的每一个 J ：， 当 : r 是有理数时设 /( x ) = j :， 当1是无理数时设 /( x ) = l — jt . 证明： 
a ) 对于[0， 1] 内的一切 x 都有 /(/( J ：)) = ： c . 
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[ W ] b ) 对于[0, 1] 内的一切 X 都有 /(x) + /(l- ： T) = l. 

C)/ 仅在点 1 = j 处是连续的. 


d ) / 取到 0 和 1 之间的每一个值. 

e ) 对于[0， 1] 内的一切 jt 和 y，/(：c + 30 — /( x ) —/(： y ) 都是有理数， 

4.18 设/在 R 上定义，并假定在 R 内至少存在一个点 A 使得/在该点连续.再假定/对于 R 内的每一个 x 
和 J 都满足等式 

fix + y ) = fix ) + f ( y ). 

证明存在一个常数 a 使得对于一切: r 都有 /( x )= ax . 

4.19 设/在 [ a ， M 上连续，并定义片 如下： g ( a )=/( a )， 且对于设 gU ) 是/在子区间 [ a ， x ] 上 
的最大值，证明 g 在 [ a ，6] 上连续. 

4.20 设，，…，人是定义在 1 T 内的一个集合 S 上的 m 个实值函数.假定每一 个力在 S 的点 a 处连续 •定 
义一个新函数/如下：对于 S 内的每个 jc ， /(:^是/ 〆 ^),…， 九 （ X )这 m 个数的最大值，讨论/在 fl 
点的连续性. 

4.21 设/: S — R 在 R ” 内的一个开集 S 上连续，假定 p 6 S 且 /( p )>0. 证明： 有一个 n - 球 B ( p ， r ) 使得对 
于该球内的每一个 X 都有 /( jc )>0_ 

4.22 设/在 R 内的一个闭集 S 上有定义且连续.设 

A = U::r e S 且 fix ) = 0}. 

证明： A 是 R 的一个闭子集. 

4. 23给定一个函数/: R — R ， 在 R 2 内定义两个集合 A 和 B 如下： 

A = { iy < /(:)}， B — { ( x , y ) : y > fix )}. 

证明： / 在 R 上连续当且仅当 A 与 B 二者都是 R 2 的开子集. 

4.24 设/在 R 内的一个紧区间 S 上有定义且有界.如果 TQS ， 则把 

H/(T) = sup{/(j：) — fiy) ! x G T^y 6 T} 

这个数称为/在丁上的振幅（或跨度） * 如果 xes ， 则/在 x 点的振幅定义为数 


w f (sc) = limD/(B(j ： ;A) fl S)- 

h ， 0 卞 

证明这个极限总是存在的，而且如/1) = 0当且仅当/在 I 点连续 • 

4,25设/在紧区间[>， 6] 上连续，假设/在: n 有一个局部极大值，在: r 2 有一个局部极大值.证明在 々与 
x 2 之间必有第三个点，/在该点处有局部极小值. 

注：说/在 om 有一个局部极大值，意思是有一个 1- 球^&一使得对于 BUDflb ，6] 内的一切工都有 
fixXfUO . 局部极小值类似地定义. 

4,26设/是一个实值函数，在[0, 1] 上连续，具有下述 性质： 对每一个实数 > 或者在[0, 1] 内没有 I 满足 
fix )= y , 或者恰有一个这样的 a 证明/在[0, 1] 上是严格单调的. 

4.27 设/是定义在[0, 1] 上的一个函数，它有下述性质：对于每一个实数 > 或者在[0, 1] 内没有 I 满足 
ggTj / ( x )^ y ^ 或者在[0， 1] 内恰有两个 T 值满足/(工） =： y _ 

a ) 证明/在[0, 1] 上不可能是连续的 • 

b ) 构造出一个具有以上性质的函数 /• 

c ) 证明具有这种性质的任何函数在[0, 1] 上都有无穷多个间断点* 

4. 28 在下述每一种情况下，给出一个在 S 上连续的函数/的例子，并使 /( S ) = 7\ 或者说明为什么不可能 
有这样的 
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a) S=(0 ， 1 )， 了 =(0 ， 1], 

b) S=(0 ， 1 )， T=(0, l ； U(lt 2). 


c) S = R ] , 

d) S=[0 ， 1]U[2, 3 ]， 

e) S=[0, 1]X[0 ， 1 ]， 

f) S=[0 ， 1]X[0 ， 1 ]， 

g) S=(0, 1)X(0 ， 1 )， 


丁=有理数集. 

T={0, 1}. 

T=R 2 . 

T=(0, 1)X(0, 1). 
T=R 2 . 


在 度置空 间内的连续性 

在练习 4. 29至练习 4.33 中，假定/: S — 了是从度量空间 （ S ， A ) 到另一个度量空间 （ 7% d T ) 的函数 • 
4.29 证明/在 S 上连续当且仅当对于： T 的每一个子集 B 有 

(intB) Q intf-UB)/ 


4.30 


4. 31 


证明/在 S 上连续当且仅当对于 S 的每一个子集 A 有 

/( A ) Q 7( A )- 

证明/在 S 上连续当且仅当/在 S 的每一个紧子集上连续* 提示： 如果在 S 内有心― 〆 则集合 


{ p f Xi ^ X 2 ,… } 是紧的 • 

4.32 —个函数/: S —丁 称为是 S 上的一个闭 映射，如 果对于 S 的每一个闭子集 A ， 它的象 /( A ) 在丁内是 
闭的.证明/在 S 上是连续的和闭的当且仅当对于 S 的每一个子集 A 都有 /( A )=7( 沿. 

4.33 在某个度量空间 S 中给出一个连续函数/和一个柯西序列 {〜} 的例子，使得 {/( A )} 不是 T 内的柯西 


序列. 

4.34 证明 W 内的区间（一 1， 1) 是同胚于 R 1 的.这表明无论有界性还是完备性都不是拓扑性质. 

4.35 第 9.7 节包含一个在[0, 1] 上连续的函数/的例子，对这个函数/有/([0, 1]) = [0, 1] X [0, 1]. 证 
明这样的/在[0, 1] 上不可能是 卜1 的. 

连通性 

4.36 证明一个度量空间 S 是不连通的，当且仅当 S 有一个非空子集 A ， A 关 S , 它在 S 内既是开的又是 
闭的. 

4 .37 证明一个度量空间 S 是连通的，当且仅当 S 的在 S 内既是开的又是闭的子集只有空集和 S 本身 • 

4.38 证明 R 的连通子集只能是 ( a ) 空集， （ b ) 单点集， （ c ) 区间（开的，闭的，半开的或无穷的）. 

4.39 设 X是一个度量空间 S 的一个连通子集.设 Y 是 S 的一个子集使得又，其中 X是X的闭包. 

证明 Y 也是连通的.特别地，这表明又是连 通的. 

4.40 如果: r 是度量空间 S 内的一个点，设 C / U ) 是 S 的包含 x 的分支_证明 t /( x ) 在 S 内是闭的. 

4.41 设 S 是 R 的一个开子集.按照定理 3. 11， S 是由 R 内的开区间构成的可数不相交集族的并集.证明这 
些开区间中的每一个都是度量子空间 S 的一个 分支. 说明为什么这与练习 4. 40不矛盾 • 

4.42 给定 R m 内的一个紧集 S ， 它具有下述性质：对于 S 内的每一对点 a 和 ir 以及每一个 e >0, 在 S 内存在 
有限点集 U 。 ， JC 〗 ，…， x n } ，其中 x n = b 9 使得对于々=1，2， …，”有 

II X k — X 卜 1 II < e. 

证明 S 是连通的，或证明 S 不是连通的. 

4.43 证明一个度量空间 S 是连通的，当且仅当它的每一个非空正常子集有非空的边界 • 

4. 44 证明 R ” 的每一个凸子集是连通的_ 

4 .45 给定一个函数/: R " — R m ， 它在 R w 上是11 的和连续的 • 如果 A 在内是开的和不连通的，证明 
/( A ) 在 /(R n ) 内是开的和不连通的_ 
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4. 46设 A = { ( jc ， j ) : 0< Cx ^ l , y = sinl / x } , B = {( x , y ) ： : y = 0， — l ^ x ^ O }, 并设 S == AUB . 证明 S 是 
连通的但不是弧连通的.（见第 4. 18节图 4-5.) 

4.47 设1^={匕， F 2 , ,"}是 IT 内的一个由连通紧集组成的可数族，对于每个*都有证明交 

oo 

集 p R 是连通的和闭的. 

k = \ 

4.48 设 S 是 R ” 内的一个开的连通集，丁是 R " — S 的一个分支 • 证明 R 71 — 了是连通的_ 

4.49 设 ( S ， 是一个连通的度量空间，它不是有界的_证明对于 S 内的每一个 a 和每一个 r >0， 集合 
{ x ： d ( x ， a ) = r } 都是非空的. 

一致连续性 

4.50 证明在 S 上一致连续的函数在 S 上也是连续的. 

4.51 如果对于 R 内的 I 有 /( x )=: r 2 , 证明/在 R 上不是一致连续的 • 

4.52 假定/在 IT 内的一个有界集上是一致连续的，证明/在 S 上必定是有界的- 

4,53设/是定义在 R H 内的一个集合 S 上的函数，并假定 /( S ) GR ' 设 g 定义在 /( S ) 上其值在 W 内，并 
设 fc 表示由 fc ( x )= g [/ U )] (当 JcGS ) 定义的复合函数.如果/在 S 上一致连续， g 在 /( S ) 上一致连 
续，证明 fc 在 S 上一致连续. 

4.54 假定/: S — T 在 S 上是一致连续的，其中 S 和了是 度量空间_如果是 S 内的任一柯西序列，证明 
_ {/(〜）} 是： T 内的一个柯西 序列. （与练习4_33对照 .） 

4.55 设/: S —了 是从一个度量空间 S 到另一个度量空间丁的函数 • 假定/在 S 的一个子集 A 上是一致连续 
的，并且丁是完备的_证明/到 A 有唯一的在 A 上一致连续的开拓- 
4.56 在度量空间 （ S ， c /) 中，设 A 是 S 的一个非空 子集. 对于 S 内的每一个: r ， 由等式 

/ 八（工） = in{{d(.x 9 y) ：y G A} 

定义一个函数 / A: S — R . 数 / A ( x ) 称为 x 到 A 的距离. 

a ) 证明 /a 在 S 上是一 '致连 续的. 

b ) 证明 A ={ x : 且 / A ( x ) = 0 h 

4.57 在度量空间 （ S ， …中，设 A 和 B 是 S 的不相交的闭子集.证明存在 S 的不相交的开子集和 V 使得 
AS /， B <= V . 提示： 用练习 4. 56的记号， 设 〆 x )=/ A ( o ：) —/ B Or )， 并考虑 】（一°°， 0) 及 VO ，+ oo ). 

间断点 

4.58 确定在 R 1 上按下列方程定义的函数 / 的间断点的位置，并进行分类： 

a ) /( x ) = ( sinx)/x 当工#0，/(0) = 0. 

b ) /( x ) = e 1/x 当 x #0，/(0) = 0. 

c ) /( x ) = e 1/x + sin ( l / x ) 当工#0， /(0) =0. 

d ) /( x ) = 1/(1 — e 1/jr ) 当： c ^ O ，/(0) = 0. 

4. 59 在 R 2 内确定练习 4_ 11 中各函数不连续的点的位置. 

单调函数 

4.60 设/在开区间 U ，6) 内定义，并假定对于 U ，6) 内的每一个内点 x 存在一个 1- 球 BU )， /在该 1- 球内 
递增.证明/在 （ a ，6) 内自始至终是递增函数- 

4.61 设/在紧区间 [ a ，6] 上连续，并假定/在任何内点处没有局部极大值和局部极小值.（见练习 4 * 25 后 
的注 .) 证明/在 U ，6] 上必定是单调的. 

4.62 如果/在 [ a ，6] 上是 1-1 的和连续的，证明/在1>， 6] 上必定是严格单调的 .即， 证明1>， 6] 的每一个 
到一个区间 j >, 幻上的拓扑映射必定是严格单调的 • 




极限与连续性 


81 


4.63 设/是定义在[心 6] 上的一个递增函数，并设，…， a 是此区间内的《个点使得 

x n 

a ) 证明 f ( x k +) - f ( x k -) </(&-)-/( a +). 

b ) 从 （ a ) 部分推断出 / 的间断点集是可数的. 

c ) 证明/在 [ a , 6] 的每一个开的子区间内有连续点. 

4.64 在 R 内的一个集合 S 上给出一个有定义且严格递增的函数/的例子，使得/在 /( S ) 上不是连续的 • 
4.65 设/在 R 的一个子集 S 上是严格递增的.假定它的象 /( S ) 有下述性质 之一： （ a )/( S ) 是 开的； 
( b )/( S ) 是连 通的； （ c )/( S ) 是闭的，证明/在 S 上必定是连续的. 

度量空间和不动点 

4.66 设 B ( S ) 表示由所有在一个非空集合 S 上定义且有界的实值函数构成的集合.如果 /€ B ( S )， 设 

11/(! = sup I fix ) I - t 

■res 

则数 II / II 称为 / 的“上确界范数”. 

a ) 证明公式 dif , g -)= || /—g || 在 B ( S ) 上定义一个度量. 

b ) 证明度量空间 （ B ( S )， 必是完备的.提示： 如果 </ J 是 B ( S ) 内的一个柯西序列，证明对于 S 内的每 
一个 I ，是实数的柯西序列. 

4.67 参阅练习 4.66, 设 C ( S ) 表示 B ( S ) 的由全体在 S 上连续且有界的函数组成的子集，现在 S 是一个度量 
空间. 

a ) 证明 C ( S ) 是 B ( S ) 的一个闭子集. 

b ) 证明度量子空间 C ( S ) 是完备的. 

4. 68参照不动点定理（定理 4. 48) 的证明中的记号： 

a ) 证明 £/(/?， f ( x )) a n /(1 ~ a ), 

在数值计算中非常有用的这个不等式对于 A 到不动点 P 的距离提供了一个估计，在 （ b ) 中给出了一 
个例子. 

b ) 取 /( x ) = + ( x +2/ x ) ， S =[ l ，+ oo ), 证明/是 S 的一个压缩，压缩常数 a = +， 不动点为 P = 

收 从1=趴=1开始形成序列{九}并证明丨 Pn -^/2 I 
4.69 用反例证明压缩的不动点定理在下述两种情况下都未必成立： a ) 底度量空间不是完备的， b ) 压缩常数 
4.70 设/: S — S 是一个从完备的度量空间 （ S ， …到其自身的函数.假定有一个收敛于0的实数序列对 
于一切/?彡1和 S 内的一切 x , : y 都有^尸（上）， 30 ,其中尸是/的第《个叠代；即 

f ( x ) = fix ) f 广 1 (： C ) = /(/* ( X )) ，对于 

证明/有唯一的不 动点. 提示：对于一个适当的 rn ， 对 r 应用不动点定理. 

4.71 设/: S — S 是从度量空间 （ S ， …到自身的函数，使得只要工关 y 就有 

d ( f ( x ), f ( y )) < d ( x , y ). 

a ) 证明/最多有一个不动点，并给出一个没有不动点的这样的函数的例子. 

b ) 如果 S 是紧的，证明/恰有一个不动点.提示：证明 g ( i ) = ^ x ，/( x )) 在 S 上达到它的最小值. 

c ) 给出一个 S 是紧的而/在其中不是压缩的例子. 

4* 72 假定/满足练习 4. 71中的条件.如果 x 6 S ， 对于 / i >0， 设知=1，/>,+ ! c „ = d ( p n ，). 

a ) 证明{^}是一个递减序列，并设 c = 

b ) 假定有一个子序列 { Akw } 收敛于 S 内一点心证明 




c = d { q f f { q )) = d ( fiq )，/[/(?)])• 

推证 9 是 / 的一个不动点，且有 9. 

进一步参考文献 

4.1 Boas, R. P., A Primer of Real Functions. Cams Monograph No. 13. Wiley, New 
York, I960, 
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4*3 Simmons ， G. F” Introduction to Topology and Modern Analysis. McGraw-Hill ， 
New York ， 1963. 

4,4 Todd ， J” Survey of Numerical Analysis. McGraw-Hill，New York, 1962 ‘ 











第 5 章导 数 


5. 1引言 

本章论述导数这个微分学的中心概念.从两个不同类型的问题，即求运动的质点的瞬时速 
度的物理问题和求曲线在一个给定点处的切线的几何问题，都能相当自然地引出导数的概念. 
这里，我们不准备关心导数对力学和几何的应用，而仅限于研究导数的一般性质. 

本章主要讨论一元实变量函数的导数，特别是在 R 内的区间上定义的实值函数的 导数. 本章 
也简要地讨论一元实变量的向量值函数的导数和偏导数，因为这些论题不涉及新思想.这些材料 
中有许多已为读者从初等微积分中所熟悉.对多元函数的导数理论更详细的讨论请参见第12章. 
本章最后一部分讨论单复变量复值函数的导数. 


5.2 导数的定义 


如果/在开区间 U ，6) 上定义，则对于 U ，6) 内的两个不同的点工和 c 可以构成差商 

fix ) — /( c ) 


我们保持 f 不动，而研究当 X — C 时这个商的性状_ 

定义 5.1 设/在开区间 （ a ， 6) 上定义，并假定 C 6 ( a ，6)，则/称为在 C 点是可微的， 


只要极限 


lim 


/( x ) — /( c ) 


存在.这个极限用 /( c ) 表示，称为/在 C 点的导数. 

这个极限过程定义了一个新的函数/'，它的定义域由 U ，6) 内/可微的那些点组成.函 
数/称为/的一阶导数.类似地，/的 n 阶导数（记为/°°)定义为>的一阶导数，《 = 
2, 3,….（按照定义，除非 / ( n — u 在一个开区间上有定义，否则就不考虑 / u> .) 读者可能很熟 
悉的其他记号有 

/’( c ) = D /( c ) = ^( c ) =裴 _ (其中 = /( T )) 

和一些类似的记号_函数/本身有时可以写成/ (0) .从/计算出/的过程称为微分. 


[1041 


5.3 导数与连续性 

利用下面的定理能够把某些关于导数的定理转化为关于连续性的定理 * 

定理 5.2 如果/在 U ，6) 上定义且在 （ a ，6) 内的一点 c 处可微，则有一个函数(依赖 
于 y 和 c ) 在 c 点连续，且对于 （ a ，6) 内的一切 ：*： 都有等式 

fix ') — /( c ) = (jt — c ) f * (工）， （1) 

而且 /’* ( C ) 反之，如果有一个函数广在 c •点连续且满足 （1) 式，则/'在 ( 、点可微且有 

/'u ， )=r(co. 
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证明如果 /( c ) 存在， 设广在 U ，6) 上定义 如下： 

厂 = /⑴ 一 /( e ) 当 了 关 c ， /* ( c ) = /( c ) ， 

X—— C 

则尸在 C 点连续，而且 （1) 式对于 U ，6) 内的一切 X 都成立. 

反之，如果 （1) 式对于某个在(:点连续的 /• 成立，则除以 X — (:并令: C — C 可知 /'( c ) 存在 
且等于 r ( c ). ■ 

作为 （1) 式的一个直接的推论 可得： 

定理 5.3 如果/在 c 点可微，则/在 C 点连续 - 

证明在 （1) 式中令 x — c 即可. ■ 


國 


注 方程 （ 1) 有一个几何解释可以帮助我们增加对它的含义的 认识： 因为广在 c 点连 


续，所 以如果 X 离 C 很近，则/‘ （ X) 几乎等于 
/* ( c )=/( c ). 在 （1) 式中用 /'( c ) 代替尸 （工）可 
得等式 

fix) — /(C) + /’(C) (X — C ) ， 

此式当 ： C 一 C 很小时近似地是正确的.换句话说， 
如果/在 C 点可微，则/在 C 点附近近似地是一 
个线性函数（见图5-1)，微分学经常用到函数的 



这个几何性质. 


图 5-1 


5.4 导数代数 

下面这个定理给出了通常的对两个函数的和、差、积、商进行微分的公式. 

定理 5. 4 假定 / 和 g 在 （ a ， 6) 上定义且在 c 点可 微，则 /+g，/—g 和 /*g 也在 c 点可 
微 . 如果 g(c) 古 0 ，则 f/g 也在 c 点可微 • 它们在 c 点的导数由下列公式给出： 

a) (/±g)'(c) =/'(<:) 士 〆 （ c ) ， 

b) (/ • g)'(c) =/(c)g’(<:) + /’(c)g(c) ， 

cK /仏)' 七 ) 逆 ，如果 ^)^0. 

证明我们来证明 （ b ) 式.利用定理 5. 2,可以写 

/(X) = /(c) + (x — c)/* (X) ， g(x) — g(c) + (x — c)g* (X). 

于是有 

f ( x ) g ( x ) — f ( c ) gic ) = (x — c)[/(c)^* ix ) + /* (x)g(c)] + (x — cY f * ( x ) g * (x). 

除以 x-c 并令 •z-c， ， 则可得 （b) 式. 其他等式的证明是类 似的. ■ 

从定义立即可以看出，如果/在 U，6) 上是常数，则在 （a， b ) 上有 f = 0. 此外，如果 
fix ) ~ x ,则对于一'切1有/ '/(x) = l . 定理 5. 4的重复应用告诉我们，如果是一 * 
个正整数），则对于一切I都有/'(尤）：〃/— 1 .再次应用定理5_ 4可知每个多项式在 R 内到处 
都有导数，每个有理函数在它有定义的地方都有导数. 
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5.5 链式法则 


对复合函数进行微分运算的所谓的 链式法则是一 个深人得多的结果. [1061 

定理 5.5( 链式法则） 设/在一个开区间 S 上定义， g 在 /( S ) 上定义，考虑由方程 

(茗。/)(工）=莒 [/( 工)] 

定义在 S 上的复合函数发。/，假定 S 内有一点 c 使得 / ( c ) 是 /( S ) 的内点 • 如果/在 (：点 可 
微，且 g 在 /( c ) 可微，则 g 。/ 在 r 点可微，且有 

ig 。 /)'(<：) = 〆[/(<：)]/’（<：)• 

证明利用定理 5. 2,对于 S 内的一切 x 都可以写 


fix) — f(c) = (jC 一 c)f* (X )， 

其中 /* 在 c 点连续且 /*( c )=/'( r ). 类似地，对于在 /( s ) 的某个包含 /( c ) 的开子集： r 内的 
一 1 切： v 都有 

g(y) — g[/(c)] = Ly — /(c)]g-* (y ), 

其中，在 /(c) 连续，而且 f [/(c)] =，[/( c )]. 

在 S 内选取 x 使得 : y = / U ) e ： T ， 则有 

貧[/(1)]—尽 [/⑺]== U — c)r (: rW [/( x )]. (2) 

按照复合函数的连续性定理， 

〆 [/( I )] — [/(()] = 〆 [/(()]， 当工 —c 

于是，在 （2) 式中除以 x — c •并让 c ， 可得要证的等式 

Um 莒 [’( X )] - C — = g’[/(c)]/'(c). ■ 

jr-^f X — C 

5.6 单侧导数和无穷导数 

到目前为止，/在 c . 点有导数这种说法的意思一 ■直是 c 是 一 个区间的内点，/在该点有定 
义，且 /( C ) 的定义式中的极限是有 限的. 为了讨论在区间端点处的导数，我们需要适当地开 
拓思路.也可以考虑引进 无穷的 导数，以便使导数的通常作为切线的斜率的几何解释在切线碰 
巧是竖直的情况下依然有效 • 在这种情况下不能证明/在 C 点是连 续的. 所以我们明确地要求 
它是连续的. 

定义 5.6 设/在闭区间 S 上定义，并假定/在 S 内的 C 点处 连续. 则/称为在 C ■点有右 
导数，如果右极限 

lim 

x-rf X — C 

作为一个有限值存在，或者这个极限是+°°或 一 °°.该极限用 /I ( c ) 表示.左导数用 ( C ) 表 
示，可类似地 定义. 此外，如果 C 是 s 的一个内点，而且/在 C 点的右导数和左导数都是 
+ CO , 我们就说/有导数 //( C ) = + oo . (导数 /'(<：) = — oo 可以类似地定义 .） 

显然，函数/在内点 C 处有（有限的或无限的）导数，当且仅当 / i ( c ) = / i ( c )， 此时 

fi (c) = /- <c) = /(c). _ 


國 
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图 5-2 描绘岀了上述某些概念.在点心有/彳（：^) = 一 oo . 在点 x 2 左导数是0而右导数是 
—1. 还有 /’( X 3 ) = —00， /丄（工 4 ) = —1， /+( x 4 ) = + l » /'( X 6) = +°°*/^( T 7) = 2. 在 X 5 点 
没有导数(单侧的或双侧的），因为/在那里不连续， 



5.7 具有非零导数的函数 

定理 5.7 设/在开区间 U ，6) 上定义，并假定对于 U ，6) 内的某个点 c 有 /'( c ：)>0 或 
/( c ) — +00， 则有一 1- 球6)，在此球内 

f ( x ) > /( c ) ,当 x > c ， fix ) < /( c ) ,当： r < c . 

证明如果 /( c ) 是有限的正数，可以写 

fix ) — /( c ) =(工 一 c ) f * Cx ) , 

其中 尸在 C 点连续，并且 /* (6")=/^)>0.按照连续函数的保号性，有一 1- 球 B ( C ) QU ， 6)， 
[108] /* ( x ) 在此球内与 /* ( c ) 同号，这就表明 /( a :) —/( c ) 与 : c — c 同号. 

如果 /( c ) = + w ， 则有一 1- 球 B ( c )， 在此球内有 

/⑴二 ■ /( ■£!> 1，只要 

X — C 

在此球内，这个商仍是正的，所以可得出与前述同样的结论. _ 

当然，如果在 ( a ，6) 的某个内点 C 处有 /'( c )<0 或 /(£：：> = — 00 ，则有一个与定理 5 . 7 类 

似的结果成立. 

5.8 零导数与局部极值 

定义 5.8 设/是定义在度量空间 M 的子集 S 上的实值函数，并假定 a € S ， 则说/在 a 
点有一个局部极大值，如果有一个球 B ( a ) 使得对于 B ( c ) flS 内的一切: c 都有 

/⑴ </ U ). 
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如果对于 BU ) f \ S 内的一切 x 都有 /( x )>/ U )， 则说/在 a 点有局部极小值. 


注在 a 点的局部极大值是/在子集 BCcOHS 上的绝对最大值.如果/在点有绝 
对最大值，则 a 也是一个局部极大值点.但是，/可能在 S 内的几个点上都有局部极 
大值，而在整个集合 S 上却没有绝对最大值. 

下面这个定理表明了在内点处的零导数与局部极值（局部极大值或局部极小值）之间的 
联系. 

定理 5.9 设/在开区间 U ，6) 上有定义，并假定/在 U , 6) 的一个内点 c 处有局部极大 
值或局部极小值.如果/在 c 点有（有限的或无穷的）导数，则 /( c ) 必定为 0. 

证明如果 /( c ) 是正的或是+ 00,则因为定理 5. 7, /在 c 点不能有局部 极值. 类似地， 

/( c ) 也不能是负的或 一° o . 然而，因为在 c 点有导数，所以唯一的可能就是 /'( dsO . ■ 

定理 5. 9的逆命题不 成立. 一般地说，只知道 /( c ) = 0 不足以确定/在 c •点是否有极值. 

事实上，它可能哪一种极值也没有，以 /( x )= x 3 和 c = 0 为例可以验证这一点.在这种情况 
下，/(0)=0,但/在0的每一个邻域内都是递增的. 

更进一步地应该强调指出，/可能在 c 点有局部极值而没有等于0的 /'( C ). 例如， / Cr ) = 

I I | 在 ： r = 0 处有最小值，但是它在0点没有 导数. 定理 5.9 假定/在 c 点有（有限的或无穷 
的）导数 • 这个定理还假定 c 是 U ，6) 的一个内点.例如 /(： c )=: c ， 其中/在端点处 
取到它的最大值和最小值，但/(工)在 U ，6) 内永不为零. _ 

5.9 罗尔定理 

在几何上明显可以看出，在一个区间1>， 6] 的两个端点处与 I 轴相交的一条足够“光滑”的 
曲线一定在 a 与6之间的某处有一个“转向点”.对这个事实的准确叙述称为罗尔定理* 

定理 5.10( 罗尔） 假定/在开区间 U , 6) 的每个点上都有（有限的或无穷的）导数，并假 
定/在两个端点 a 和6上都是连续的.如果 / U )==/(6)， 则至少有一个内点 c 使得/'((：)=0， 

证明假定/在 ( a ， W 内永不为0，我们将得到 矛盾. 因为/在一个紧集上连续，所以它 
在 [ a ，6] 内的某处达到它的最大值 M 和最小值 m . 不会在内点处达到一个极值(否则 /' 将在该 
点为0)，所以最大值和最小值都在端点处 达到. 因为 /( a )==/(6)， 所以 m == M ， 因此/在0, 6] 

上是 常数. 这与 /' 在 ( a ，6) 上永不为0 矛盾. 所以对于 ( a ，6) 内的某个 (:有 /'( r )=0. ■ 

5.10 微分中值定理 

定理 5.11( 中值定理）假定/在开区间 U ，6) 的每一点都有（有限的或无穷的）导数，并 

假定/在两个端点 a 和6都连续，则在 U , 6) 内有一点 c 使得 

fib ) — /( a ) = /’( c )(6 — a ). 

在几何上，这个定理表示，连接两点 A 和 B 的一条充分光滑的曲线有一条切线的斜率与 
弦 AB 的斜率相同.我们将从一个用对称的方式涉及/和 g 这两个函数的更一般的定理来推出 
定理 5.11. 

定理 5.12( —般的中值定理）设/和 g 是两个函数，它们每一个都在开区间 （ a ，6) 的每 
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个点上有（有限的或无穷的）导数，而且都在端点 a 和6处连续.再假定没有内点 x 使得 /'( X ) 
与 〆 （: r ) 二者同为无穷，则对于某个内点 c 有 

/( c ) lg ( b ') — g ( a )] = gCc ) lf ( b ) — /( a )]. 

注当 g ( x )=_ x 时，这个定理便给出定理 5. 11. 

证明设 AO ) = /( x ) [公⑹ 一 g ( a )] — g ( x )[/(6) —/( a )]， 则如果 /( x ) 与 g '(： c ) 二者都是有限 
的， Z / Cr ) 就是有限的，如果 /( x ) 或 〆 U ) 恰有一个是无穷的， // U ) 就是无穷的.（定理的假设中已 
排除了 /( x ) 与 〆 Or ) 二者都是无穷的情况 .） 还有， A 在端点连续， RhU )= hO >)= f ( a ：> g ( b ) — 
_ g ( a ) fXb ). 按照罗尔定理，对于某个内点有//⑺=0,这就证明了所做的断言. _ 

注读者应参看在平面上用参数方程 ， y = fit ) , 描述的曲线对 

定理 5. 12作出几何的解释. 

还有一种推广不要求在端点处的连续性. 

定理 5.13 设/和 g 是两个函数，它们在 U ，6) 的每个点上都有（有限的或无穷的）导数. 
在端点处假定极限 / U +)， g ( a +), /(6—) 和 g (6—) 都作为有限值 存在. 再假定没有一个内 
点 x 使得 /'( x ) 和/(工）二者同为无穷，则对某个内点 c 有 

f M \_ g{b —") — g(a +)] = g —) — /(a +)]. 

证明在 U ，6] 上定义新函数 F 和 G 如下： 

Fix ) = fix ') , Gix ) = gix ), 当 x 6 ( a ，6); 

F ( a ) = /(a +), G ( a ) = gCa +), F (6) = fib —) , Gib ) = gib —). 

则 F 和 G 在 [ a , 6] 上连续，我们可以把定理 5. 12 应用于 F 和 G 从而得到所期待的结论. ■ 
下面的结果是中值定理的一个直接推论。 

定理 5.14 假定/在开区间 U ，6) 的每一个点上都有（有限的或无穷的）导数，而且/在 
端点 a 和6处连续. 

， a ) 如果/在 （ a ，6) 内只取正的（有限的或无穷的）值，则/在 U ，6] 上严格递增. 

b ) 如果/在 U , 6) 内只取负的（有限的或无穷的）值，则/在 [ a ，6] 上严格递减. 

c ) 如果/在 U ，6) 内处处为零，则/在[>， 6] 上是常数. 

证明选取并对 [ a ， 6] 的子区间[ X ，应用中值定理可得 

f ( y )- f ( x ) = f ( c ) iy - x ), 其中 cG (: r ，： V ). 

定理的全部结论立刻都可以从这个方程得出. ■ 

把定理 5. 14( c ) 应用于 f — g 可得： 

推论 5.15 如果/和 g 在 [ a ，6] 上连续且在 U ，6) 内有相等的有限导数，则/ 一兒在 
[ a , 6] 上是常数. 

5.11 导函数的介值定理 

[ml 在定理 4. 33中我们证明了在紧区间|>， 6] 上连续的函数/能取到它在该区间上的最大值 

和最小值之间的每一 个值. 特别是，/能取到在 /( a ) 和/(6)之间的每一个值.现在我们将对 
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于导函数证明类似的结果. 

定理 5.16( 导函数的介值定理）假定/在紧区间 [ a ，6] 上定义，且在每一个内点处有（有 
限的或无穷的）导数.再假定/在端点处有有限的单侧导数/与 / i (6)，/；( a )^/-(6). 

则如果 c 是介于 /i ( a ) 和 /i (6) 之间的一个实数，则至少存在一个内点0：使得/ / ( x ) = c . 

证明定义一个新函数$如下： 

gix ) — /( x ) , 当 ： t — a ; g { a ) = /+( a ). 

x — a 

则 g 在闭区间 [ a , 6] 上 连续. 由连续函数的介值定理， g 在 U ， 6 )内•部能取到介于 / iu ) 和 
[/(6)—/ u )]/ a — a ) 之间的每一个值.按照中值定理，只要 ： ceu ， 6)，对于 u ， x ) 内的某 
点裊就有贫（工） =/'(▲)• 因而//在（0， 6) 内部能取到介于 /I ( a ) 和[/(^) —/( a )]/(6 — a ) 之间 
的每一 个值. 把类似的讨论应用于由 

hix^ = /(X) ~{ ( -> 当工关 6; h(b) = f-(b) 
x 一 b 

定义的函数 / i ， 则/^在(〜 6) 内部能取到介于[/(6) — / U )]/(6— a ) 与/：(6)之间的每一个值 • 

把这些结果结合起来，我们看到， /' 在 U ，6) 内部能取到介于 /( U ) 与/ ： (6) 之间的每一个值， 

这就证明了定理. ■ 

注当 / iu ) 与/ (6) 这两个单侧导数之一或二者都是无穷时，定理 5.16 仍然成立. 

在这种情见下的证明可以从考虑由等式尽（工） — cx ， 定义的辅助函 
数 g 给出，细节留给读者. 

这个介值定理表明，导函数在不取0值的区间内不能变号 • 因此，对于定理 5. 14的 （ a ) 和 
( b ) 有下述 强化： 

定理 S . 17假定/在 U , 6) 上有（有限的或无穷的）导数，且在端点 a 和6处连续.如果对 
于 （ d ，6) 内的一切 x 都有 ， 则/在 [ a ， 6 ]上是严格单 调的. 

这个介值定理还表明，单调的导函数必定是连续的. 

定理 5.18 假定 /' 存在且在开区间 U ，6) 上单调，则 /' 在 U ，6) 上连续. 

证明 假定/在 U ，6) 内的某个点 c 处有间断点，我们将得出矛盾.选取 U ， W 的一个闭 
子区间0,幻使 c 包含于它的内部.因为/在 [ a ， 幻 上是单调的，所以它在 c 点的间断点必定_ 
是跃变间断点（根据定理 4. 51). 因此 /' 取不到介于 /( a ) 和 /(/?) 之间的某个值，这与导函数 
的介值定理相 矛盾. ■ 

5. 12带余项的泰勒公式 

如前所述，如果/在 C 点可微，则/在 c 点附近近似地是一个线性函数.也就是说，当 
x 一(:很小时，等式 

fix) ~ f(C)+ f f (c) (x — c) , 

近似地是正确的.泰勒定理告诉我们，更一般地，如果/ 有”阶 导数，则/可以被 ”一 1次多 
项式逼近.此外，泰勒定理还对于由这个逼近所造成的误差给出了一个有用的表达式， 
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定理 5.19( 泰勒）设/在开区间 U ，6) 内到处都有有限的 w 阶导数 / (n) ， 并且假定 
在闭区间 [ a ，6] 上连续.假定 cG [ a ，6]. 则对于 [ a ，6] 内的每一点 x ， 在连接 j : 与 c 
的区间内存在点:^使得 

f ( x ) = /( c ) + 2 f k J C ) (工 - c ” + 广) (广 1 ) (x - c )\ 

泰勒定理将作为一般的中值定理的一个直接推广的推论而得到. 

定理 5.20 设/和 g •二函数在开区间 U ，6) 内有有限的 n 阶导数/ ⑷和 〆 ”>，在闭区间 
[>， 6] 内有连续的 n — r 阶导数.假定 c €[ a ， 6]，则对于|>， 6] 内的每一个点: c， ： c 关 c ， 在连 
接 x 与 c 的区间内都存 在点: Ti ，使得 

r fc ^> ( r \ -i 「 c /*) m I 

fix) — 2 — ix — cY g U) (x x ) = f in) (x x ) g(x) — 2 ] — ix — c) k . 

L f^o ^! 」 L k=6 k ! 」 


注在 g ( x ) = ( x — c) n 的特殊情况下，对于0<是</7_1有 g ⑴ （ c ) =0和 g ⑷ （ x ) = n ! ， 
于是此定理就化成了泰勒定理. 


U31 


证明为简单起见，假定 c<6， 而: r>c . 保持: r 不动，对于 [c， ： r] 内的每一个 f 定义新函 
数 F 与 G 如下： 

fik) ( f \ 

F(0= fit) + 2 1 k\ U ~ t)kj 

JLll ^ k ) ( 

Git) = g ⑴ + 2 — ( x _ ， 

jt=i 左 • 

则 F 和 G 在闭区间 [c，x] 上连续，在开区间 （r， I )内有有限的 导数. 所以定理 5. 12可以应 
用，可以写 

F'UdCG (: r) —G(c)] = G'UJEF (: c) — F(c )]， 其中々 G 


此式可化为等式 

F’(xi )[ g (: r ) — G ( c )] = G^Xi )[/( x ) — F ( c )]» ( a ) 

这是因为 GU )= g ( x )， F ( x )=/( x ). 现在，如果我们计算定义 FU ) 的和式的导数，记住该 
和式中的每一项都是一个乘积，就可以发现除了一项之外其余各项都被消掉，只剩下 



类似可得 


G f it) = 


(X — O n ~ l ( rt ) 


( O . 


令 t = A 并代入 ( a ) 式就可以得到本定理的公式 • 



5.13 向置值函数的导数 


设/: U ，6)— R ” 是定义在 R 内的开区间 U ，6) 上的向量值函数，则/=(/!，•••，/«)， 
其中每一个分量 久都是 定义在 U ，6) 上的实值函数.我们说/在 （ a ，6) 内的一点 c 处可微， 
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如果每一个分量夂在<;点都可微，并定义 

/'(c) = (/'“c) ，•••，/'„(<:))• 

换句话说，导数 /'( C *) 是由对/的每一个分量在 C 点微分而得到的.从定义可以看出，微分法 
的许多定理对于向量值函数也成立是不足为奇的.例如：如果/与 g 是在 C 点可微的向量值函 
数， A 是在 C 点可微的实值函数，则和 /+ g ， 乘积 A / 以及点积/在(:点都是可微的，且有 

(/ + g)'(c) = /’(c) + g'(c ) ， 

(A/)'(c) =A'(c)/(c)+A(c)/'(c )， 

(/ . g) r (c) = /(c) • g(c) +/(c) • g ’ (c). 

考虑分量容易证明这些结果.用同样的方法可以证明，对于复合函数的微分也有链式法则•如 
果/是向量值的， M 是实值的，则由 gU )=/[ MCr )] 给出的复合函数 g 是向量值的 • ,,链式法则 
叙述的是 

g ’( C ) = /’[ M ( C )] M ’( C )， 

如果/的定义域包含奴 C ) 的一个邻域，而且 l / ⑺和 /'0( C )] 二者都 存在. _ 

如定理 5. 11中所述的中值定理对于向量值函数不 成立. 例如，如果对于一切实数 （定义 
/ (t) = (costt sinO ,则有 

/(2丌）一/(0) = 0， 

但 / U ) 永不 为零. 事实上，对于一切《都有 II / G ) II =1. 适用于向量值函数的修改后的中值 
定理在第12章给岀（定理 12. 8). 

5. 14偏导数 

设 S 是欧氏空间 R ” 内的一个开集，/: S — R 是定义在 S 上的一个实值 函数. 如果 x = 

(^，…，： c „) 与 c „) 是 S 的两个点，它们相应的坐标除了第灸个之外是相等的， 

也就是说，如果对于*式々有 = 且，则我们可以考虑极限 

lim /( 太 ) 二 / ⑷ . ' ! 

x k^ c k 工 * — s 

当这个极限存在时，称其为/关于第々个坐标的偏导数，并记为 

D t /( c ), f k ( c ), |^( c ), 


或使用与之类似的表 达式. 我们将使用记号 D */( c ). 

这个过程可以 生成” 个函数 R /， D 2 /， …， D „/， 它们在 S 内那些相应的极限存在的点 

上定义. 

偏微分实际上不是一个新概念，我们只是每次都把/(^，…， x „) 当作一个一元函数处 
理，而使其他分量保持 不动. 也就是说，如果引进一个函数 S 定义为 

则偏导数 D */( C ) 与通常的导数 〆 ( C *) 就是完全相 同的. 这就是通常所说的对/关于第 A 个变 
量微分，而保持其他变量不动. 

在把一个概念从 R 1 推广到 R B 的时候，我们希望保持其在一维情况下的重要性质‘例如，在 
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一维情况下，导数在 c 点的存在性隐含着在 c 点的连续性.所以，似乎可以期待对于多元函数也 
有一个导数的概念，使它也隐含连续性.偏导数不具备这样的性质.一个〃元函数可以在一点关 
于每一个变量都有偏导数，可是在该点不是连续的.我们以下面这个二元函数为例说明这 一点： 

'r + ： y ， 当工= 0或 : y = 0， 

\ i ， 其他情况. 

偏导数0/(0, 0)和0 2 /(0, 0) 都存在.事实上， 


/0，： y ) 


^/(O^O) = lim ’ (工， 0 . ) ■ 二 -■ (( ㈣ = lim 

jc 0 ： r — 0 


X 


而且，类似地有0 2 /(0, 0) = 1. 另一方面，这个函数在（0, 0) 点显然是不连续的. 

关于每一个变量的偏导数各自的存在性，隐含着关于每一个变量各自的连续性；但是，正 
如我们刚刚看到的，这未必隐含着同时关于所有变量的连续性.偏导数所带来的困难在于，它 
们的定义本身迫使我们一次只能考虑一个变量.偏导数给出的是一个函数在每个坐标轴的方向 
上的变 化率. 有一个更一般的导数概念不限制我们去考虑坐标轴的特定的方向.这一点将在 
第12章详细研究. 

本节的目的只是介绍偏导数的概念，因为在第12章之前偶尔会用到它们. 

如果/在一个开集 S 上有偏导数 R /， D 2 /, …， JXf ， 则我们也可以考虑它们的偏导数， 
称为二阶偏导数.我们把 DJ •关于第 r 个变量的偏导数写为 D r , J \ 于是， 

Dr ,*/ = D r ( D */). 

可以类似地定义更高阶的偏导数.其他的记 号有： 

^r,kf r 备 ~ ， ^p.q.rf ~ ^ ^ ^ . 

dx r dX k dx p dx q dx r 

5. 15复变函数的微分 

本节将简要地讨论定义在复平面的子集上的复值函数的导数 • 这样的函数当然是向量值函 
数，它们的定义域和值域都是 R 2 的子集.第 4 章关于向量值函数的极限和连续性的全部思想 
都可以特别地应用于复变函数.然而，在复数集合<：与《维向量集合 R n (当 n >2 时）之间有一 
个本质的差异在这里发挥重要的作用.在复数系内有加、减、乘、除四种代数运算，这些运算 
满足实数系成立的大多数“通常的”代数法则，特别是，它们满足第1章中列出的实数的前5条 
公理.（公理6至10涉及复数中不可能存在的序关系 <•) 任何满足公理1至5的代数系统都称 
[ U 61 为域.（对于域的详尽的讨论，见参考文献 I . 4 .)在 R ”（ n >2) 内无法引人乘法和除法使得 R ” 
成为包含 C 的域 0 .然而，因为在 C 内除法是可能的，所以我们能作出像在 R 内定义导数时 
所用的基本的差商[/(幻一 /( c )]/( z — c )， 而在 C 内应当怎样定义导数现在也就变得很明 
了了. 


o 例如，如果可能在 R 3 内定义乘法使得 R 3 成为一个包含 C 的域，则可以进行如下 论证： 对于 R 3 内的每一个 I ，向 
量 1，X， JC 2 ，JT 3 将是线性相关的（见参考文献 5. 1 的 p. 558). 因此对于 R 3 中每一个 X， 形如 a 0 + a ] x + a 2 x 2 + 
幻 的关系式将能成立，其中 ai ，❼，都是实数，但是每一个实系数三次多项式都是一个实系数线性多 
项式与一个实系数二次多项式的积.这样的多项式的根只能要么是实数要么是 复数. 
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定义5. 2 1 设/是定义在 C 内的开集 S 上的复值函数，并假定 c 6 S ， 则/称为在 c 点是 
可微的，如果极限 

= /( c ) 

z—c Z 一 C 

存在. 

这个极限过程在 s 的那些使 / U ) 存在的点 z 定义了一个新的复值函数 /'. 更高阶的导数 
/, r ， …当然也可以类似地定义. 

下面的叙述对于定义在开集 S 上的复值函数现在可以用与在实数的情况下完全相同的方法 
来 证明： 

a) / 在 £• 点可微，当且仅当有一个在 c 点连续的函数 /* 使得对于 S 内的一切 2 都有 

/( 之） 一 /(c) = (z — c)/* (z) , 

并且广 (c)=/(c). 

注若设发 U)=_T ( Z )—/\ c )， 则 （ a ) 中的方程可变形为 

f(z) = /(c) + /’ (c) (z — c) 4 - g(z) (X — c ) ， 

当 z — c 时其中的 0. 此式称为 / 的一阶泰勒公式. 

b ) 如果/在 C 点是可微的，则/在 c 点是连续的. 

C ) 如果两个函数/与 g 都在 C 点有导数，则它们的和、差、积、商在 C 点也有导数而 
且由通常的公式（如定理 5. 4 中所示）给出.在 f / g 的情况必须假定容 （ C ) 关0_ 
d ) 链式法则 成立； 也就是说，我们有 

( g 。 /)’( C ) = 〆 [/(>)]/’(<：)， 

如果 g 的定义域包含 /( C ) 的一个邻域，而且 /'(c) 与 〆[/((：)] 二者都存在. 

当 /(d = z 时，对于 C 内的一切 h /' u ) = l , 当 /( 幻二 y 时(《是一个正整数），重复地_ 
使用 （ C ) 可得此式当 W 是负整数时也成立，假定 Z 关 0. 因而，我们可以用在初 
等微积分中同样的方法来计算复多项式及复有理函数的导数 • 

5. 16柯西-黎曼方程 

如果/是一个单复变量的复值函数，则可以把每一个函数值写成这样的形式： 

f ( z ) = u ( z ) 4- iiy ( z ) , 

其中 m 和 t ; 是单复变量的实值函数 •. 当然也可以把“和 u 作为二元实变量实值函数来考虑，于 
是可以写作 

f ( z ) = u ( jc f y ) + iv ( x f y ) » 当之= x + i ： y . 

在两种情况下我们都写/==« + &，并把 M 和 I ；分别称为/的实部和虚部.例如，在复指数 
函数/由 

f(zy — e z = e x cosy -h ie x sinjy 

定义的情况下，实部和虚部由 

u ( x , y ) = e ' cosjy , vix . y ) = e^siny 





94 


第 5 幸 


给出. 类似地，当 /U) = z 2 = (x+iy) 2 时，可求得 

u ( x 9 y ) = x z ^ y 2 j — 2 xy . 

在下面的定理中我们将看到，导数 /' 的存在性给实部《和虚部^加上了相当严格的限制. 
定理 5. 22 设 f = ti + iv 在 C 内的一个开集 S 上定义 • 如果 / ; ( c ) 对于 S 内的某个点 c 存 
在，则偏导数 Diw(c)，D 2 w ( c )，DpO) 和 D 2 i ;( c ) 也都存在，且有 

/’(c) = Di w(c) + iDiT ； (c) ^ (3) 

/'(c) = D 2 vM — iD 2 u(c ) ， (4) 

特别地，这隐含着 

Diu(c) = D 2 v(c) t Di vie) =— D 2 w(c). 


注最后这两个方程通常称为柯西-黎曼方程；通常见到的形式为 

du _ 9v dv __ du_ 
dx dy 9 dx dy. 

证明因为 /'( c ) 存在，所以有一个定义在 s 上的函数 /* 使得 
[ Il 8] fiz ) — /( c ) = (z — c )/ # ( z ) , (5) 

其中广在 c 点连续，且有厂 （ C )=/'( C ) •记 

z = j: + iy ， c — a -h idf (z) = A(z) + iB(z) » 

其中 A ( z ) 和 JB ( z ) 都是实的.注意当时有 AU )— A ( c ) 和 B(z)-*B(c). 只考虑 S 内的那 

些 : y = 6 的 2 ： 并取 (5) 的实部和虚部可得 

uixjb ^ 一 uia^by — (x 一 a ) A (: r + i 6)， ， b 、 — t ;( a »6) = (x — a ) B ( a : -\- ife ). 

除以; c — a 并令:可得 

Ditt(c) = A(c) ， Di^(c) = B(c). 

因为 / ( c ) + iB ( c ) ，这就证明了 （3) 式 • 

类似地，只考虑 S 内的那些的 z 可得 

D 2 ^(c) = A(c) r D 2 u(c) = — B(c) f 

这就证明了 （4) 式. ■ 

在下面这个定理中给出了柯西 - 黎曼方程的应用. 

定理 5.23 设/=“+4是在以 U ，6) 为中心的一个 开圃盘 D 内到处有导数的 函数. 如果 
M , t ； 或 j / | 中有任何一个在 D 上是常数 ㊀ ，则/在 D 上是常数.如果对于 D 内的一切2都 
有/'(?)=()，则/也是常数. 

证明 假设《在 D 上是常数.于是柯西-黎曼方程表明在 D 上有应用两次 

一维的中值定理可知，对于在 6 与: y 之间的某个: y /有 

v(x^y) — vix^b) = iy — 6 ) D2i ;( x» < y )— 0 , 

而且，对于在 a 与 x 之间的某个/有 

vC 工， b) — 幻（ “ ， 6) = (x _ a)Di vCx *6) = 0. 


© 这里丨/丨表示在 Z 点的值为丨 fiz ) | 的函数_ 
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所以对于 D 内的一切 U ， y ) 都有 30 = Wa ， 6)，所以在 D 上是常数.类似地讨论可 
知，如果 U 是常数，则 M 也是常数. 

现在假设 I / I 在 D 上是常数，则 | / ! 2 = u 2 + x ； 2 在 D 上是 常数. 取偏导数可得 

uT>\u + vD^ = 0, uD 2 u + vD 2 v = 0* 

按柯西-黎曼方程，上面第二个方程可写为 


vDi u — uD\V = 0* 

把这个方程与上面第一个方程联立消去可得到 （ w 2 + i ; 2 ) D iM = 0. 如果 m 2 + x /=0, 则“= 

幻 = 0，从而/=0.如果 M 2 + iy 2 /0， 则 DasO ; 所以 M 是常数，从而/是常数. 11191 

最后，如果在 D 上/' = 0,则偏导数0^和0 2 1/在1)上都是零.再次像在本证明的第一 
部分中所做的那样，便可知/在 D 上是常数. _ 

定理 5. 22告诉我们，函数 /= M + it ； 在 c 点有导数的一个必要条件是四个偏导数 Dim , 

B 2 u , D : v ， Da 在 c ： 点都存在而且满足柯西-黎曼方程 • 然而，此条件并不是充分的，考虑下 


例可以看到这一点. 

例 设 w 和^定义 如下: 


u ( xjy ) — 
v ( xjy ) = 


X 2 — y 3 

? T 7 

x 3 + y 

工 2 +y 


如果 （* r ，： y ) # (0,0)， w (0,0) 二0, 
如果 U ，： y ) # (0,0)， v ( 0 , 0 ) = 0. 


容易看出 DiW (0， 0 )^ D x vC 0 , 0) = 1， D 2 u (0, 0) = ~ D z v ( 0 9 0) = — 1，所以柯西-黎曼方程 
在 (0, 0) 点 成立. 然而，函数 /= M+iu 在2 = 0处不可能有 导数. 事实上，对于工= 0,导数定 
义式中的差商变为 


但对于 x = ： y ， 它变成 


/( 之） 一 /(0) = — y + iy = 1 + i 

z — 0 iy 

/⑴ 一/( O ) = xi = 1 + i 

z — 0 x -\~ix 2 


因此 /( O ) 不可能存在. 

在第 12 章我们将证明，如果“和 T ； 的偏导数在 C 点的某个邻域内是连续的，则柯西-黎曼 
方程对于建立 /=«+ b 在 c •点的导数的存在性确实是充 分的. 为了说明如何在实践中使用这 
个结果，我们将求出指数函数的导数.设 / U ) = e z = M + it ；， 则有 

u ( x f y ) = cosy , v ( x ^ y ) = e x sin3 ；, 

从而 

D 】 m (: r ， 3 ；) = e x cos3 ； = D 2 v ( x 9 y ) ? D 2 u ( x , y ) =— e ^ sin ^ =— Di v ( xjy ), 

因为这些偏导数在 R 2 处处连续且满足柯西-黎曼方程，所以导数 / U ) 对于一切=都存在•为 

了计算这个导数，利用定理 5. 22可得 

fiz ) = e x cosy + ie x siny = fiz ). 

这样，指数函数是它自己的导数(像在实的情况中一样). 
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练习 


实值函数 


在下述练习中，在必要的地方假定已知初等三角函数、指数函数和对数函数的微分公式. 

5. 1函数/称为在 c 点满足 a 阶的利普希茨条件，如果存在一个正数 M (它可能依赖于 c ) 和一个 1- 球 B ( c ) 使得 

I fix ) — /( c ) | < M | X — c | % 

只要 x6B(c) , x^c. 

a ) 证明满足 a 阶的利普希茨条件的函数当《>0时在 c 点是连续的，当 a > l 时在 c 点是有导数的 • 

b ) 给出一个函数的例子，使其在 c 点满足1阶的利普希茨条件而 /( c ) 不存在 • 

5.2 在下列每一种情况下，确定函数/递增或递减的区间，并在每一个/有定义的集合内求出最大值和最小 
, 值（如果有的话). 

a ) /( x ) = x 3 xG R - 

b ) /(: c ) = log (: c 2 ~ 9) ， I x I >3. 

c ) f { jc ) = x z/z ( x — l ) 4 ， 

d ) /( x ) = ( sinx)/x 如果 x 妾0，/(0) = 1， 0 < x < 7t / 2 . 

5.3 求出一个最低可能次数的多项式 / 使得 

) — ai » fix 2 )=^ 2 » / / (xi ) = &1 ? f ( x 2 ) = 62 ， 

其中：而且 q ， 心， M ， 如是 给定的实数. 

5.4 定义/ 为： /(: r ) = e —" 2 ，如果 1参0, /(0) = 0.证明 

a ) / 对于一切 x 都是连续的. 

b ) / ( n ) 对于一切: r 都是连续的，而且/^(0) = 0, （ n = l ， 2,…） • 

5*5 定义/， g 和 A 为： f ( 0 ) = g ( 0 )=hm = 0 , 且当时 /( x ) = sin ( l /: r )， g ( x ) = xsin ( l / x ) , h ( x ) = 
x 2 sin ( l / x ). 证明 

a ) /( x ) = - l / x 2 cos ( l / x ), 如果 jt 关 0; /(0) 不 存在. 

b ) 〆 （ x ) = sin ( l / x ) — 1/j:cos(1/x) , 如果 x ^ O ； 〆 （0) 不存在. 

c ) h f ( x ) = Zjcs ' mCl / jc ) ~ cos ( l / x ) ， 如果 x^O ; / i ’（0) = 0 ; lim A /( j :) 不存在. 

jc 

5,6 对于两个函数 / 与 g 的乘积 / i 的《阶导数推导出莱布尼茨 公式： 


画 


5.7 


h M ix) = 2 ( \/ a? (x)g (n ~ k) (x), 


其中 0 = 


nl 

kt(n-k)) 


设 / 和 g 是两个对于 R 内的一切: t 都有定义且有有限的三阶导数 /〃(x ) 和的函数.如果对于一切 
: c 都有 /U)gU) = l, 证明在 （a)，（b)，（c) 和 （d) 中的关系式在分母不为零的点上 成立： 

a) / / (x)//(j:) + g / (x)/g(x) =0. 

h) f ix) / f (x) — 2 / / (x)//(x) — g ix)/g {x) = 0. 

C ( x ) 3 3 fix ) Z ⑴ 一 o . 

f ix) fix)g ix) fix) g (x) 

,(:r) 3 I \ 2 一 ,(x) — 3 //(x) \ 2 
f ix) 2 \ f (x) / g ix) 2 / 


注: ( d ) 式左边的表达式称为 / 在: T 点的 施瓦茨 导数. 
e ) 证明/与 g 有同样的施瓦茨导数，如果 

g(x) == Ca/(x) + b]/{_cf{x) + <i ]， 其中 ad ^ be #0. 
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提示 ： 如果 可以写 U /+6)/( S /+ rf ) = ( a 八 ）+ (6 c —&)/[ c ( c /+ d )]， 再应用 （ d ) 式, 

5*8 设，， / 2 , 幻， 幻四个函数在 ( a , 6) 内有导数.用行列式定义 F 为 


F ( x ) = 


(工) 
g ! (工） 


/ 2 (x) 
g2 (X) 


如果 a ： 6 ( a ， W . 


a ) 证明 F '(: r ) 对于 ( a ，6) 内的每一个 x 都存在，且有 

fiU ) f 2 U ) 

gl ( x ) gz ( x } 


F 7 ( x ) 


f \ ( x ) flix ) 

g\ (^) g2( 工 y 


b) 对于 《 阶行列式叙述并证明更一般的结果. 

5.9 给定个函数 /!， …，/„，它们每一个在 U, 6) 内都有”阶导数. 一 个函数 w 称为乃 ，…， /„的朗斯 
基函数，定 义为： 对于 (a, 6) 内的每一个X， W( jc ) 是一个/!阶行列式的值，这个行列式中的第 々行第 m 
列上的元素是/2 — 1 ) ( 工），其中々=1，2， ■•• ， n，m=l， 2，…， m [/L。〉 （工）表示 /m (工） -] 

a) 证明 1^(0：) 可由在定义 w(x) 的行列式中把最后一行代之以 n 阶导数 yru)， …， yr(x) 而得到 • 

b) 假定存在 n 个常数 q， …，不全为零，使得对于 U，6) 内的每一个 x 都有 q/Jx) 十… +c n A(x)=0, 
证明对于 (a, W 内的每一个 x 都有 WCr)=0. 

注： 满足这样的关系的函数集合称为（仏 6) 上的一个线 性相关的集合 • 

c ) 朗斯基函数在 U ，6) 上恒等于零是/\，…，八线性相关的必要条件，但不是充分条件.证明 •• 在两个 
函数的情况下，如果朗斯基函数在 U ，6) 上恒为零而两个函数之一在 U ，6) 内不为零，则这两个函数 
形成 U ，6) 内线性相关的集合_ 


m \ 


中值定理 

5.10 给定一个函数/在 ( a ，&) 内定义且有有限的导数，而且 lip /(: c ) = + oo . 证明： lir ^/(: r ) 要么不存在， 
要么是无穷的. 

5.11 证明中值定理中的公式可以写为： 


fix + h ) - fix ) =/( 工 + 汍）， 

h 


其中 O <0<1. 在下述各种情况下作为 x 与 A 的函数确定心 

a )/( x ) = x 2 , b )/0) ， 


5, 12 


c )/( x ) = , 


d ) f { x } — \ ogx , x >0. 


保持 ^^0 不动，在每一种情况下求 lim 0. 

AM) 

在定理 5. 20 中取 fix ) — Zx A —2 x 3 — x 2 + 1 和 g ( a ：) = 4 x 3 — 3 a ： 2 ~2 x . 证明：如果 0< X 1， 则 / ( x )/ 
永不等于商 [/( l ) —/(0)]/[ ff ( l ) — g (0)]. 如何解释其与 «=1 时从定理 5. 20 可得到的 


/(6) — /( a ) — f (xi ) 
gib ) — g { a ) g ( jo \ ) 


a <i JC \ <C b 


这一等式的无矛盾性？ 

5. 13在定理 5. 20的下述每一种特殊情况下，取”=1， c = a , x = b ， 证明：^ = U + W /2. 
a ) fix ) = sinx , g ( x ) = cosx ; b ) f ( x ) = e r 9 g ( x ) = e x . 

你能找出由这样的一对函数 / 与 K 组成的一般函数类，使 A 总是(《+6)/2,且使 （ a )，（ b ) 两例在此类 
之中吗？ 

5.14 给定一个函数/在半开区间 0<: c < l 内定义且有有限的导数/，并有丨 /( I ) I <1. 对于《=1，2, 
3,…定义 a =/(1/；2)， 证明 lim 〜 存在. 提示： 柯西条件， r 
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國 


5. 15假定/在开区间 （ a ，6) 的每个点都有有限的导数，再假定对于某个内点 o lim /' i ) 存在而且是有限 

工 '- w c 

的，证明这个极限值必定是 /( C ). 

5.16 设/在 U ，6) 上连续且在 Gz ，6) 内除了 c 点可能例外之外处处都有有限的导数 /'_ 如果 lim /(: r ) 存在且 
值为 A ， 证明 /( c ) 必定也存在，且其值为 A . 

5.17 设/在[0， 1] 上连续，/(0) = 0, /( x ) 对于(0， 1) 内的每个 jc 都是有限的. 证明： 如果/在（0， 1) 上 
是一个递增函数，则由等式 g (: t ) = /( ar )/ x 定义的函数 g 在(0, 1) 上也是递增的 • 

5.18 假定/在 U ， W 内有有限的导数，在 [ a ， 上连续且 / U ) = / O 0=0. 证明： 对于每一个实数 A , 在 ( a ， 6) 内 
都有某个 c 使得 /( d = A /( c ). 提示： 对于一个依赖于; I 的适当的函数心把罗尔定理应用于 gr (： r )/(： r )- 
5.19 假定/在[〜 6] 上连续，并且在开区间 U ，6) 内有有限的二阶导数假定连接4=(〜/(«))与6 = 
(6, /(6))两点的线段与/的图像在异于 A 和 B 的第三点 P 处相交.证明对于 U ，6) 内的某点 c 有 

. / / (r) = 0. 

5.20 如果/在 O , 6] 内有有限的三阶导数 r ， 而且 

f ( a ) = /( a ) = fib ) = /(6) = 0， 

证明对于 ( a , 6) 内的某点 0 有/#((：) = 0, 

5.21 假定/在开区间（0, 1) 内是非负的，而且有有限的三阶导数/.如果对于（0, 1) 内的至少两个工值有 
/( x ) = 0, 证明对于 (0, 1) 内的某点 c 有/ ^( c ) = 0. 

5.22 假定/在某个区间 U ，+ oo ) 内有有限的 导数. 

a ) 如果当 + 时 /( x )’ l ， f ( x )-^ c » 证明 c =0. 

b ) 如果当 X —+ oo 时 — 证明当工 —+ oo 时 

c ) 如果当 JC — + 00 时/^ ( x )— 0，证明当工4 + 00时 /( x )/ x -^0* 

5.23 设 / i 是一个固定的正数.证明没有一个函数/同时满足下述三个条件：/(工) 对于工 >0 存在； /(0) = 0； 
对于工>0有/(工)>打_ 

5.24 如果 h >0 且 /( j :) 对于 （a — A ， a 十/0内的每一个 x 都存在（而且是有限的），假设/在 [a —M a + A ] 上 
连续，证 明有： 

a ) /(a + A )7/( g - A _ ) . = / U + ^)+/ ( a - 你)， 0< d < l ； 

h 

b) /(^ + A )-2/( a ) + /( a - fe ) = / / (a+A/t) _ / / (a _ Afc) ^ 0< A <1. 

h 

c ) 如果 /'( a ) 存在，证明 

/( a ) = Um /(fl + / t ) 二 2 {(，) 七 - H . 


d) 给出一个例子，使 (C) 中的商的极限存在，但是 /(a) 不存在， 

5. 25设/在 ( a ，6) 内有有限的导数并假定 6). 考虑下述 条件： 对于每一个 e >0 都有 1- 球 B ( c ; 5)，它的 
半径$仅依赖于 e 而不依赖于 c ， 使得只要幻而且就有 

/(工) .. — —/ (c) <€ . 

x — c 


证明： 如果上述条件在 U ，6) 内恒成立，则/在(〜 6) 上连续_ 

5. 26假定/在 ( a ， W 内有有限的导数，在幻上连续，对于 U ， «内的一切 a 都有 a </ U )< fc ， 而且对 
于 U , W 内的一切 x 都有 | fix ) | < a < l . 证明/在[〜幻内有唯一的不 动点， 

5.27 给出一对函数/与 g 的例子，它们在（0, 1) 内有有限的导数， ff '( x ) 永不为零，使得 


lim 


/( I ) 
容 （1) 


0, 
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但是不 存在. _ 

5.28 证明下述 定理： 

设/与 g 两个函数在 ( a ， W 内有有限的 n 阶导数.对 Ox ，6) 内的某个内点 c ， 假定有 /( c ) = /(() = …= 

广一 1 ) ( c ) = 0 及发(（）= 〆 （<:)土…= 〆 ” — 】） （ c ) = 0， 但是 〆 rt )( x ) 在 （ a ，6) 内永不为零 • 证明 

Um /(:) = 产⑺ 

gU ) ~ g ^ Xc) w 

注： 未假定 / M ) 和在 C 点处连续.提示：设 

F ⑸二， ⑸ -—’ 


类似地定义 G， 把定理 5. 20应用于 F 与 G 这两个函数. 
5.29 证明泰勒定理中的公式也可以写成下面的 形式： 


fix ) = 2 ^^( x - c )* + 


(x — c ) (x ~ J：1 ) 


f n) (xi ) 


是！ 一 ” (n-l)! 

K— 1 / 

其中々 是连接和 c ： 的区间的内点 • 设 1—— A)/(:r —c). 证明0<0<1，并推导出如下形式的 
余项（柯西余 项）： 


a - dr ~ l ( x ~ c ) 

(n — 1 ) ! 


/ rt) [fe + ( l -0) c ]. 


提示： 在定理 5.20的证明中取0(0 =发(0=〔 

向董值函数 

5.30 如果向量值函数/在 c 点是可微的，证明 


/'(c) = lim 士 [/(c + fe) — /“〉]. 

h~*o n 

反之，如果这个极限存在，证明/在 c 点是可微的 • 

5.31 设向量值函数/在 U，6) 的每个点上都是可微的，而且它有常数范数II /II . 证明在(〜 b ) 上有 f ( f ) • 

5.32 设向量值函数/永不为零，导数/存在且在 R 上连续.如果有一个实函数 A 使得对于一切 i 都有= 
A(^)/(/>, 证明有一个正的实函数《和一个常向量 c 使得对于一切£都有 /“）= u(0c. 

偏导数 

5, 33考虑在 R 2 上按下述公式定义的函数/: 


f { x $ y ) = ■■■ 2 如果 ( Jt：,：y〉 尹（0,0)，/(0,0) = 0. 
x + y 

证明偏导数 Q/b，W*D 2 /(: t , y) 对于 R 2 内的每一点 (x，y) 都存在，并求出这些偏导数用I和 y 明 
确地表示的表 达式. 再证明/在(0, 0) 点不是连续的 • 


5. 34设/在 R 2 上定义 如下： 

f ( xyy ) = y : 2 如果 （a：，：y) 尹（0,0)， 

当/在原点的一阶和二阶偏导数存在的时候，计算它们的值_ 


/(0,0) = 0* 


ft 值函数 

5* 35设 S 是 C 内的一个开集， S* 是由复共轭5组成的集合，其中 zGS . 如果/在 S 上定义，则 gr 在 S* 上 
定义为 g( D =7^， 这是 /( 幻的复共轭.如果/在 c 点是可微的，证 明发在「点 是可微的，而且 

crV ^~f r TrS 


[125] 
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5. 36 i ) 在下面每一个例子里令 /=^+ ir ， 求出 w ( x ， y ) 与 t ；(： c ， y ) 的显式表 达式: 


ei)f(z) =sinz, 
c )/( z ) = I z \ f 
e )/ O ) = arga : (之 #0) ， 
g)/(z)-=e " 2 , 


b) f ( z ) == cosz ， 

d) f(z)~ z , 

f)/0) = Logz (z^O ), 

h )/( z ) = ^ (a 是复数， z ^ O ). 


(这些函数如第 1 章所指出的那样定义 .） 


ii ) 证明 《和1 对于 z 的下述各值满足柯西 -黎曼方程： 在 （ a ), ( b )， （ g ) 中的一切在 （ c )，（ d )，（ e ) 
中没有 q 在 （ f )，（ h ) 中除了实数之外的一切 ^ (在 （ h ) 中，如果 《 是非负整数，则柯西-黎曼 
方程对于一切 z 成立；如果《是负整数，则柯西-黎曼方程对于一切2^0成立 .） 

iii ) 在 （ a )，（ b )，（ f )，（ g ), ( h ) 中，假定导数 / Q ) 存在，计算 /(=)• 

5.37 记 /^ u + ix ；， 并假定/在一个以（0, 0) 为中心的开圆盘 D 的每一个点处都有导数•如果 cm 2 +6 x ; 2 在 D 

上对于某两个不全为0的实数 a 和6是常数，证明/在 D 上是 常数. 


进一步参考文献 


5.1 Apostol ， T. M. ， Calculus, Vol. 1 ， 2nd ed. Xerox ， Waltham, 1967. 
h 26] 5-2 Chaundy, T. The Differential Calculus. Clarendon Press, Oxford ， 1935. 









第 6 章有界变差函数与可求长曲线 

6. *1 引言 

第4章曾导出单调函数的某些基本性质.本章准备讨论有界变差函数，这是一类与单调函 
数紧密相关的函数.我们将看到，这些函数与有有限弧长的曲线（可求长曲线）密切地联系着， 
它们也在下一章的黎曼-斯蒂尔切斯积分理论中发挥作用. 

6.2 单调函数的性质 

定理 6. 1设/是在 [ a ，6] 上定义的递增函数，并设: r 。， x ! ，…，是符合 

a ~ <i X ] x 2 <i — x n = b 

的 w + 1 个点.于是有不等式 

+) — /(:*—)]< / ⑹ — /(a). 

1 

证明假定: y * e ( A ， x k + 0 . 对于1，我们有 /(々 + )</(%) 和— 
f ( x k — ) ,所以有/(々 + ) — /(a — X /(： y *) _ /(： y *- i ). 如果把这些不等式相加，则右边的和 
合并为/(%-】）一/(%).因为 /(： y "- i ) —/(>)</ ⑹ —/( a ) ，所以这就完成了证明. ■ 
差值/(々 + ) —/(々一 ） 当然是/在 x * 点的跃变.上述定理告诉我们，对于由 U ，6) 内的 
心构成的每一个有限点集，在这些点上的跃变的和总是以 /(W —/ U ) 为界.此结果可用于下 
面定理的证明. 

定理 6.2 如果/在 U ，6] 上单调，则/的间断点集是可数集 • 

证明 假定/是递增的，并设是在 U ，6) 内的一些点的集合，/在这些点上的跃变超 
过 1/ m ， m >0. 如果 aCxzC … <工„- 1 在内，则定理 6. 1告诉我们 

< /(6) —/( a ). 
m 

oo 

这表明 义必定 是一个有限集 • 但是/在 ( a ，6) 内的间断点集是并集 |J S ” 的一个子集，因此 

m= 1 

是可数的.（如果/是递减的，则上述讨论可以应用于 —/• ) ■ 

6.3 有界变差函数 

定义 6. 3 如果 [ a , 6] 是一个紧区间，则满足不等式 

a = Xo 〈 V < x n -\ <i x n — b 

的点集 

P — {xo 1X1 ， … ,X n ] 

称为 [ a ，6] 的一个划分 _ 区间 [ Xjfe — i ， xj 称为 P 的第 々个子 区间，并记 △☆=々一 Xjt -1 ，所以 
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n 

有= b — a . 由 [ a ，6] 的所有可能划分构成的集记为沪 [ a ，6], 

定义 6. 4设/在 [ a ，6] 上定义.如果 P = { i 。 ， Jti ，…，是 [ a ，6] 的一个划分，记 
Mk ^ fU k )- fU k - x )^ 6 = 1, 2,…， / z . 如果存在一个正数 M 使得 


S ! AA i<M 

k =\ 

对于[<2, 的全部划分都成立，则称/在[>， 6] 上是有界变差函数. 

下面两个定理提供了有界变差函数的例子. 

定理 6.5 如果/在 [ a , 6] 上单调，则/在|>， 6] 上是有界变差 函数. 

证明设/是递增的，则对于 U ，6] 的每一个划分都有 △/*>(), 因此有 

2 I A/, I = Sa/, = S[/U)—/Czh)] = ■ 

k — \ 1 

定理 6.6 如果 / 在 [ a ，6] 上连续， /' 存在且在该区间内有界，譬如对于 （ a ，6) 内的一切 
JC 都有丨 /(x) | < A , 则/在 [ a , 6] 上是有界变差函数 • 

证明 应用中值定理，我们有 

Af k — /(x A ) — f(x k -i ) — f f (t k )(x k — x 卜 1 ) ，其中 G G (工卜 1 ，工 *)• 

这意味着 


US 


力 I △/* 1= 2 I /(“) I Ax * < A 2] Aoc k = ACb — a ). ■ 

k = ^ i = 1 A = 1 

定理 6. 7 如果 / 在 [ a ，6] 上是有界变差函数，譬如对于 [ a ，6] 的全部划分都有 S | A/t | < 

M , 则/在 [ a , 6] 上是有界的 • 事实上对于[〜 6] 内的一切 x 都有 

I fix ) |<| /( a ) | + M . 

证明假定 6). 利用特殊的划分尸 j :， 可得 

I fix ) — / U ) I +1 fib 、一 fix ') I < M . 

这意味着 J fU )~ fia ) ! < M , I fix ) I < I /( a ) | + M . 如果 x = a 或 x =6， 则不等式同 
样成立. ■ 


例 

1. 容易构造一个非有界变差的连续 函数. 例如，设 X / O 时/(*2：) = _3：(：03{71：/(2：1：)}，/(0)=0, 
则/在[0, 1] 上连续 • 但是如果考虑把[0, 1] 分成 2 n 个子区间的划分 


P = 



则容易计算得到 


2» 


S lAfk i= 2 ^ + 2 ^ + 2^2 + 2^2 


+ Y + T ==1 + T + …+ 7 


CO 

这不是对于一切《都有界，因为级数发散 • 在这个例子里，导数 /' 在(0， 1) 内存在， 


但/在（0， 1) 上不是有界的 • 但是，/在任何不包含原点的紧区间上是有界的，所以/在任何 
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不包含^点的紧区间上是有界变差函数. 

2. 当时 fix ) = x z cos ( 1/ x ) , /(0)=0，这是一个与例1类似的例子.这个/在 
[0, 1] 上是有界变差函数，因为/在[0, 1] 上有界.事实上，/(0)=0,而对于 x 关0, /( x ) = 
sin ( 1 / x ) + 2 j : cos ( 1/ x ), 于是对于 [0，1] 内的一切 ：r 都有 | /'( a :) 1 <3. 

3, /有界不是/为有界变差函数的必要条件.例如，设 /( d =： t 1/3 , 这个函数在每一个有 
限区间上是单调的（从而是有界变差函数）.然而当 X — 0时/( X )— + c ^ 


6,4全变差 


定义 6.8 设/在 [ a ， 6] 上是有界变差函数，并设 S ( P ) 表示 [ a ，6] 的划分 P = { x 。 ， x 〗 ，… 
所对应的和式 ^ \ Af k \, 则称 J 

走=1 

V/Ca, 6) = sup{l ： (P) - P6 6 ] 卜 

为 / 在区间 [ a ，6] 上的全变差. 


注 当不至于产生误解时，我们将用 V /代替 V / a ，6). 


因为/在 [ a ，6] 上是有界变差函数，所以数是有 限的. 而且 V / X )， 因为每一个和式 
S ( F )^0. 此外， V 7 ( a , 6)=0 当且仅当/在1>， 6] 上是 常数. 

定理 6.9 假定/与发在 [ a ，6] 上是有界变差函数，则它们的和、差、积在 O ， 上也是 
有界变差函数，而且有 

v /±g < VV + 和 < AV , + W ” 

其中 

A = sup{ 1 gix) I : x G [a ， 6 ]} ， B = sup{ I fix) 1 5 x ^ [a ， 6]}_ 

证明设 M * r )=/ U ) g (_ z :). 对于 [ a ，6] 的每个划分 P ， 我们有 

I Ah k ! = I f{x k )gix k ) — f(x k ^)g(x k ^} 卜丨 lf(x k )g(x k ) — 

+ [/(x*-i )g(x k ) — f{x k -x )g(x jt _ 1 )] I < A I Afk |+B I /^gk |. 

这意味着 A 是有界变差函数且 + 对于和与差的证明更简单， 从略. ’ ■ 

注上述定理中没有包含商，这是因为有界交差函数的倒数未必是有界变差的•例 
如，如果当： T — X 。 时/( X )—0，则1//在任何包含 X 。的区间上将不是有界的，从而 
(按照定理 6. 7)1// 在这样的区间上不可能是有界变差函数.为了把定理 6. 9推广到 
商式，排除那些取值可以任意接近于零的函数就行了. 


定理 6.10 设/在 [ a ，6] 上是有界变差函数，且假定/有界离开零，就是说，假定存在 
一个正数 m 使得对于 [ a ，6] 内的一切 x 都有0〈爪< 丨 / X ： r ) 丨，则 g * = l // 在， 6] 上也疋有 
界变差函数，而且％ < V r / m 2 _ 


证明 


I ^gk = 


1 1 

' 

A/, 

/(X 是） fix k -x ) 




< 


I Af k ) 
一 2 
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6.5 全变差的可加性 


在上面两个定理中区间 [ a ，6] 保持不动而 V / U , 6) 作为/的函数来考虑.如果我们保持/ 
不动而把全变差作为区间 O , 6] 的函数来研究，则可以证明下述的可加性. 

定理 6.11 设/在 [a ， 6] 上是有界变差函数，并假定 ceU ， 6), 则/在 [a ， c] 和 [c ， 办 ] 

上都是有界变差函数，且有 

VfU.b') = V 7 (a,c)+V/(c,6). 

证明 我们先证明/在 U ， c ] 和 [ c , 6] 上都是有界变差 函数. 设巧是[〜 c ] 的一个划分， 
心是^， 6] 的一个划分，则是1>， 6] 的一个划分.如果 E ( P ) 表示相应于划分 P 
(适当的区间的）的和式2 | A /, | ,则可以写 

_ E ( P 1 ) + I ；( F2 ) = S ( Po )< V / ( a , 6). (1) 

这表示和式 IKPO 和 E ( P 2 ) 都以 V r U ， b ) 为界， 而且说明/在 U ， C ] 和 [ C ， «上都是有界变 
差 函数.由定理1.15,从 （1) 式还可 以得到 不等式 

V f U , c ) + V /( c ^) < y /( a ,6), 

为了得到相反的不等式，设尸=&。， A ，…， x n } e ^ La , b ], 并设是增加 c 
点而得到的（可能是新的）划分.如果 x *], 则有 

I fix k ) — fCxk-i ) 1^1 /(工*) — /( c ) | + | /( c ) — / O 卜 1 ) | ， 

从而 S ( P )< E ( P 。）. 现在 P 。 的在1>， c ] 内的点确定了 1>, d 的一个划分 Pi ， 在1>，«内的 
点确定了幻的一个划分尸 2 .相应于所有这些划分的和式由下面的关系式联 系着： 

S(F)<E(Po) = I ： (Pi) + 2(P2)<V / (a, c)+V / (c, b). 

所以， v f ( a , c )- hv f ( c f M 对于每个和式 E ( P ) 都是一个上界 • 因为这个上界不可能小于上确 
界，所以必有 

V < V/Ca^) +V/(c,6), 

这就完成了证明. ■ 

6,6 在 [a, x] 上作为 x 的函数的全变差 

现在我们让函数/和区间的左端点保持不动而研究作为右端点的函数的全变差.可加性对 
于这个函数隐含着重要的推论. 

定理 6.12 设/在 [ a , 6] 上为有界变差函数，设7在|>, 6] 上定 义为： 当时 
y ( x )= V /( a , x ), vu )= o ， 则 

i ) V 在 o , 6] 上是一个递增 函数. 

ii ) V —/ 在 [ fl ，6] 上是一个递增函数. 

证明 如果 则可写 V /( a ， y ) =V x ) ~\~V fix ^ y ). 这意味着 VX ; y ) — 

Vix ^= V f U , y )> 0 , 于是 VU )< V ( 3 ；)，（ i ) 成立. 

为了证明 （ ii )， 设当 ■ r 6[ a ， 幻时 /(工），则如果 a < x < y <6， 就有 
D(y) — D(x) = VX ： y) ~V(jo) — [/( ： y) — /( 工 )] = V/(xjy) — [/( 》）一 /( 工 )]. 
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但是从 V/U，y) 的定义可知 

f(y') — /( 工 ）< V/(x,y) , 

这说明 IK3O —DU)>0, 因而 （ii) 成立. '■ 

注 对于某些函数/，全变差 V / U ， ： r ) 可以表示成为一个积分（见练习 7.20). _ 

6.7 有界变差函数表示为递增函数之差 

有界变差函数的下述简单而优雅的特性是定理 6. 12的一个 推论. 

定理 6.13 设/在|>， 6] 上定义，则/在|>， 6] 上为有界变差函数，当且仅当/可以被 
表示为两个递增函数 之差. 

证明如果/在[〜 6 ] 上为有界变差函数，则可写成 /=V — D， 其中V是定理 6. 12中的 
函数，而1)=¥— /. V与 D 二者在 [a，6] 上都是递增函数. 

逆命题可以立即从定理 6. 5和 6. 9得到. _ 

一个有界变差函数表示为两个递增函数之差的表示式不是唯 一的. 如果 / = / l — /2，其中 
力与/ 2 是递增的，则也有/=(，+#) — （/ 2 + g )， 其中 g 是任意一个递增函数，于是我们就 
得到了/的一个新的表示式.如果 g 是严格递增的，则与/ 2 +&将也是严格递 增的. 

因此，如果在定理 6. 13中把“递增”代之以“严格递增”，定理仍然成立. 

6.8 有界变差连续函数 

定理 6. 14 设/在 [ a ，6] 上为有界变差函数，当 . 工云 （ a ，. 6] 时设 VX：r)=Vy(<2，x) ， 并设 
V ( a ) = 0, 则/的每一个连续点也是 V 的连续点.逆命题也成立. 

证明因为 V是单调的，所以右极限 V(x+) 和左极限7(工一 ） 对于 U，6) 内的每个点都存 
在.由定理 6. 13,同样的结论对于 /(：c +) 和 / Cr—) 也成立. 

如果 a<x < :则（按照 V/U, ：y) 的定义)有 • 

0<| fCy )~ fU ) |< V ( 3 ；)- VU ). 

令 y -^ x , 可得 = 

0 ^ | /( x +) — /(工 ） I ^ Vix 4~) — V ( x ). 

类似地，有 o< | f ( x )- fu -) 1 <vu)-v(x-). 这些不等式隐含着 v 的连续点也是/的 
连续点. 

为了证明逆命题，设/在 （a, 6) 内的 c 点处连续，则给定 e>0， 存在 S >0 使得0< 

| x-c I <谷隐含着 | /(x)~/(c) 1 <e/2 . 对于同一个 e， 也存在|>， 6] 的一个划分 P， 譬如 

说是 

P = { x 0 ,Xl ，•- , x n ) , 工 0 = c ， x n — bf . 

使得 

rt 

V /( c ，6 )—S 丨 A/t U |132| 

L k =\ 

对 P 添加更多的点只能使和 2 I A/* I 的值增加，因此我们可以假定 o<々一 工。<反这说明 
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I A/i 丨 =| fix x ) — /(c) |< y , 


' 而上面的不等式现在变成 

n 

—音 <|+ \^ f k + 

k — Z 

因为， x 2 ，…， 6] 的一个划分.于是我们有 

V / ( c ,6)- y / ( x 1 ,6) < e . 

但是 

0 ^ V(,X \) — V(c) = Vy-(a,j ： i) ~Vf(a t c) = V/(c,j：i ) = V f (c^b) — V f (x\ ,6) < e. 

这样我们就证明了 

0 <C -3 ：i — c<Cd 隐含着 0< V (: Ti ) — V Cc ) <C e . 

因此 V ( c +)= V ( C ) 得证.类似的讨论可给出 )= V ( c ). 因而该定理对于 [ a ，6] 的全部内 
点得证.（对于端点需作一些平凡的修改 .） _ 

把定理 6. 14和定理 6. 13结合起来，可叙述为以下定理. 

定理 6.15 设/在|>， 6] 上连续，则/在 [ a ，6] 上为有界变差函数，当且仅当/能被表 
示成为两个递增函数 之差. 

注如果用“严格递增”来代替“递增”，该定理也成立. 

当然，由定理 6. 13,有界变差函数的间断点（如果有的话）必定是跃变间断点.此外，定 
理 6. 2告诉我们，有界变差函数的间断点构成一个可数集. 

6.9 曲线与路 

■ 

设/: [>, 6]— R " 是在 R 内的紧区间 [ a ，6] 上连续的向量值 函数. 当 （取遍 [>， 6] 时，函 
数值 /( r ) 在 R " 内描绘出一个点集，称为/的图或称为由/表示的 曲线. 一条曲线是的一 
个紧的连通子集，因为它是一个紧区间的连续象.这个函数/本身称为一 条路. 

把一条曲线想像成为由一个运动着的质点描绘出的轨迹常常是有 益的. 把区间[«，幻想像 
成为一个时间间隔，而向量 / G ) 具体说明该质点在时刻 I 时的位置.在作这样解释的时候，函 
_ 数/本身称为卞个运动 • 

不同的路可能描绘出同一条曲线.例如，下面两个复值函数 

f ( t ) = e 2 "% 莒⑴ = e _2 油， 

每个都能描绘出单位圆 P +： V 2 = 1， 但是圆上的点被这两个函数沿着相反的方向画出.同样这 
个圆被函数 ^( t ) = e 1( ^ (0< i < l ) 描绘五次. 

6. 10可求长的路与弧长 

下面我们要介绍曲线的弧长的概念，其思想是用内接多边形逼近曲线，这是从古代几何学 
家那里学来的方法.直觉告诉我们，任何内接多边形的长度不会超过曲线的长度（因为两点间 
以直线为最短路），所以曲线的长度应当是它的所有内接多边形的长度的一个上界.所以，把 
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曲线的长度定义为它所有可能的内接多边形的长度的最小上界看来是很自然的. 

对于实际遇到的多数曲线，这给出了弧长的一个有用的定义.然而，如我们即将看到的， 
有一些曲线的内接多边形的长 度没有 上界.因此，有必要把曲线分为两类：有长度的一类和没 
有长度的一类.前一类称 为可求长的， 后一类称为 不可求 长的. 

我们现在正式地描述这些思想. 

设/: [ a ，6]-^ R ” 是 R ” 中的一^条路.对于 [ a ，6] 的由 

P — {io ， 广 1 ，…，£»« } 

给出的任一划分， / Uo )， /(^)，…，/(4)这些点是一个内接多边形的顶点，（一个例子如 
图 6-1 所示 .） 这个多边形的长度记为 A /( P )， 定义为 

m 

A/(P) = 2 II /(“ ）一 /U II • 



图 6-1 


定义 6.16 如果由 A〆 / 5 ) 这些数构成的集合对于1>， 6] 的全部划分是有界的，则称路/ 
是可求长的，它的弧长记为 A /( a ，6) ，由方程 

Afia^b) — sup { A /( P ) : P 6 沪 [ a ，6]} 

定义.如果由 A〆 尸）这些数构成的集合是无界的，则/称为是不可求长的. 

容易叙述全部可求长曲线的性质. 

定理 6.17 考虑一条路/: [>， 6]— R "， 分量为/=(/\，…， / J ， 则/是可求长的，当 
且仅当每一个分量 A 在0, 6] 上是有界变差 函数. 如果/是可求长的，则有不等式 

(a ，6) < A/(a ，6) < V \ (a ,6) + …+ V n (a ， 6) (是=1，2,…， w )， （2) 

其中 6) 表示 /* 在 [ a ， 上的全变差. 

证明如果 P = U 。， ^，…， U 是0, 6] 的一个划分，则对于每一个是有 

f ] I — f k D I ^ A/CFX S 2 I / A )—/>‘） 丨， （ 3 ) 

i = l i = 〗 j = 1 

定理的全部论断都容易从 (3) 式 得出. ■ 

例 

1. 如我们在早些时候曾经注意到的，由 /( x )=: ccos { 7u /( 2 : c )} (当 J ： 尹 0) 及/(0)=0给岀的 
函数在[0, 1] 上连续但不是有界变差函数，因而它的图是一条不可求长的 曲线. 

2. 可以证明（练习 7. 21), 如果/在!>，上连续，则/是可求长的，而且它的弧长可以 
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表示为一个积分， 


Af ( atb ') 


II /'⑴ lick . 


6. 11弧长的可加性及连续性性质 

设 /=(/ 、， ••• ， /») 是在 1 >, 6 ] 上定义的可求长的路，则每个 分量久 在 1 > ， 6 ] 的每个子 
区间 Dr ， _ y ] 上是有界变差函数 . 本节我们保持 / 不动而研究作为区间 U ， > 0 的函数的弧长 
A /( x ， 30 . 首先我们证明一个可加性性质 . 

定理 6. 18 如果 ce ( a , 6 )，则有 


A f ( a , b ) = A /(< 2 , c ) + A /( c ,6). 

证明把 c 点添加到 [ a ，6] 的划分 P 内，可得 [ a ， c ] 的一个划分 A 和1>，幻的一个划分 
* P 2 使得 

A, (*P) < A/ (J 5 ! ) ~t~ TV/ (i 3 2 ^ (a’c) + A/ (c»6). 

这意味着 A /( a ，6)< A /( a , c )- hA f ( c f b ). 为了得到相反的不等式，设尺 和巧 分别是0, c ] 和 
[ c ，6] 的任意的划分，则 

[135] P = P x U Pz 

是 [ a ，6] 的一个划分，对于这+划分有 

A / ( PJ + A / Ci 1 ^) = A ,( i 3 ) < A /( a ’ 6)• 

因为全部的和 △/( PD + AAA ) 的上确界是和 A /( a ， r )+ A /( c , 6)( 见定理 1.15)， 所以定理 

得证. .■ 

定理 6. 19 考虑定义在[<2， 6] 上的一条可求长的路 /• 如果 xe ( a ， &]，设 〆 X )= 八 〆 <2， X )， 

并设 Ka )=0， 则有 

i ) 如此定义的函数 S 在[(2, 6] 上是递增的和连续的. 

ii ) 如果|>， 6] 没有子区间使得/在其上是常数，则 s 在[>，幻上是严格递 增的. 

证明如果 a<：r<3；<6, 则定理 6. 18隐含着 5 (：v)—5(:r)=A/(:r， ： y)>0. 这就证明了 .s 在 
[a, 6] 上是递增的.进而，我们有〆: y)—Kx)>0， 除非 A/U，30 = 0. 但是，按照不等式（2)， 
Ajix , : y )=0 隐含着对于每个 々都有 ^)=0, 而这隐含着/在 [ x， ： y] 上是常数.于是 
(ii) 得证. 

为了证明 s 是连续的，再次使用不等式 (2) 可以写 

n 

0 < S ( y ) — six ) = Af ( x ^ y ) ^ ^ v k ix , y ). 

k ^\ 

如果令则可发现每一项 V * Cr ， ： y )—0 从而 〆 : r )= sU +). 类似地有 〆 : c ) = s (: r —). 

■ 

6.12 路的等价性，参数变换 

本节叙述有同样图的一 类路. 设/: O , 6]— R ” 是 R ” 内的一 条路. 设1>，刃—1>， 6] 是 
在 [ c ， ⑴上连续、严格单调且以[«， 6] 为值域的一个实值函数，则对于由 
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gCO = f[u(t)J 

给出的复合函数# = /。 M 是与/有同样图的一条路.有如此关系的两条路/与 g 称为是等价 
的. 它们被说成是提供了同一条曲线的不同的参数表达式.函数 M 被说成是定义了参数 的一个 
替换. 

设 C 表示两条等价路/与 g 的共同的图.如果《是严格递增的，我们就说/和 S 沿同样 
的方向 描绘出 C . 如果《是严格递减的，我们就说/和 g 沿相反的方向 描绘出 C . 在第一种情 
况下， M 称为是 保持定 向的； 在第二种情况下， M 称为是 反转定向的. 

定理 6.20 设/: |>， 6]— R n 和 g : 0, 是 R ” 内的两条路，它们每一条在各自 

的定义域上都是 1-1 的，则/与 g 是等价的当且仅当它们有同样的图. 

证明等价的路必须有同样的图.为了证明逆命题，假定/与 g 有同样的图.因为/在紧 
集[>， 6] 上是 1-1 的和连续的，所以定理 4.29 告诉我们/- 1 存在而且在它的图上连续.定义 

当 ze [ c , d ]. 则 M 在 [ C , d ] 上连续且 g ( d =/[ M ⑴].读者可以验证 M 是 
严格单调的，从而/与 g 是等价的路. ■ 


练习 


有界变差函数 

6.1 确定下列函数中哪个在[0, 1] 上是有界变差 函数： 

a ) /(: r ) = j ： 2 sin ( l / x ) 当 /(0) = 0. 

b ) /( x )= V ^ sin ( l / 工）当： r ^ O ，/(0) = 0. 

6.2 —个定义在 [ a ，6] 上的函数 / 称为在|>， 6] 上满足阶数为 a >0 的一致的利普希茨条件，如果存在一个常 
数 M >0 使得对于[〜 6] 内的一切: r 和 y 都有 I I < M \ x-y I \ (可与练习 5.1 相对照 .） 

a ) 如果/是一个这样的函数，证明 a > l 隐含着/在 [ a ，6] 上是常数，而 a = l 隐含着/在 [ ci ，6] 上是有 
界变差函数. 

b ) 给出一个在 [ a , 6] 上满足阶数 a < l 的一致的利普希茨条件的函数/的例子，使它在 [ a ，6] 上不是有界 
变差函数. 

c ) 给出一个在 [ a ，6] 上是有界变差函数的例子，使它在 [ a , 6] 上不满足一致的利普希茨条件. 

6.3 证明多项式/在每一个紧区间1>， 6] 上都是有界变差函数.如果导数/的零点是已知的，叙述一种求出 
/在 [ a , 6] 上的全变差的方法. 

6.4 定义在区间 [ a ，6] 上的实值函数所成的非空集合 S 称为函数的线性空间，如果它有下述两个性质： 

a ) 如果 / es ， 则对于每一个实数 c 都有 c / es . 

b ) 如果 / es 且 g es ， 则 /+ g es _ ■ 

定理6_9表明在 [ a , 6] 上的全体有界变差函数所成的集合 V 是一个线性 空间， 如果 S 是任意一个包含 
[ a , 幻上的全体单调函数的线性空间，证明这个事实可以描 述为： 有界变差函数形成包含全体 
单调函数的最小线性空间. 

6.5 设/是定义在[0， 1] 上的实值函数使得/(0)>0， /( a ；) 关 1( 对于一切工），以及 /( x )< 
/(; y ) (只要 i <： V ). SA = U : /( x )> x }, 证明 supAGA 且 /(1)>1. 

6.6 如果/在 R 1 内处处有定义，则/称为在（一 oo , +〜） 上是有界变差函数，当/在每一个有限区间上是 
有界变差函数，而且存在一个正数 M 使得对于一切紧区间 [ a ，6] 都有 V /( a ， b )< M . 此时把/在 
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(一 °°，十上的全变差定义为全体 V /( a ，6) 的上确界，其中一 oo < a <6< + oo ， 并用 V /( — oo ，+ oo ) 表 
示，类似的定义也可以应用于半开的无穷区间 [ a ，+ CO ) 和（一00, 6]_ 

[137] a ) 对于无穷区间（一⑺， + oo ) 叙述并证明与定理 6. 7、6.9、 6. 10, 6. 11和6_ 12类似的定理 • 

b ) 证明： 如果把“单调”用“有界且单调”代替，则定理 6.5 对于（一^， + oo ) 成立 • 叙述并证明定理633 
的一个类似的修改. 

6.7 假定/在|>， 6] 上是有界变差函数，并设 

P = { 々，々， … ，工 ] 6 沪 [a ， 6]. 

如通常那样，记△/* = /(々）一 /( Ah )， 々=1，2,…， "• 定义 

A(P) = {k : A/, > 0}, B(P) = {k : A/* < 0). 

则分别把 

p f ( a , b ) = sup I A /* : P G PLa ^ b ] 

I h ^ AiP ) 

和 

Hf(afb) = supl 2 t △/* I :尸 € 沪 [a ， 6]j 

称为 / 在 [>，6] 上的正变差和负变差 • 对于（〜 6) 内的每个工， 设7(^:)=\^(〜 工）， p { x 、= p f ( a ， X )， 
n ( x ) = rt /( a > x ) 9 并设 VXa ) = p ( a ) = w ( a ) = 0. 证明： 

a ) V ( x )= 户(工）+打(工）_ 

fcOO ^ pCxXV (: c ) 和 0< n ( x )< V (: c ). 

c ) /> 和 n 在 [ a ，6] 上是递增的， 

d ) /( x ) = /( a ) + />( x )- n ( x ), 此式给出定理 6. 13 的另一个 证明. 

e) 2/>(j ： )=V(x) + /(x) — /( a ), 2n(x) =V(x) —/(x)+ /( a ). 

f ) / 的每个连续点也是 P 和《 的连续 点. 

曲线 

6.8 设/与 g 是如下定义的复值 函数： 

^ e 2 ^ 当 f 6 [0，1]， . gU ) = e 2,fi/ 当 £ G [0,2]. 

a ) 证明 / 与 g 有同样的图，但按照第 6. 12节的定义不是等价的. 

b ) 证明 g 的长度是/的长度的2倍. 

6.9 设/是定义在 [ a ，6] 上的一条长为 L 的可求长的路，并假定/在 O , 6] 的任何子区间上不为常数•设 
s 表示由 5( jr )= A /( a ， j :) 当 a < x <6 和 5( a ) = 0给出的弧长函数* 

a) 证明厂 1 存在且在 [0, L] 上 连续. 

b ) 定义容⑴二/心- 1 ⑴]当斤[0, L ], 证明 g 等价于广因为 /( i ) = gl >( t )]， 所以说函数 g 提供了 /的 
图的一个以弧长为参数的表示式 • 

6.10 设/与 g 是定义在 [ a ，6] 上的两个有界变差实值连续函数，对于（〜 6) 内的每一个 I 都有 0</( d < 
g ( x ) ，— g ^ d ) 9 f ( b 、 = g ( b \ 设复值函数 & 在[“， 2 ft — a ] 上定乂如下： 

hit) = if(t) j 当 a < f < 6， 

| T 38 l hit ) = 2 b - t + \ g { 2 b - t ), 当 — 

a ) 证明 a 可描绘出一条可求长曲线 r . 

b ) 用略图说明/、 g 和之间的几何关系_ 

一 、 *snr HR 上：佐 
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S — { ( D ) : a ^ X ^ 6, fix ) y ^ g ( x )} 

是 R 2 内以曲线 r 为边界的区域. 

d ) 设复值函数 H 在 [ cz ，26— a ] 上定义 如下： 

H(0 = t — — /(i)] * 当 a < t < b ， 

♦ 

H(z)=/ + 士 [g(26 — t) — /(26 — t)] ， 当 — a. 

证明 h 可描绘出一条可求长曲线 r 。， 它是下面区域的 边界： 

S 0 = { (x^y) ! a < x < b ， fix) — g(jo) g(x) — /Cx)}. 

e ) 证明 S 。 以: c 轴作为一条对称轴.（区域 S 。 称为 S 关于 : r 轴的对称化 .） 

f ) 证明 r 。 的长度不超过 r 的长度. 

绝对连续函数 

定义在[心 6] 上的实值函数/称为在 [ a ，6] 上是 绝对连 续的，如果对于每一个 e >0 都有 O 0 使得对于 [ a ，6] 

fi 

的任何 n 个不连接的开子区间（^, b k ), ;/=1, 2, …， 只要这些子区间长度之和 (6*— 〜）小于 心就有 

*=1 

n * 

2 I f(b k )-f(a k ) |<e 

A = 1 

绝对连续函数是在勒贝格 （ Lebesgue ) 积分和微分理论中出现的.下面的练习给出它们的某些初等性质. 

6.11 证明 [ a ，6] 上的每一个绝对连续函数在 [ a ， 幻上都是连续的有界变差函数- 
注： 存在连续的有界变差函数不是绝对连续函数. 

6.12 证明/是绝对连续的，如果它在 [ a ，6] 上满足1阶一致的利普希茨 条件. （见练习6*2_) 

6.13 如果/与 g 在[>， 6] 上是绝对连续的，证明下列各函数在0, 6] 上也是绝对连 续的： 丨/1 , c /( c 是常 
数 ）， /+f f . g ; 还有 f / g ， 如果 g 有界离开零(参阅定理 6. 10的说明一■译者注）， 
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第 7 章黎曼-斯蒂尔切斯积分 


7.1 引言 

微积分主要处理两类几何 问题： 求一条曲线的切线和求一条曲线下面的一个区域的面积. 
第一个问题由称为微分的一个极限过程来研究；第二个问题由另一个极限过程——积分——来 
研究，我们现在就转向对积分的研究. 

读者可以回忆一下初等微积分，为了求出定义在[>， 6] 上的一个正函数/的图像下面的区 
域的面积，我们把区间 [ a ， 6] 划分为有限个子区间，譬如说 n 个，其中第々个子区间的长度为 

然后考虑形为的和，其中0是第 々个 子区间内的某个点.这样的一个和是 

用一些矩形对面积的一种逼近.如果/在 [ a ，6] 内的性质足够好(例如，是连续的），则我们希 
望当让 n—oo 从而不断地使子区间越来越精细时，该和趋向于一个极限.粗略地说，这就是黎 

曼定义的定积分 \ h f(xHx 所涉及的内容.（精确的定义将在下面给出 .） 

J a 

导数和积分这两个概念是用完全不同的方法引入的，因此二者有密切的联系是一个非常值 
得注意的事实 • 如果我们把一个连续函数/的定积分作为它的上限的函数来考虑，譬如设 

Fix) = [V ⑴山， 

J a 

则 F 有导数，且 F ' U ) = /( x ). 这个重要的结果表明，在某种意义上，微分与积分是两种互 
逆的运算. 

本章将详细地研究积分过程.实际上我们将考虑一个比黎曼的定义更一般的概念，这就是 
黎曼-斯蒂尔切斯积分， 它涉及两个函数/与 a . 适用于这样的积分的记号是 f / U ) cl a (: c )， 

J a 

或某些与之类似的记号，而通常的黎晨积分则是黎曼-斯蒂尔切斯积分在 a (^) = x 时的特殊 
情况.当《有连续的导数时，该定义中的斯蒂尔切斯积分 [ fMdaix ) 就变成黎曼积分 

J a 

' h fU ) aU ) dx . 然而，当《不可微或者即使当 a 不连续时，斯蒂尔切斯积分也有意义.事实 

J a 

上，正是在处理不 连续的 a 的时候，斯蒂尔切斯积分的重要性才变得越发的明显.只要选取一 
个适当的不连续的《，任何有限和或无穷和都能表示成为斯蒂尔切斯积分，而求和法与通常的 
黎曼积分都将变成这个更为一般的过程的一些特殊情况.物理学中的涉及质量分布的问题（有 
些地方的分布是离散的，有些地方的分布是连续的）也能用斯蒂尔切斯积分处理 * 在概率的数 
学理论中，这个积分是非常有用的工具，它能同时处理连续的和离散的随机变量 • 

在第10章中我们将讨论黎曼积分的另一种推广，称为 勒贝格 积分. 

7.2 记号 

为下面叙述的简洁起见，我们先对本章将要用到的记号和术语作一些交代.我们将考虑一个 
紧区间 [ a ， 6]，而且，除非另有说明，所有用/、 g 、 《、#等字母表示的函数都假定是在 [ a ，6] 





黎曼-斯蒂尔切斯积分 


113 


上有定义且有界的实值函数.复值函数将在 7. 27节处理，而向无界函数和无穷区间的推广将 
在第10章中讨论. 

像在第6章一样，[«， 6] 的一个划分是一个有限点集，譬如说是 ' 

P = {工0，工 "… , 

使得 < x n = b . [a, 6] 的一个划分〆称为比 P 细（或是 P 的一次加细）， 
如果 PG〆， 也可以写为 ，2 jP . 符号 A 似表示差— 使得 

n 

2 = a ( b ) — a ( a ). 

k =1 

由 [«，« 的所有可能的划分构成的集合用沪 [a， 幻表示. 

一个划分 P 的范数是 P 的最大子区间的长度，用 IIP 丨1 表示.应注意 

P f ^P 蕴涵着 II P r II < II P II . 

这就是说，划分的加细会使它的范数减小，但是该命题的逆命题不成立. 

7.3 黎曼-斯蒂尔切斯积分的定义 

定义 7. 1 设 P= { : c 。 ，％，…，是 [ a，6] 的一个划分， G 是子区间[工卜1， x *] 内的一 
点.形如 

n 

S(P，/， a ) = X；/⑹厶以 

k=\ 

的和式称为/关于 a 的黎曼-斯蒂尔切斯和.如果存在一个数 A 具有下述性质：对于每一个 e >0, 
都存在 [a，6] 的一个划分 R 使得对于每一个比细的划分和 [ A-i ， A] 内的每一个点 G 都有 
| S(P, /, a)-A I <e , 我们就说 / 在 [ a，6] 上关于 a 黎曼可积，并简写为 “/ei?(a)[a，6]’’. 

,6 广6 

当这 样的数 A 存在的时候，它是唯一确定的，记为 /‘或 /( Wda (: r). 此时我们也说 

J a J a 

黎曼-斯蒂尔切斯积分 f/da 存在.函数/和《分别叫做被积函数和积分函数•在 a(x) 的特殊 
情况下，我们用 S(P，/) 代替 S(P，/，a) ，并用/ 6 i? 来代替/ 6 R ( a ) ，这时的积分就称为黎曼积 
分，并用 /dx 或/ ( x ) dx 来表示 • / ( x ) da ( x ) 的数值只依赖于 /、a、a 和6，而不依赖于字母 

« / U. ^ £1 v (t 

•r. 字母 i 是一个“哑变量”，它可以用任何其他适当的记号来代替. 

注这是黎曼-斯蒂尔切斯积分的几个被普遍接受的定义当中的一个.在练习 7.3 中 
叙述了另外一种（但不是等价的）定义. 

7.4 线性性质 

容易证明黎曼-斯蒂尔切斯积分对于被积函数和积分函数二者都是线性的，这在下面两个 
定理中加以介绍. 

定理 7. 2如果在 [ a ，6] 上有/6尺 ( a ) 及，则在 [ a, 6] 上有 q/+c 2 gG i?(o；) (对 
于任意的两个常数 q 和 c 2 ) ，而且有 
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(ci/+c 2 g)dof = ci /da + c 2 gda. 

J a J a J a 

证明设& = <： 1 /+02尽.给定 [ a ，6] 的一个划分，可以写 

n n n 

S(Pjhja)= y]h(t k )Aa k = O ^f(t k )Aa k ~h c 2 ^g(t k )Aa k 

k = \ *<= i k = \ 

— C\S(^P > f ^a) ~h Cz S(-P $ g »a). 

给定 e >0, 选取 P : 使得 P 2 P : 蕴涵丨 S ( P ，/， a ) — f 6 / d a |< e ， 并选取汽使得 P 2 P ： 蕴涵 

J a 

I S ( P , g 9 a)-\ b gda l < £ . 如果我们取:，则对于比^细的 P 有 

J a 

* 广 cb 

S(P ， h ， a) — C\ f da _ c 2 gda ^ I Ci | e+l Q I £， 

J a J a 

这就证明了本定理. _ 

定理 7_3 如果在 [ a ，6] 上有 / GRG ) 及 / eRQ ?)， 则在 [ a ， 幻上有 / Gi ?( c ia + C 2 /?) (对于 

任意的两个常数和 q )， 而且 

，b rt rt > 

fd{c\a + C2/3) = ci f da^ c 2 f d/?. 

Q «/ £i v Q 

本定理的证明与定理 7. 2 的证明相仿，留为练习. 

与上面两个定理多少有些类似的一个结果告诉我们，黎曼-斯蒂尔切斯积分关于积分区间 
也是可加的. 

定理 7.4 假定 c 6 U ，6). 如果 （1) 式的三个积分中有两个存在，则第三个也存在，而 

且有 

fda 4- fda = [ f da . ⑴ 

J a J c J a 

证明如果 P 是 [ a ，6] 上的一个划分使得 cGP ， 设 

= p n Ca , c ], ^ = p n [ a ] 

分别表示 [ a ， c ]*[ c , 6] 相应的 划分. 对于这些划分的黎曼-斯蒂尔切斯和由下面的等式联 
系着： 

S(P, / ,a) — S(P r ,/,a) + SiP^ f ， f ， a)• 

假定 「/ da 和 「/ da 存在，则给定 e > 0,[ a , c ] 有一个划，分 P ' e 使得 

%/ d c 

S(P\f,a)-\ C fda <4 - 只要，比 K 细， 


并且 [c，6] 有一个划分 F： 使得 


S(P^ ， / ， a) — fda <C 


只要 ，比 戌细. 


于是 P e = 代 U〆: 是[«， 6] 的一个划分，使得 P 比 P E 细蕴涵〆2 代和 
斤比厂细，我们就能把上述结果结合起来得到不等式 

S(P»/»cr) — f fda— [ fda <C e. 
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这就证明 


rb 


rb 


/da 存在且等于 / da + / da . 读者不难验证，在其余情况下，可以用类似的讨论 


证明本定理. 

利用数学归纳法可以证明，对于把[〜 6] 分解成有限个子区间有类似的结果. 


rb 


注用上面这种类型的讨论不能证明只要 / da 存在，积分 / da 就存在.然而这个结 

J a J a 

论是正确的.对于有界变差积分函数 a ， 这个事实稍后将在定理 7.25 中加以证明 • 


n 


定义 7.5 如果 a <6， 只要 j / da 存在，就定义 | /da | /如，并且定义 | /da 
现在可以把定理 7. 4中的等式写成 


rb 


fda + /da + fda = 0 . 


■ 


7.5 分部积分法 

在黎曼-斯蒂尔切斯积分的被积函数和积分函数之间存在着一种值得注意的 联系. \ h f ^ 的存 

J a 

在性蕴涵着 fad / 的存在性，其逆命题也成立.此外，在这两个积分之间有一种非常简单的关系 • 

J a 

定理 7.6 如果/€只 ( a )[ a , 6]，则有 [ a ， 6] ，而且 

fix)da(x) 4- aix)df(x) = f(b)aib) — /(a)a(a). 

J a J a 


注这个为积分提供了 一类交换法则的等式称为分部积分公式. 

证明设给定了 e >0. 因为 f / d a 存在，所以有 [ tz ，6] 的划分 A 使得对于每一个比尺细 

J a 

的 划分 〆 有 

S(P f ， f ， a) _ f da 〈 £• (2) 

J a 

考虑积分 fad / 的任意一个黎曼-斯蒂尔切斯和，譬如说 

J a 

n n n 

S(P ， a，/) = y]aUk)^fk = — y]a(^)/(^-i ) ， 

A=I k=\ k^\ 

其中 P 比匕 细.记 A = /(6) cr (幻一 / U ) aU )， 我们有恒等式 

n n 

A = f(x k )a(x k ) — f(x k -i )aix k -\ )- 

a=i *— i 

将最后这两个式子相减可得 

n n 

A —— S(P»a>/) — /(^k)Lct(^k) — a(G)] + )[a(^) — ) J- 

jt — l fc = i 

等号右边的两个和式可以结合起来成为形如5(广，/， a ) 的一个和式，其中 〆 是由把所取的 
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点心和 G 放到一起而得到的[心 6] 的那个划分.于是，比尸细，从而 ，比匕细. 因此不等 
式 (2) 成立，而且这表明，只要？比厂细，就有 

A — S ( Pf ) — /da <Ce， 

J a 


这恰恰是说 fad/ 存在，而且其值等于 A 

J a 


m b 

— / da , 

J a 



7.6 黎曼-斯蒂尔切斯积分中的变量替换 


國 


定理 7. 7 设 /6 R ( a )[ a , 幻，并设 g 是定义在一个以 c 和 d 为端点的区间 S 上的严格单 
调的连续函数.假定 a = g ( c )， b = g ( d ). 设 / i 和是如下定义的两个复合函数： 

h ( x ) — /[ g ( x )] , /?( x ) = a [ g *( x )] » 如果 x 6 S * 


则在 S 上有 /ieR(/3)， 而昱有 


，b 

fda = 


a 


rd 


/id/3, 即 

J c 


.州 

g ⑺ 




/[g(j：)]dUO (工) ]}• 

c 


证明为明确起见，设 g 在 S 上是严格递 增的. （这意味着 c< 乂）于是 g 是 1-1 的，而且 
它有定义在 [a，6] 上的严格递增的连续的反函数发―.因而，对于 [C，W 的每一个划分 P = 
{%，••.，： vJ， 相应地有且仅有一个 [a，6] 的划分〆 =u。 ，…， xj 满足々 事实 


上，可以写 


p f - g ( p ) 及 P = ^ 1 (P / ). 
进而， P 的一个加细 生成〆 的一个相应的加细，反过来也成立 • 


如果给定了 e >0, 则有 O, 6] 的划分 K 使得，比汽细蕴涵 I SW，/，a) — 


fda i < e. 

J a 


设尺是 b，W 的相应的划分，并设…，： vJ 是1>， W 的一 个比匕 细的划 
分.作黎曼-斯蒂尔切斯和 


s(p ， h，p = 5 >( 心）雄， 

A-1 

其中 w * G [： y 卜” ％]，雄二卢 (>)—/?(> -如果令 4 = g (叫）和则 P ’ = U。， …， 
义}是|>， 6] 的一个比〆 细的 划分. 此外还将有 

n 

S(P ， h ， / 3 )= ^ fLg(u k )^{algiyM — algiy^i )]} 

— /(“） iaCjo k ) a ( xfe - i )} = S { P f ， /， a ) ， 

k^\ 

因为 [: Th” xj. 因此 ， I S(P ， /i ， /3) —(Vda |<e ，定理得证 . _ 

J a 

i 

注特别地，此定理可以应用于黎曼积分，即在 a(x)=:c 的情况下’此定理中的黎曼- 
斯蒂尔切斯积分成为黎曼积分.以后将会证明对于黎曼积分有同一类型的另一个定理， 

其中不要求是单调的：（见定理7, 36.) 
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11 化为黎曼积分 


n 


下面一个定理告诉我们，只要《有连续的导数，，就可以在积分 j / Cr ) d a ( x ) 中用 
a ix)dx 来代替 dor ( x ). 

定理 7.8 假定 /6 i ?( a )[ a ，6], 并假定 a 在 [ a , 上有连续的导数/，则黎曼积分 


rb 


/(： r )£/(: c)dx 存在，且有 




/( x ) a / ( x ) dx . 


/( x ) da ( x ) = 

证明 设 g ( X ) =/( x ) a '(: r ) 并考虑黎曼和 

n n 

S ( P ， g ) = ^ g ( t k )^k = (心） 

k — 1 it = 1 

同样的划分 p 以及对“的同样的选取可以构成黎曼-斯蒂尔切斯和 


应用中值定理，可以写 
因此可得 


S ( P ,/, a ) = 

k = \ 


Aa^ = a iv k ) Ax k , 其中 ％ 云 ,x k ) t 


S ( P 9 f , a )~ S ( P , g ) = T \ fU k ) laiv k )- a ( t k )^ Ax k . 

k = \ 

因为 / 是有界的，所以对于在 [ a ，6] 内的一切： r 都有1 fix ) | < M ， 其中 M >0. /在 [ a ，6] 
上的连续性蕴涵它在 [ a ，6] 上的一致连续性.所以，如果给定 e >0, 就存在3>0(仅依赖于 e ) 
使得 


0^( X — y | < ^ 蕴涵 丨 a ’（ x ) — a ( y ) I < 2 M (6 — a )" 

如果我们取一个划分满足范数 II K II <§, 则对于任何更细的划分 p ， 在前面的等式中将 
有丨 a { v k )~a ( t k ) I 〈 e /[2 M (6— a )], 因此对于这样的 P 有 


I S(P,f,a)-S(P,g) j<*|. 


另一方面，因为 /6 K ( a )[ a ， 幻，所以存在划分 P ： 使得 P 比细蕴涵 


S ( P ,/, a ) - [fda 

J a 



把最后两个不等式结合起来可以看到，当 p 比尺 UP ： 细时，将有 
这就证明了本定理. 


S ( P , g )- fda < e ， 



注在定理 7. 35中将证明一个不要求/的连续性的更强的结果, 
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7.8 阶梯函数作为积分函数 

如果 a 在 [ a ，6] 上恒为常数，则积分 f /如 存在且其值为0,因为每一个和 S ( P ，/， a ) =0. 

J a 

然而，如果 a 除了在一点有跳跃的不连续性之外是常数，则积分 £/ da 未必存在，而且，即使该积 

分存在，其值也未必为 0. 这种情况在下一定理中得到更完整的 叙述. 

定理 7.9 给定 a < c <6. 在 [ a ，6] 上定义 a 如下： a ( a ) , a ( c ), a (6) 这三个值是任意的； 

a ( x ) = aia ) 当 a < x < c ， 
aix ) = aib ) 当 c <i x 

设 / 在 u ，6] 上按这样一种方式定义，即/与 a 这两个函数当中至少有一个在 r 点是左连续 
的，而且至少有一个在(：点是右连续的，则 /Gl?(a)[a, b ], 且有 

fda = /(c) [a(r +) — a(c —)]• 

J a 

注当 c = a 时，只要把 a(c —) 改为 a ( c ) ，结果也成立；对于 c = 6， 把 a ( c +) 改为 
«( c ), 结果也 成立. 稍后我们将证明（定理 7.29), 如果/与《二者在 c •点从右边或从 
左边都是不连续的，则积分不 存在. 

证明如果 c € P ， 则和式 S ( P ， /, a ) 中的每一项（除了由被 c 分开的两个子区间形成的 
两项之外）都是 0. 譬如说 

S(P ， / ， a) = /(^-i )[a(c) — a(c —)] + fCt k )[_aic +) — a(c )] ， 

其中也可以把这个等式写为下面的形式： 

A — [/(。―1 ) — /(c)][a(c) — aic 一 )] + [/(“） 一 /Xc)][a(c+) — a(c)^| ♦ 

其中 /， a ) —/( c )[ a ( c +) — a ( c —)]• 因而有 

I A |<| f(t k -i ) —/(c) I I a(c) —a(c—) | + ! /(^) 一 /(c) j| a(c +) — tr(c) |. 

如果 / 在 c 点是连续的，则对于每一个 e >0 都有 5>0 使得 || P || <3蕴涵 

I f { t k -\ ) _ /(c) I <C £ 和 I fitk ) — /(c) I <C e. 

在这种情况下，我们得到不等式 

| A | ^ e I a(c) — a(c —）| + £ | a(c +) — a(c) |. 

但是这个不等式不论/在 c •点是否连续都是成 立的. 例如，如果/在 c 点从右边及从左边都是 
]^47] 不连续的，则有 a ( c ) = a ( c _ ) 和 a ( c ) ^^^十） ， 我们得到另 一 ■■方 面，如果/'在 c 点从左 
边是连续的而从右边是不连续的，则必有 《( c)=«U + )， 可得 I A | <e I a ( c )- a ( c -> | , 
类似地，如果/在 c 点从右边是连续的而从左边是不连续的，则有 a ( c )= a ( c —）及丨△丨< 
e | a(c + )- a ( c ) | . 因此上面最后一个不等式在每一种情况下都成立，这就证明了本定理 • ■ 
例定理 7. 9 告诉我们，黎曼-斯蒂尔 切斯积 分的值可以随/在一个点上的值的改变而改 
变.下面这个例子表明，积分的 存在性 也可以被这样的改变而影响♦设 

a ( x ) = 0，当 a (0)=— 1， 
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fix ) = 1，当 一 l < x<+：L 

在这种情况下，由定理 7.9 可得「/如= 0.但是如果重新定义/使得/(0) = 2及/(^) = 1， 

J 一1 

当: T 关0,则容易看出「 / da 将不存在_事实上，当 P 是包含0作为一个分点的划分时，可求得 

J — 1 

S(P ， / ， a) = /(,A) [a(A ) — a(0)] + )[a(0) — 2 )] = /(“）一 /(G-i ) ， 

其中 A— 这个和的值是0、 1 或_1，取决于对4和 G -^的 选取.因此在这 

种情况下 P /如不存在.然而，在一个黎曼积分 p / U ) do ： 中，/的值可以在有限个点上改变，既不 

J —1 V O 

影响它的存在性，又不影晌积分的值 • 为了证明这一点，只需考虑这样一种情况，即对于 [ a ，6] 内的 
一切 X ，除了一个点(譬如说 x = 之外，都有 /( x ) = 0,对于这样一个函数，明显有丨 SCF ,/) |< 

I /( c ) I ||P II . 因为 IIP II 可以任意小，所以 P /( x)dr = 0. 

J a 

7.9 黎曼-斯蒂尔切斯积分化为有限和 

在定理 7. 9中的积分函数 a 是称为阶梯函数的一个重要的函数类的一个特殊情况.阶梯函 

数在一个区间上除了有限个跃变间断点之外，都是常数. 

定义7.10(阶梯函数）定义在 [ a ，6] 上的函数《称为阶梯函数，如果有一个划分 

a = <i x 2 <C <i x n = b 

使得 a 在每一个开的子区间 （ A -1 ， A ) 上都是常数.数 qKx *+)— aO * —) 称为 or 在: r * 点的跃变， 

如果 l < A < w . a 在 a 点的跃变是《(々 + )— aO :)， a 在 A 点的跃变是 a ( x „)——). 

阶梯函数可以在黎曼-斯蒂尔切斯积分与有限和之间建立起联系. 

定理 7 . 11 ( 黎曼-斯蒂尔切斯积分化为有限和）设^是定义在 [ a ，6] 上的一个阶梯函数， 

它在々点的跃变为似，其中 Xi ，…，如在定义 ？• 10中所述_设/在|>， 6] 上按这样一 [HE 

' r 6 

种方式来定义，即/与 a 二者在每一个 A 点不同时从右 ii 或从左边不连续•则 / da 存在， 

J CL 

且有 

n 

f ( x ) da ( x ) = ^ f ( x k ) g k . 

J d 卜 i * 

证明按定理 7. 4, p / da 可以被写成在定理 7 . 9 中所考虑的那种类型的积分和 * ■ 

J a 

最简单的阶梯函数之一是最大整数函数.最大整数函数在 X 点的值是小于或等于 X 的最大 
整数，记为[ X ].因此，[: r ] 是满足不等式 |>]<: r <|>] + l 的唯一整数. 

定理 7. 12每一个有限和都能写成一个黎曼-斯蒂尔切斯 积分. 事实上，给定一个有限和 

在[0, /2]上定义/ 如下： 

1 

fix ) — a k 当 A — 1<工< k{k = 1，2 ，•“， n ) ， /(0) = 0 ， 


则有 
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f Cn 

= y]f(^ = /(x)d[x], 

* Jfe = l Jfe = l ^ 0 

其中|>:]是<了的最大整数 • 

证明最大整数函数是一个阶梯函数，它在每个整数点上从右边连续且跃变为 1. 函数/ 
在点1，2, …， n 从左边连续，于是应用定理 7. 11即可. ■ 


7. 10 欧拉求和公式 


为了描述黎曼-斯蒂尔切斯积分的用处，我们来导出称为 欧拉求和公式 的一个著名的公式. 
该公式把一个函数在区间 [ a ，6] 上的积分同该函数在 [ a ，6] 内的 整数点 上的值的和联系在一 
起.该公式有时可用于用和来逼近积分，或者反过来，用积分来估计某些和的值. 

定理 7. 13( 欧拉求和公式） 如果/在 [ a , 上有连续的导数 /， 则有 

2 f(n)= \ b f(x)dx+ (V(x)“x))dx + /U)(U)) — /⑹(⑹) ， 

a<n^b ^ a ^ a 

其中 （ （ X ) ) = X — [: T ]. 当 <2和6都是整数时，该式变为 


2/ (n) 
n 二 a 



f (jo)dx + 




/( a )+/(6) 

2 


注 2 表示从 n = U ] + l 到求和. 
fl 49 l a<Cn^b 

证明应用定理 7. 6( 分部积分法），我们有 

V( 工 ) d(x —M)+ 「 (x—[x])d/(x) = fib) (b - M) - /(a) (a - [a]). 

J a J a 

因为最大整数函数在整数点 [ a ] + l ，[ a ] + 2, …， o ] 上的跃变为1，所以可以写 

/( x ) d [ x ] = 2 /( w )* 

」 a<Zn《b 

把此式和前面的等式结合起来，立即可以得到定理的结论. _ 

7. 11单调递增的积分函数，上积分与下积分 

现在，黎曼-斯蒂尔切斯积分理论的进一步发展将是对于单调递增的积分函数的研究.稍 
后我们将会看到（在定理 7. 24中），出于多种目的，对于这种积分函数理论的研究，正像对于 
研究有界变差的积分函数的理论那样普遍. 

当《递増时，在黎曼-斯蒂尔切斯和式中出现的差 △ 心都是非负的 • 这个简单的事实在黎 
曼-斯蒂尔切斯积分理论的发展中起着极其重要的作用 • 为了下面叙述简洁起见，我们将使用 
缩略语 “ a ， 于 [ a , 6]” 表示 “ a 在 [a ， 6] 上是递增的”. 

如前文所述，为了求出在一个函数/的图像下面的区域的面积，我们考虑黎曼和 2/(4)^* 
作为用一些矩形对所求面积的逼近 • 这样的和也相当自然地在某些要求对它们的解答使用积分 
的物理问题中出现.对这些问题的另一种近似法是依靠黎曼上和与黎曼下和 • 例如，在求面积 
时，我们可以考虑用和和从“上方”及“下方”的逼近，其中分别表 
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:!!=第々个子区间内的上确界和下 确界. 几何直观告诉我们，上和至少会有我们所求的 
大，而下和不可能超过所求的面积 （见图 7-1). t 是自然 要问： 这些上和的最小可能 
值是什4?这引导細考虑全部上雌下确界，它是-个称为/的上积分纖. 下积 分类似地 

定义为全部下和的上确界.对于一些函数（例如连续函 数）， 这两种积分都将等于^ /( 工 )( ^.然 

—般絲 ， 綱 ㈣ 分綠不剛，于;1，姻函数应舰祕 ㈣ 保证 上 积分和下积分相 
4 , 就变成了一个重要的问题. 现 在我们就对于黎曼-斯蒂尔切斯积分来讨 论这— 类型的问题. 



疋乂 7. 14设/^是 [a ， 6] 的一个划分，并设 

H(/) = sup{/(x) : X e 

m*(/) = inf{/(j：) : jc 6 Lx k -x 
数 

^ ^ t 一 * 

n ^ 一':’。’ 

U ( P , f ya ) = J ^ M k ( f ) Aa k 和 L ( P ， f ， a ) = ^ m k ( f ) Aa k y 
分别称为 / 关于 a 对划分 P 的斯蒂尔切斯上和与下和. * _1 


注总会有 m *(/)< iW *(/). 如果 a / 于0， 6], 则 Aa *>0， 所以也可以写 w *(/) A ^< 
Mk ( f ) 〜 k ， 由此可知下和不会超过 上和. 进而，如果则有 

叫 （/) </ U *) <%(/)• , 

所以，当 a / 时，我们有不等式、.，； 丨 <• , ' 

L ( P ,/, a ) < S ( P ,/, a ) < LT ( P ,/, a ) 

它把上和及下和与黎曼-斯蒂尔切斯和联系 起来. 这些不等式在随后的资料中会经常 
用到，而当 a 不是递增函数时，这些不等式未必成立； 

下面这个定理表明，对于递增的 a 来说，划分加细使下和增大，使上和 减小. 

定理 7. 15假定《/于[>，6]，则 

i ) 如果/^比尸细，则有 

U ( P \ f , a ) < t /( P ,/， a ) 和 L ( P f ， f ， a ) > L ( P ,/, a ). 
ii ) 对于任意两个划分 P , 和 P 2 有 

L(P 1 9 f ja ) ^： U ( P 2 ^ f » a ). 
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证明对于 （ i )， 当，比 P 恰恰多一个点（譬如说是 c 点）时能证明就够了.如果 c 在 P 的 
第/个子区间内，可以写 

n 

U(P ，， f ， a) = 2 M 〆/) △ 办 + M/ [a(c)— 〆 工广】）]十 iVT[a(x t .)—Jc )]， 

k^i 

其中 M ' 和 M " 表示 / 在 c ] 和 [ c , x ,] 内的上确界.但是，因为 

g < 軾 （/)， W < M ,(/)， 

所以有 t /( P '，/, a )< t /( F , /, a ). (对于下和的不等式可以用类似的方式证明 .） 

为了证明 （ ii )， 设尸二户⑴仏，则有 

L ( P ”/， a ) < L ( P ,/, a )< U ( P ,/, a )<[/( P 2 ，/, a ). ■ 

注由此定理还可得 (对于 递增的 a ) 

m [ a (6) — a ( a )]< UP , ，/， a ) < U ( P 2 ，/， a ) < M [«(6) - a ( a )] ， 

其中 M 和 m 表示 / 在 [ a ，6] 上的上确界和下确界. 

定义 7.16 假定 a ， 于0, 6]，/关于 a 的斯蒂尔切斯上积分定义为 

"/da = inf { t /( P ,/, a ) : P G 沪 [ a ，6]}. 

J a 

斯蒂尔切斯下积分是类似地定 义的： 

/da = sup { L ( P ,/, a ) : P G 沪 [ a ，6]}, 

注 有时把上积分和下积分分别写为 K /， a ) 和1(/， a ). 在 a (: c )= x 的特殊情况下， 

上和与下和分别用 t /( P ， f ) 与 UP ， /) 表示，称为黎曼上和与黎曼下和_相应的积 

— f*b 

分用 /( jT ) d ^ 和 /( x)dr 表示，分别称之为黎曼上积分与黎曼下积分，它们是由 

J a Ja 

J . G . Darboux (1875) 最先引入的. 

定理 7. 17 假定^/于|>，6]，则 1(/， a )<7(/, a ). 

证明 如果给定了 £>0,则存在划分 A 使得 

UCP ：,/, a ) < T (/, a )+ e . 

由定理 7. 15可知，1(/，是所有下和 UP ， /， 《) 的一个上•界.因此，1(/， a )< J (/, a )+ e ， 
而且，因为 e 是任意的，所以这蕴涵1(/， a ). _ 

例容易给出一个1(/， a )< T (/, a ) 的例子.设且在[0， 1] 上定义/ 如下： 

[152| /( i ) = 1，当: c 是有理数； fix ) = 0,当: r 是无理数. 

于是对于[0， 1] 的每一个划分 P 都有 MJ /) = 1 和 m *(/) = 0， 因为每一个子区间都既包含有理 
数又包含无理数.因此，对于一切 P 都有 UXP ， /) = 1和 L ( P ，/)=0. 由此，对于|>，6]= 
[0, 1] 可得 

- 了 6 rb 

/dx = 1 ， /dr = 0. 

J a Jj2 

注意，如果当工是有理数时/(1)=0，当 工是无 理数时 /( X ) = l ， 则同样的结果仍然 成立. 
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7. 12上积分及下积分的可加性与线性性质 

上积分与下积分具有积分的许多性质.例如，如果 a < c <6, 则有 

"'6 了 c ~fb 

f da = f da -\~ f da » 

J a J a J c 

而且对于下积分也有同样的等式.然而，也有一些等式对于积分成立，但是对于上积分及下积 
分，必须变成不等式.例如，我们有 

(/ + ^)da ^ /da + gda ， 

« O. 这 v fl 

和 

(/+ g)da ^ fda + gda . 

J_ a J_a Jji 

读者容易验证这些 论断. （见练习 7. 11.) 

7. 13黎曼条件 

如果我们期待上积分与下积分相等，则必须也期待上和可以任意接近于 下和. 因此有理由 
寻求这样一些函数/,使差 LKP ， /， a )- L ( P , /, a ) 能够任意小. 

定义 7. 18称/在 [ a ，6] 上满足关于 cr 的黎曼条件，如果对于每一个£>0都存在划分 P e 
使得 P 比匕细蕴涵着 

定理 7.19 假定 a / 于 [ a , 6], 则下面三种说法是等 价的： 

6]. 

ii ) / 在|>， 6] 上满足关于 a 的黎曼 条件. 

iii ) I (/， a )= K /, a ). 

证明 我们将证明，由 （ i ) 可以推出 （ ii )， 由 （ ii ) 可以推出 （ iH )， 由 （ Hi ) 可以推出 （ i ). 假定 
( i ) 成立，如果 a (6)=« U )， 则 （ ii ) 成立是平凡的，所以我们可以假定 《 U )<«(6). 给定 e >0, 
选取使得对于任何更细的 P 和在 [ A -1， A ] 内对 G 和厶的一切选择都有 

V] /(^) Aa t — A < 专， ^ Aa* — A 〈专， 

k =\ ^ ^=1 ° 

其中 A = / da . 把这两个不等式结合起来可得 

J a 

2 [/(’*) 一 /(O 办〈吾 e . 

jfe-i 

因为 M *(/)— m t (/) mp {/( x ) —/(/): j 与/在!>*-〗，心]内}，由此可知，对于每一个 

h > 0 , 可以选取 G 和厶使得 

fU k ) — /( 〆 *)> M *(/> — m k ( f ) — h . 

相应于 h = ^~ e /[ a (6)— a ( a )] ，可以写 
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U ( P ， f ， a )— L ( P ， f ， a )= ^ LM k ( f )- m k { f )^ a k 


〈 [/(G) — /( 4 )]Aa A + /i^ Aa^ 〈 e_ 

k=\ k=\ 

所以，由 （i) 可以推出 （ii). 

其次，假定 Gi) 成立.如果给定了 e>0, 则存在划分 尺使得 P 比 R 细蕴涵着 U(P, /， a)< 
UP ， f ， a)+e. 因此，对于这样的 P， 我们有 

7(/,a) <U(P,/,a) < L(P,/,a) + e < I(/,a) +e. 

这就是说，对于每一个 e>0 都有 K/，a)<I(/, a)+e. 因而有7(/， a )<7(/, a). 但是， 
按 照定理 7. 17 ， 我们也有相反的不等式，因此从 （ ii) 可以推出 （ iii). 

最后，假定7(/， 《)= Z (/， a )， 并用 A 表示它们共同的值，我们将证明 f / d a 存在且等 

于 A. 给定 £ >0,选取 P: 使得对于比 P: 细的一切 P 都有 U(P，/，《)<7(/， a )+ e . 再选取 F： 
使得对于比细的一切 P 都有 

L(P,/,«) >K/,a)-e. 

如果则对于比^细的每一个 P 都可以写 

I(/,a) -e< L(P,/,a) < S(P,/,a) < UCP ， f ， a ) < 7(/,a)+e. 

但是，因为 ]；(/，a)=K/» a)=A, 这表明，只要尸比尸 £ 细，就有 I S(P, /, a)-A I <e. 


[154] 


这说明 f / da 存在且等于 A ， 于是本定理的证明全部完成. 

J a 



7. 14比较定理 

j 

定理 7.20 假定 a / 于 [ a ， 6 ].如果在0， 6 ]上有及，且对于 [ a ， 幻内 
的一切 : r 都有 /( J ： Xg (: r ) ，则有 

■ r - 

^ g(x)da(x) # 

J a J a 

证明对于每一个划分 P ， 相应的黎曼-斯蒂尔切斯和满足 

n n 

S(P ， f ， a) = 2]/(^)Aa^ < gih、= S(F,g,a), 

jt = l k — i 

因为于 [ a ，&]• 由此容易得到定理的结论 * _ 

特别地，此定理蕴涵着只要在[〜 6] 上有 g ( x )>0 及于 [ a ， 6]，就有 g ( x ) da ( x )^0. 

定理 7. 21 假定 cr /于 1>， 6]. 如果有 /6 i ?( a )[ a , 6], 则也有 I / 丨 6 i ?( a )[ a ， 6]，且 
有不等式 

/(x)da(x) < I fix) I da(x). 

J a J a 

证明 用定义 7. 14 的记号，可以写 

M k (/) — m * (/) = sup {/( x ) — fiy ) 1 x^y 在 [ x *- i ，•^ ] 内 }• 
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因为不等式 1 I fix ) | - | f ( y ) || < | fU )- f ( y ) I 总是成立的，由此可得 

M ,(| /|)- m *(| / l )< M ,(/)- m *(/). 

此式两边同时乘以 Am 并对々 求和，则对于[〜 6 ] 的每一个划分 P 都可得 

U ( P , I / i , a )~ L ( P , j /|, a )< U ( P ,/, a )- L ( P ,/, a ). 

应用黎曼条件可知 j / 丨 eJ ?( a )[ a , b ]. 本定理中的不等式可由在定理 7. 20中取丨/ I 而 
得到. ■ 

注定理 7. 21的逆命题不成立_ (见练习 7.12.) 

定理 7.22 假定于1>， 6]. 如果有 / ei ?( a )[ a , 6], 则也有/ ，办]. 

证明用定义 7. 14的记号，我们有 

M ^ C / 2 ) = [ M“l / I)] 2 ， w *(/ 2 ) = \_ m k { t / 1 )] 2 . 

所以可以写 

M k (f)-m k (f)=lM k (\f\)+m k ( \ /|)]M(| /|)-m A (| /I)] 

< 2MlM k ( I / |)-m*(| /!)], 

其中 iu 是 I / I 在 U ， 6 ] 上的一个上界.应用黎曼条件可得结论. _ 

定理7.23， 假定 a / 于 [ a ，6]. 如果在 [ a ，6] 上有及尺 （ a ) ，则乘积 /• g *€ 
R(a)la, b]. 

证明把定理 7. 22用于下述恒等式 即可： ‘ 

2 f ( x ) gCx ) = [/( x ) + g ( x)] 2 — [/( x)] 2 — [ g (: r )] 2 . _ 

7. 15有界变差的积分函数 

在定理 6 . 13中我们发现， U ，6] 上每一个有界变差函数 a 都可以表示成两个单调递增的 
函数之差.如果 《 = 是这样的一种分解，而且在 1 >， 6 ] 上有/ 6 只（ 01 )和 / 6K ( a 2 ) ，则 
由线性性质在 U ， 6 ] 上有 / 6i ?( a ). 然而，此命题的逆命题并不总是 成立. 如果在 [ a ， 6 ] 上有 

rb rb 

feR ( a )， 则很可能是选取了单调递增的函数⑴ 和仍使得尸 « 2 ,但积分/ ‘与 fda 2 

J a J a 

无一存在.当然，这一困难是由于分解式 a = — c ( 2 不唯一造 成的. 然而，可以证明，至少有 
一个分解式能使上述命题的逆命题成立，就是当 A 是 a 的全变差且《 2 =的一《的时候 • （回忆 
定义 6 . 8 .) 

定理 7.24 假定 a 在[>， 6] 上是有界变差 函数. 设 VU ) 在 a < Cr <6 时表示 a 在 [ a ， a :] 上 
的全变差，并设 VU )=0. 设/在 U ，6] 上定义且有界.于是，如果有/6及 ( a )[ a ， 6 ]，则也 
有 / ei ? aou ，6]. 

证明如果 V (6)=0, 则 v 是常数，本定理的结果是平凡的.因此，假定再假 
定当 X 6 U ， 6〕时有 | fix ) \ < M . 因为 V 是递增的，所以我们只需验证/在1>， 6] 上满足关 

于 V 的黎曼条件. 

给定 e > 0 , 选取使得对于任何更细的 P 和在[心-^，内任意选取的点&与都有 
I — /( 4 )] Aa * < 7 - » V ( 6 ) < 2 I I + 

k=l 纟石 1 
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对于比 尺细的 P ， 我们将建立两个不等式 

n 

^ LM k ( f )- m k ( fn ( dy k -\ Aa k 1)<+， 

k=\ L 

和 


e 


y ^[ Mfe (/) — I Aa k l < 

k = i 。 

[1561 利用可加性，由这两个不等式可导出 U ( P ，/, V )- L ( P , f f VXe . 

为了证明上述第一个不等式，我们注意到— | A 〜丨 >0,因而有 

n » 

y^jL^k(f) — m k { /)](AV^ —I Aa k | X 2M^] (AV fe — 1 Aak I ) 

h = \ A = 1 


为了证明上述第二个不等式，设 

a ( p ) = u : △的 > o }， 


n 

2 M ( V (6) — 2 I △灼 


B ( P ) = {k : Aa , <0}， 


< 


e 


并设 A = |e/V(6). 如果是 GA(JP), 选取 4 和 A 使得 

f(t k ) — fU\) > M*(/) — m〆/) — hi 

但是如果则选取 G 和 〆 * 使得 /( 〆 *) — /0*)>抓（/)— m〆 /)— A . 于是可得 
y ] [ M * (/) — m k (/)] i Aa * |< 2] [/(^) — /(4)] I Aa * I 


keAiP) 


n 

2 [/(〆*) — /(“)] 丨△办 i +^2 I ^ ak 


keBiP ) 


2 — /(^)]Aajt + ^ I Aa A 

*=i 


£ 


<^ + /lV ( 6) 


£ 


由此可知有 /6 K (\0[ a ，6]_ 



注 该定理（连同定理 6. 12 —起）使我们能够把关于有界变差的积分函数的黎曼-斯蒂 
尔切斯积分的理论化为关于递增的积分函数的 情况. 于是黎曼条件变得可用，而且它 
在与之有关的研究中成为一个特别有用的工具 • 作为第一项应用，我们将得出一个与 
定理 7. 4 密切相关的结果. 


定理 7.25 设 a 在 [ a ，6] 上是有界变差函数，并假定/€只 ( a )[ a ， 6]，则在 [ a ，6] 的每一 
个子区间 [ c ， d ] 上都有 / ei ?( a ). 

证明 设 VU ) 表示 a 在 [ a ， I ] 上的全变差， V ( a )=0. 则有 a = (V — a )， 其中 V 与 
V — a 二者在[〜 6] 上都是递增的（定理6_ 12). 由定理7.24, / ei ?( V )[ a , 6], 从而/6 
R ( V ~ a ) La , 6]. 因此，如果该定理对于递增的积分函数成立，在心， 幻 上就有 / eK ( V ) 及 
[157] / ei ?( V - a ), 所以有 / Gi ?( a )[ c ， 幻， 
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因而，只需证明该定理当 a / 于 [ a ，6] 时成立.按照定理 7. 4，只需证明积分 f / da 和 

J a 

/ da 当中的每一个都存在.假定如果 P 是 [ a ， x ] 的一个划分，设 A ( P ， 工）表示与 

a 

区间 [ a ， x ] 相关联的上和与下和之间的差 


A(P,a：) = l/(P,/,a) -L(P,/,a). 

因为 /6 i ?( a )[ a ，6], 所以黎曼条件成立.因此，如果给定了 e >0, 就存在|>， 6] 的一个划分 
尺使 得如果尸比广细，就有 MP ， b )<€. 我们可以假定 cGi 3 ,， 的在 [ a ， c ] 内的点形成 
了 [ a ， c ] 的一个划分 P ' E . 如果 〆 是1>， c ] 的比 P ' £ 细的划分，则尸=铲11巧是1>，幻的一个 
由 〆 的点和 h 在0, 6] 内的那些点组成的 划分. 现在，由△( 〆 ， c ) 定义的和中只包含由 
△ ( F ，6) 定义的和的各项中的一部分.因为每一项都是>0的/而且 P 比 尺细， 所以有 

A(P r ,c)< A(P,6) <e. 

这就是说，^比汽细蕴涵 MP '， c )< e . 于是，/在 [ a ， f ] 上满足黎曼条件并且 f f / da 存在 • 

— ^ r* ^ 

当然可以用同样的讨论证明 / da 存在，于是由定理 7.4 可知 / da 存在 • ■ 

J a v c 

下面这个定理是定理 7. 23、 7. 21和 7. 25的一个 应用. 

定理 7.26 假定在 [ a ，6] 上有 / eR ( a ) 及裒6尺 ( cr )， 其中 a / 于|>，办].定义 

F(x) = \ X fiOdaU) 

J a 


和 


G(x) 




g(t)da(t) 当 ： c 6 


则在 [ a ，6] 上有 /6 i ?( G ) 及 ，而且乘积 / • g € i ?( a )[ a ， 6 ] ，还有 


f(x)g(x)da(x) 


/(x)dG(j：) 


gix)dF(x). 


证明由定理7.23可知积分^[/*装如存在.对于 [ a ，6] 的每一个划分，我们有 
S(P ， / ， G) = g(t)da(t) — 2 k f(tk)g(0da(t), 

k^i 」 x k-\ x k-~\ 


和 


f (x)g(x)da(x) 






因而，如果 Mg = sup{ j g(x) j : xG la, 6 ]}， 就有 


S(P ， / ， G)— / - gda 


jr rx t 

S 

k=-i J x k-\ 


{f(t k )-f{t)}gCOdaU) 


<M,x；r I / ⑹ - / ⑴ I 心⑴ 

」 x k^\ 

广 [M,(/)-m,(/)]da(0 

*=i ^ x k-\ , 

二 MAU(P. f.rr) ~UP. f.ry)) 
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因为 /6 R («), 所以对于每一个 e >0 都有划分 巧使得 P 比细蕴涵 LT ( P ， /， a )- L ( P , /, a )< 
e . 这就证明了在[〜 6] 上有 / GK ( G ) 而且 f / id a = [ VdG . 可以用类似的讨论证明在 [ a ，6] 

%； d g 

上有 g 6 i ?( F ) 而且 f ^ gda = gdF . ■ 

J a J a 

注当 a 在 !>， 6] 上是有界变差函数时，定理 7.26 也成立. 


7. 16黎曼-斯蒂尔切斯积分存在的充分条件 


在前面多数定理中我们都假定了某些积分存在，然后研究它们的 性质. 读者自然要 问：什 
么时候这些积分存在？下面将得到两个有用的充分条件. 

定理 7.27 如果/在|>， 6] 上连续，《在 [a，6] 上是有界变差函数，则 /6R(a)[a，&]• 

注按照定理7_6，交换此定理的假设中/与 a 的位置，可以得到第二个充分 条件. 

证明只需当 a ，且《(^)<«(6)时证明该 定理. /在 [a，6] 上的连续性蕴涵一致连续性， 
所以如果给定了 e>0, 就可以找到^ >0( 仅依赖于€)，使得1 I 蕴涵1 /(x)~/(y) | < 
e/A, 其中 A = 2[ a (6)_aU )]. 如果 P E 是一个划分，其范数II 严11 <§，则对于比 h 细的 P 
必有 

吣（/)— m〆/) <e/A， 

因为 M A (/)— m*(/) = sup{/(:c) —/(;y) : x 与:V在 [A-i ，*^]内}.把这个不等式两边分别乘 
以并求和，可得 

n 

L/(P ， / ， a)—UP ， / ， a) < 士 2 △办 = T <£? 

于是我们看到黎曼条件成立 • 所以有 / GR ( a )[ a ，6]. ■ 

对于 a(x)=x 的特殊情况，定理 7. 27和 7. 6给出下述 推论： . 

定理 7. 28 下述每一个条件都是黎曼积分 b f ( x ) dx 存在的充分 条件： 

J a 

a )/ 在 [ a，6] 上是连续函数； 

_ b )/ 在 [ a，6] 上是有界变差函数. 

* 

7. 17黎曼-斯蒂尔切斯积分存在的必要条件 

当《在[«, 6] 上是有界变差函数时，/连续是 f /如 存在的充分 条件. 然而，/在1>， 6] 上 

J a 

自始至终连续绝不是必要的.例如，在定理 7 . 9 中我们发现，当 a 是阶梯函数时，/在 [a，6] 
内可以被相当任意地定义，只要它在 a 的间断点上连续即可.下面这个定理告诉我们，如果要 
使积分存在，就必须避免从右边或者从左边的共同的间 断点. 

定理 7.29 假定 a/ 于1>，6 ]，且 a < c < b . 进一步假定 a 与/二者在 x =c 处丛右边都是 
不连续的；就是说，假定存在一个£>0使得对于每一个5>0，在区间 （c，c + d) 中都有 x 和: y 
的值满足 
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I /( x ) — /( c ) I ^ e 及 丨 aiy ) — a ( c ) 丨 > e _ 

于是积分 f / Cr ) dcr ( x ) 不可能存在.如果 a 和/在 c 点都是从左边不连续的，则这个积分也不可能存在. 

J a 

证明设 P 是[«， 6] 的一个划分，它以 r 作为一个分点，作出上和与下和之差 

71 

U(P,f 9 a)-L(P,f,a) = J][M,(/)-m,(/)]Aa^ 

it=i 

如果第〗个子区间以 c 作为它的左端点，则有 

U(P，/， a ) — L(P，/， a ) > [M,(/) -m I (/)][a(j： 1 ) -a(c)], ’ 

因为这个和的每一项都是 >0 的.如果 c ： 是 a 与/二者的一个共同的从右边不连续的点，我们 
可以假定选取的点 x , 使得 aUJ — VcOSe . 进而，定理的假设蕴涵 iVT ,(/) — m ,(/)> e . 于是， 

C /( P ,/,«) - L ( P ,/, a ) ^£ 2 , 

从而黎曼条件不能得到满足.（如果 c 是 a 与/二者的一个共同的从左边不连续的点，论证是 
类似的 .） ■ 


7. 18黎曼-斯蒂尔切斯积分的中值定理 


尽管积分在许多问题中都会出现，但是相对而言几乎没有几种情况下能够得出积分的准确 
值.然而，经常是对积分作一个估计而不是求出它的准确值就够用了.本节的中值定理在进行 
这样的估计时是特别有用的. 

定理 7. 30( 黎曼-斯蒂尔切斯积分第一中值定理）假定于[>，且/6尺(《)|>， 6], 
设 M 和 m 分别表示集合{/(了）： 6]} 的上确界和下确界，则存在一个实数 c 满足 


使得 

一 b rb 

f ( x ) da ( x ) = c da ( x ) = c [ a (6) — a ( a )]. 

J a J a 

特别地，如果 / 在 [ a ，6] 上连续，则对于 [ a ，6] 内的某个 X 。有 c =/(: r 。）* 

证明如果 a ( a )= a (6)， 则两边都是0，定理成立是平凡的 • 因而我们假定 a ( a ) < a (6). 


由于所有的上和与下和都满足 、 

m [ a (6) — a ( a )] ^ L ( P ,/, a ) ^ C 7( P ,/, a ) ^ M [ a (6) — a ( a )] ， 

所以积分 r /如 必定位于这同样的界限之间•因而，商 ( f / da )/(「 d a ) 位于 m 与 M 之间.当 

J a 'J a f 丨 a 

/ 在 [ a ，6] 上连续时，由介值定理可知对于在 [ a ，6] 内的某个 a 有^： = /(〜）• ■ 

第二中值定理可以用分部积分法从第一中值定理 导出. 

定理 7. 31( 黎曼-斯蒂尔切斯积分第二中值定理）假定 a 在 [ a , 6] 上连续，//于 [ a ， fe ]， 


da ( x )+/(6) 


则在 [ a ，6] 内存在一点 x 。 使得 

fix ) da ( x ) — fia ) 

证明由定理7.6,我们有 

/ ( x ) da ( x ) = f ( b ) a ( b ) — 




x 0 


da(jo). 




a ( x ) df ( x ). 
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把定理 A 30应用于该式等号右边的积分，可得 

J /(x)da(x) = /(a)[a(«x 。）一 af(a)] + /(6)[a(6) — dix 0 )] » 

其中: r Q 6[ a ，6]. 这正是我们所要证明的结论 • ■ 


7. 19积分作为区间的函数 


画 


如果 / Gi ?( a )[ a ， 6]，而且 a 是有界变差函数，贝 IJ (由定理 7. 25) 积分 >如对于内 

J a 

的每一点: C 都存在，而且可以作为0：的函数来研究.现在可以得到这个函数的某些 性质. 

定理 7.32 设 a 在 [ a ，6] 上是有界变差函数，并假定 / Gi ^ Ca )[ a , b ~\. F 由等式 

f% 

Fix ) = / da ， 当 6 [ a ，6] 

J a 


定义.于是我们有 

i) F 在 [ a ， 6] 上是有界变差函数. 

ii) a 的每一个连续点也是 F 的连续点. 

iii) 如果 a/ 于 |>， 6〕，则导数 F \ x ) 在 U ， 6) 内的每个使 f / U ) 存在且/连续的点上存在. 
对这样的 *3： 有 

F’(x) = /(x)a’(x). 

证明 只需假定 a / 于|>， 6]. 如果:则由定理 7. 30可得 

F(j) — FCx) = /da = c[a( ： y) — a(x )] ， 

J x 


其中 m < c < M (用定理 7.30 的记号）. （ i ) 和 （ ii ) 的结论立即可由此等式 得出. 为了证明（出）， 
将此式两边除以 : V — 工， 并注意当: V — I 时有即可. ■ 

把定理 7. 32和定理 7. 26结合起来可以得到下面的定理，该定理把乘积 /• &的黎曼积分 

转变为带有连续的有界变差积分函数的黎曼-斯蒂尔切斯积分 f / dG . 

J a 

定理 7.33 设在 [ a ，6] 上有 / GK 和 gGi ?， 

Fix ) = f ( t ) dt ， G ( x ) = g ( t)dt 当 

J a J a 


则 F 与 G 是 [a，6] 上的有界变差连续函数，而且，在 [a，6] 上有 /Gi?(G) 和 g6K(F) 以及 

/ ( x ) g (, x)dx = /( x ) dG ( x ) = g ( x ) dF ( x ). 

u 也 J a 

证明 定理 7.32 的 ( i )、（ ii ) 两部分表明 F 和 G 是 [ a ，6] 上的有界变差连续函数.在定理 7 . % 
中取可以推出这些积分的存在性以及 \ 的两个表达式. ■ 

J a 


注当 a (: r )= x 时，有时把定理 7 . 3 2中的 （ iii ) 称为积分学第一基本定理，它说明在 
/的每一个连续点上都有与之相伴的一个结果称为积分学第二基本定 
理，在下一节介绍. 
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7.20 积分学第二基本定理 

下面这个定理说明怎样对一个导函数进行积分. 

定理 7. 34( 积分学第二基本定理） 假定/€及[>， 6]. 设 g •是定义在 [ a ，6] 上的一个函 
数，^在（<2， 6) 内存在，而且对于（<2， 6) 内的每一个 X 都有 

g \ x ) = fix ). 

在区间 [ a ， 的端点处假定 g ( a +) 和—）都存在，而且满足条件 

g(a) — g(a +) = gib) — g(b —). 

则有 

'b rb 

/(x)dx = g\x)dx — gib) — g(a). 

J a J a 

证明 对 [〜6] 的每一个划分可以写出 

n n n 

g ( b ) — gia ) = 2 ) — ^(^-l )] = ^ g ( t k ) Ax k = ^ f ( t k ) Ax k , 

k = \ k—\ k = l 

其中 G 是由微分学中值定理在(: A ) 内确定的一个点.但是，对于给定的€>0,这个划分 
可以被取到足够细，使得 

gib ) — g ( a ) — f ( x)dx = J ] — f ( x)dx < e ， 

J a Jb = 1 」 a 、 

这就证明了定理. ■ 

积分学第二基本定理与定理 7. 33 结合起来可以给出定理 7. 8的下述强化. 

定理 7.35 假定 6]. 设 a 是一个在 [ a ，6] 上连续的函数，它的导数 a ' 在 [ a ，6] 
上是黎曼可积的，则下面两个积分存在且 相等： 

/ (j ： )da(x) = f /( ： r)c/( ： r)(b:. 

J a J a 

证明 按照积分学第二基本定理，对于 [ a ，6] 内的每个 t 有 

•X 

a ( x ) — a ( a ) = a it ) dt . 

J a 

在定理 7. 33 中取 g ^ a 就可以得到定理 7. 35. ■ 

注在练习 7.34 中叙述了一个相关的结果 • 

7.21 黎曼积分的变置替换 

关于在积分中进行变量替换的定理 7. 7中的公式 f / da = f 、 dj 9, 当 a ( x )= x 且 g 是一个有 

J a J c 

连续的导数/的严格单调函数时，取下面的 形式： 

rgU) cd 

f(x)dx = fLgiO^g 

J g(c) J c 

当 6] 时此式成立.当 / 是连续函数时，我们可以用定理 7 . 32去掉对 g •的单调性的限 
制.事实上，我们有下述定理： 
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定理 7.36( 黎曼积分中的变量替换）假定 g 在区间 [ c ， 上有连续的导数 〆 .设/在 
g ([ c , 力）上连续，且用等式 

Fix ) = f ( t)dt 当 ：r G 


定义 F . 则对于 [o d ] 内的每个工， 积分厂/[襄(0]/(£)&存在，而且其值为 F [ gU )], 特别 

J c 


地，我们有 


Cg ^ d ) 


gic ) 


fix)dx 


c 


证明因为 〆 和复合函数 / 。 g 二者在 [ c , W 上都是连续的， 



[ c ， W 上定义 G 如下： 

G(x) = fLg(t)2g(0dt. 

J c 

我们将证明 G (: r ) = F [ gCr )]. 按照定理 7. 32,我们有 

' G 7 (x) = /[g ■( 工 )]〆( 工 ）’ 

而且，按照链式法则，的导数也是 /[ gUUg ' U)， 因为厂'(：£：)=/(：?：).因而 GU ) — 
F [ g ( x )] 是一个常数.但是，当 x = c 时可得 G ( c ) = 0 和 F [ g ( c )] = 0, 所以这个常数必定是 0. 
因此对于 [c，d ] 内的一切都有 G ( x )= F [ g ( x )]. 特别地，当 1 = 3时，我们得到 GU ) = 
F [ g (^)], 这就是定理中的最后一个等式. ■ 


画 


注某些教科书在证明上述定理时增加了一个假设条 
件，即 〆 在|>，上永不为 O . ‘这个条件，当然，蕴 
涵着 g ■的单调性 • 上述证明表明，该条件不是必须的 • 
应当注意到，因为 g 在 [ c , d ] 上是连续的，所以 
g ([ c ， d ]) 是一个包含着连接 g ( C ) 与 gU ) 的区间的 
区间 •特 别地，该结果当 g ( c ) = g ( d ) 时成立，这使得 
此定理在应用时特别 有用. （对于一个容许 的茗见 
图 7-2,) 

实际上，定理 7. 36还有一个更一般的表述，它不 



要求/或是 〆 的连续性，但是可以想象，它的证明更难_假定尺[>， J ]， 而且工6 
[ c ， ，设 g (^ o ) — / i ⑴ di ， 其中 <2是 [c，<i ] 内的一个固定点•于是，如果在上有 

J a . 


/6尺，则取分/[发 U)]/i ⑴ ck 存在，而且有 

J C 

CgU) Cd 

f{x)dx = 

J gCc) j c 

这看来是在黎曼积分中进行变量替换的最一般的定理 • （该定理的证明参见 H_ Kestelman， 
Mathematical Gazette f 45(1961) > pp. 17-23.) 定理 7. 36 是该定理当 /i 在 [ c ’ 上连续、 / 
在 〆 [ c ， d]) 上连续的特殊情况- 
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22黎曼积分第二中值定理 


定理 7.37 设 g 在 [ a ，6] 上连续，//于 [ a ，6]. 设 A 和 B 是两个实数，它们满足不 


等式 


A </( a +) 和 fib 


则在 [ a ，6] 内存在一点： r 。 使得 

i) f(x)g(x)dx = A ° g(x)dx + B g(x)dx. 

v a J a J Xq 

特别地，如果对于 [ a ，6] 内的一切 x 都有 /(: c ) X )， 则有 

ii) [ f(x)g(x)dx = B g(j：)dxf 其中 € [a ， 6]. 


注 （ ii ) 称为博内 （ Bonnet ) 定理, 


证明如果 〆 : r )= 总⑴ dr ， 则可以应用定理 7 . 31 ，于是得到 


f ( x ) g ( jc)djo = /( a ) gCx)dx + fib ) gix ) Ax . 

J a J a J 

这就证明了 （ i ) 式，只要 A =/( a )， B =/(6). 现在，如果 A 与 B 是满足 A </ U +) 和 B >/(6—) 
的任意两个实数，我们就可以在端点 a 和6处重新定义/使得 /( a ) = A ， f ( b )= B . 这个修改 
过的/在 [ a ，6] 上仍然是递增的，而且，如我们以前曾经注意到的，在有限个点上改变/的值 
不影响黎曼积分的值.（当然， （ i ) 中的点 A 将依赖于对 A 与 B 的选取 .） 取 A = 0, 就可以从 
( i ) 推出 （ ii ). _ 

7.23 依赖于一个参数的黎曼-斯蒂尔切斯积分 

定理 7. 38 设/在矩形 

Q = ： a ^. x ^. b ^ c ^. y ^. d } 

的每个点 U ， : yO 处连续.假定 a 在 [ a ， 幻上是有界变差函数，并且设 F 是 [ c ， 幻上由下面的 
等式定义的 函数： 

* F ( y ) = f ( xyy ) da ( x ). 


则 f 在 [ C , j ] 上 连续. 换句话说，如果: ^ e [ c , d ]， 则有 

lim f /( x ， 3 /) da ( x ) = lim /( x , y ) da ( x ) 


/( j ：» y 0 ) da ：( x ). 


证明假定 a ， 于 [ a ，6]. 因为 Q 是一个紧集，所以 / 在 Q 上是一致连 续的. 因此，给 
定 e >0, 存在^ >0( 仅依赖于 e ) 使得对于 Q 内的每一对满足 | z — 〆 | <3的点 z = (: r ， ： y ) 与 
z ={x , y ) 有 I fix , — y ) \ < e . 如果丨 y~y I d 则有 

I F(y)~F(y) |< f I fU,y)~ f(x 9 y) | da(x)< e[a(6) - a(a)]. 

J a 

这就建立了 F 在 [ c ， 幻 上的连续性. _ 






134 


第 7 章 


当然，当 a (« r )=: c 时，该定理就变成了涉及一个参数的黎曼积分的连续性的 定理. 然而， 
如果我们使用定理 7. 26，则可以对于黎曼积分导出一个比通过简单地设 a ( x )= x 而得到的更 
加有用得多的结果. 

定理 7 . 39 如果/在矩形 [ a ， 6 ] X [ c ， d ] 上连续， g ^ Rla , b ], 则由等式 

~ g fix ^ y)dx 
J a 

定义的函数 F 在 [ c ， 上连续•即， 如果: y 。6 [ c ， d ] ，则有 

-b p 

lim g ( x ) f ( x , y)dx = g ( x ) f ( x , y 0 ) dx . 

: y- ►: y 0 J a 」 a 

证明如果 G ( jc ) = ⑴ dr ， 则定理 7. 26 表明 F (： y ) = f f ( x , y ) dG { x ). 然后应用 

J « J a 

1166) 定理 7. 38 即可. ■ 

7.24 积分号下的微分法 

定理 7 . 40 设 0 ={(工， ： y ): a < x < 6 , c <^ y ( d 、. 假定 a 在 [ a , 6 ] 上是有界变差函数， 
而且假定对于 [o d ] 内的每一个固定的: y ， 积分 

F (^) — J f ( x ， 3 ；) da ( j ：) 

都 存在. 如果偏导数 D 2 / 在 Q 上是连续的，则导数 F ' (: y ) 对于 ( c ， oO 内的每一个: y 都存在，而 
且由下面的等式 给出： 


F \ y ) 


x ^y)daix) 


注特别地， 当 gGR [ a ， 6 ] 且 a ( x ) = g ⑴士时 ，我们得到 


F ( v ) 


g ( x ) fix ^ y)dx 和 F f iy ) = g ( jr ) D 2 /(^ 9 y)dx 


证明如果: yc > e ( c ， cO 且则有 

F(y)-F(yo2 = r /(x,y) -/(j ：， 3 ； o) da(：r) = f & D 2 /(x ， 3；)da (x ) ， 

: y — 」 《 : V _ ： y 。 J 

其中 y 介于 3； 与 W 之间. 由于 D 2 / 在 Q 上是连续的，所以用在定理 7. 38的证明中所进行的 
讨论可得本定理的结论. B 

7. 25交换积分次序 

定理 7.41 设0 = {(尤， ： y ): a ^ x^by c ^ y ^ d ). 假定 cr 在 [ a ’ 6] 上是有界变差函数’ /? 
在0, 上是有界变差函数，/在 Q 上是连续函数.如果( I ，： V )6 Q ， 定义 

Fiy ) — /( x ， y ) da (* 3 ：) ， G ( x ) = f (x ^ y ) dj 3( y ) . 

斛有 d ]， GeK ( a )[ a , b ], 而且有 
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F ( y ) d ^( y ) = 

J c 


G ( x ) da ( x ). 

J a 


换句话说，我们可以交换积分次序 如下: 


m b 

■ 

a 



、d 




-J c 


da ( x ) 


rd 


Cb 


/( x ，： y ) da ( x )] clj8 (： y ) 


证明按照定理 7.38， F 在 [ c ，6?] 上连续，从而有 d ]. 类似可知， G 6 
R ( a )[ a , 6]. 为了证明这两个积分相等，只需考虑《，于 [ a ，6] 和于 [ c , A 的情况. 

按照一致连续性，给定£>0,存在^>0使得对于 <3内每一对满足 | z -/ | <3的点2 = 

( 工 ， z ={x ^ : y ’） 有 


I /( 工， : y) — /( 工 ’ ， >’ ） l<e_ 

现在我们用把 [ a ，6] 和 [ c ， 心中的每一个都划分成《等份的方法把 Q 划分成个相等的 矩形， 
其中选取 n 使得 


(6 一 a) / S 

n 42 

对于6 = 0，1，2，…，77，记 


( d - c ) ^ S 


X k 



k{b — a ) 
n 


yk = 


c + k { d - c ) 
n 


则有 


Cd n~l n—1 广 广 

j (j f(j ： ,y)d/3(y)^da(x) = 2 j * +： ( + /( 工 ，： y)d/3( ： y) )da(x)_ 


k = 0 j = 0 J x k 

对上式右边应用两次定理 7. 30,双重求和将变为 


其中 （ A ， 


71-1 n-\ 


2 ，: V ! )[/?(： y 什 1 ) _ /3(%)][«(工*+1 ) — a (: c *)]， 

k = 0 j = 0 

/,) 在以 C ^，％) 和（心 +1 ，： y > +1 ) 为相对顶点的矩形 Qm 内.类似地，可以得到 


rd 


rb 


n —1 n — 1 


f(x,y)da(x)^dj3(y) = 2 2 ，< )[ 戸 ( 乂 + 1 )— 戸 ( ％。 [ 以工奸 1 ) — a ( 々）] ， 


是=0户0 


其中（乂， y >) 6 Qa ,>- 但是丨 fix k , y ^— fixk , y f / j ) I < e * 因而有 


m b 

a 


G ( x ) da ( x ) 


rd 


F ( y ) d ^( y ) 


n _1 n —1 

< — 〆 ％■)] 2] [ a (々+ i ) — “( A )] 

j = 0 是 = 0 


— e[/?(^) — 0(c)][a(6) — a(a>], 

因为 e 是任意的，所以此式蕴涵这两个积分相等. _ 

定理 7. 41与定理 7. 26 —起可以对黎曼积分给出下面的结果. 

定理 7. 42 设/在矩形 [ a , 6] X [ c ， d ] 上连续 • 如果6]， heRlc , 则有 


Cb 


J a 


m d -n 

g ( x ) h ( y ) f(x ^ y)dy dx 


v 

^ C 


Cb 


L*/ a 


g (x)h(y) f(x^y)dx 


dy . 


证明 


设 a ( J ：) = g ( u ) du ^( y )= 


h Cv ) dv f 应用定理 7, 26 和 7, 41 即可. 
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7. 26黎曼积分存在性的勒贝格准则 

每一个连续函数都是黎曼可积的.然而，连续的确不是必要的，因为我们已经知道当/在 
[ a , 6] 上是有界变差函数时， feR . 特别地，/可以是一个单调函数，它的间断点集是可数 

集，可是积分 f 6 / U ) d : c 还是存在.实际上，有一些黎曼可积函数，它们各自的间断点构成一 

J a 

个不可数集.（参阅练习 7.32.) 因此自然 要问： 一个函数可以有“多少个”间断点仍然可以保证 
它是黎曼可积的？关于这个问题的权威性的定理是由勒贝格发现的，本节将证明这一定理.勒 
贝格定理所蕴涵的思路，是由检查黎曼条件以査看黎曼条件对/的间断点集所加的限制的种类 


而揭示出来的. 

黎曼上和与黎曼下和的差由 


k = 1 

给出，粗略地说，/是可积的，当且仅当这个和可以任意小.把这个和一分为二，譬如分成 
Si + Sn 其中 S , 来自仅包含/的连续点的子区间， s 2 由其余各项组成.在&中，每一个差 
值 M〆 /) 一 m〆 /) 都可以由于连续性而很小，而且这样的项可以大量存在却仍能保持&很小. 
然而、，在 S 2 中，差值 Mt (/) — m *(/) 未必很小，但是由于它们是有界的（譬如以 M 为界），我 
们有 I s 2 | < m 2 a ^, 所以如果对应于&的子区间的长度之和很小， s 2 也将很小.因而我 
们可以期待，可积函数的间断点集可以被总长度很小的一些区间所覆盖. 

这是勒贝格定理的中心思想.为了更准确地系统阐述这一思想，我们引进零测度集的 

定义 7.43 —个实 数集合 S 称为测度为零，如果对于每一个 e >0， S 都有由开区间构成 
的可数覆盖，其中所有区间长度之和小于 e . 

如果这些区间用 （ A , 表示，则该定义要求 

S ^ I J (a k fb k ) 与 ^{b k — a k ) < e. (3) 

ri 69 i v ^ 

如果这个区间族是有限的，则 （3) 中的角标取遍一个有限集 • 如果这个集族是可数无限的， 
则是从1取到 CO ， 而那些区间长度的和是一个无穷级数的和，由下式 给出： 

DO N 

( b k — a k ) = lim ' y \{ b k — a h ). 

除了这个定义之外，我们还需要一个关于零测度集的结果. 

定理 7.44 设 F 是 R 内的一个可数的集族，譬如 

F = { F " F 2 ，•••}， 

其中每个集合都是零测 度集. 于是它们的并集 

k^l 


也是零测度集. 

证明给定 £ >0,有由开区间构成的对尺的可数覆盖，此覆盖中的区间的长度之和小于 
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dl 、 所有这些覆盖的并集本身是一个由开区间构成的对 S 的可数覆盖，其中全部区间长度的 
和小于 

S 秦=& ■ 

k= 1 

例 因为仅由一个点组成的集合是零测度集，由此可知 R 的每一个可数子集都是零测度 
集.特别地， 有理 数集合是零测度集.然而， 有不可数的 集合也是零测度集.（见练习 7.32.) 

下面我们介绍振幅的概念. 

定义 7.4 S 设/在一个区间 S ii 定义且有界.如果： TGS ， 则数 

O f (T) — sup{/(x) — f(y) : x 6 T,y T) 

称为/在了上的振幅./在 x 点的振幅定义为下面这 个数： 

oofix) = limfi/CBCxj/i) f| S). 

A— 0 + 

注上式中的极限总是存在，因为 / ons ) 是； I 的一个递减 函数. 事实上， 

T ' d 蒗涵 nfdxnfd ). 还有， w f u )= o , 当且仅当/在工点连续（练习4.2 4 ). 

下面这个定理告诉我们，如果在一■个紧区间 [ a ，6] 的每一 1 个点上都有 ( x )< e , 则对于 
一切足够小的子区间丁都有 fi / COO . 

定理 7.46 设/在 [ a , 6] 上定义且有界，给定 e >0. 假定对于[>， 6] 内的每一个 工都有 _ 
c ^^ CxXe , 则存在 00( 仅依赖于 e ) 使得对于每一个闭的子区间了^>，6]，只 要了的 长度小 
于5，就有仏（: T )< e . 

证明对于0, 6] 内的每个 x 存在 1- 球 S ^ = _ B ( x ; 九）使得 

Q f { B x H [ a ，6]) 〈 a >/( x ) + [s — a >/( x )] = e . 

由所有直径减半的球 BU ; &/2) 构成的集合形成1>， 6] 的一个开覆盖.由紧性，这些球 
中有有限个(臀如说是 々个) 可以覆盖 U , 6]. 设它们的半径分别是 A /2, …， 8 J 2, 并设占是 
这个数中最小的一个 • 当区间丁的长度<3时，则 T 至少被这些球中的一个（譬如说是 
B (^； 心/2))部分地覆盖.然而，球 B ( x , ; 心)完全覆盖丁(因为心>2幻.此外，在 &)n 
[ a , «中/的振幅小于 e . 由此可得证毕. ■ 

定理 7.47 设/在0, 6] 上定义且有界，对于每一个 e >0 定义 集合人如下： 

J t = {jo '• x [a ， 6] ， cofix) ^ e}. 

则人是闭集. 

证明设: t 是人的一个聚点.如果 x 磋人，则有叫 ( x )< e . 于是有卜球 B ( x ) 使得 

fl [a ， 6]) < e. 

这样就没有 BQ ) 的点属于人，这与工是人的一个聚点的假设相 矛盾. 因此工 G 入，从而人是 

闭集. ■ 

定理 7.48( 黎曼可积性的勒贝格准则）设/在[〜 6] 上定义且有界， D 表示/在 [ a ， ft ] 

内的间断点集. 于是， f ^ R [ a , 6], 当且仅当 D 是零测度集. 

证明（必要性）首先假定 D 不是零测度集，我们来证明/不是可积的.可以把 D 写为可 




数个集合的并集 


oo 

D = D r » 

r=l 

其中 

D r == {x : oj /( x ) ^ ~j . 

如果 xeD ， 则 w / ( x )>0, 所以 D 是集合 D r ( r = l ， 2，…）的并集 • 

如果 D 不是零测度集，则（由定理 7. 44) 有某个集合是零测 度集. 因此，有某个 e >0 
使得由开区间构成的覆盖 D r 的每一个可数族中各区间的长度之和对于 [ a ，6] 的任何划分 
P 有 

n 

U(P ， f) —L(P ， f) = = Si+S >S” 

a= i 

其中 Si 所包含的各项都来自含有 D 的点的子区间，&包含其余各项.来自 Si 的开区间覆盖 
D r , 可能 有认的 一个有限子集除外，而这例外的子集是零测度集，所以这些开区间的长度之 
和至少是 £. 此外，在这些区间中，我们有 

純（/) — m〆 /) 彡丄 从而& > 土. 

T T 

这表明对于每一个划分 P 都有 

l7(P,/)-L(P,/) 

V 

所以黎曼条件不能满足，从而/是不可积的.换句话说，如果只，则 D 是零测 度集. 

oo 

(充分性)现在假定 D 是零测度集，我们要证明黎曼条件能得到满足 • 仍然写 D = L ( a ， 其 

中认是由满足条件叫 W > l / r 的点： r 组成的集合.由于 D r 〔 D ， 于是每一个 D r 都是零测度集， 
所以 U 可以被一些开区间覆盖，这些开区间的长度之和 < l / r . 由于 U 是紧的(定理 7. 47)，所 
以这些区间中的有限个区间覆盖这有限 r 个区间的并集是一个开集，我们把它记为 A r . 它的 
余集 Br = [ a , 6]— 柬是|>， 6] 的有限个闭子区间的 并集. 设 JSB r 的一个有代表性的子区间. 
如果 iG ， 则叫 ( x )< l / r ， 所以，按照定理 7. 46,有一个 d >0( 仅依赖于 r ) 使得 J 可以被进 
一步分为有限个长度<8的子区间了， n f ( T )< l / r . 所有这些子区间的端点确定1>， 6] 的一个 
划分 P r . 如果 P 比尺细，就可以写 

n 

L7(P，/) —L(P，/) = -m k (f)^x k = S a + S 2 , 

k =\ 

其中 s , 包含的那些项来自包含 a 的点的子区间， s 2 包含其余各项.在 S 2 的第 A 项中，我 
们有 

< y 从而 S 2 

因为人覆盖所有对 S , 有贡献的区间，所以有 

M — 771 

*^1 ^ T ， 
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其中 M 和 m 是/在 [ a ，6] 上的上确界和下确界.因而有 

17(P ， /)—UP，/) <^ M ~ mJrh ~ a . 

r 

因为此式对于每一个都成立，所以黎曼条件成立，所以有/6尺1>， «• ■ 

注一个性质被说成在 R 1 的一个子集 S 上几乎处处成立，如果它在 S 上除了 一个零 _ 

测 度集之外处处成立.这样，勒贝格定理表述的就是，一个在紧区间 [ a ， b ] 上有界的 
函数/在幻上黎曼可积，当且仅当/在|>， 6] 上几乎处处连续. 


下面的叙述(其中某些曾在本章前面证明过)是勒贝格定理的直接推论 • 

定理 7. 49 a ) 如果/在|>， 6] 上是有界变差函数，则有 /€ K [>，&]• 
t >) 如果 / eK |>， rt ， 则对每一个子区间 o , 匚[〜 6] 有 / eK 〔 c ， 在 b ，6] 上有 
1 / 丨和尸并且，只要 g^RLay 6], 就有 / • g ^ Rla , 6]. 

c ) 如果在 1>， 6] 上有 /e 尺和幺6只，则 //茗€只|>，6]， 只要 g 有界离开零（参阅定理 6.10 

的说明-译者注). 

d ) 如果在|>， 6] 上/与 g 是有相同的间断点的有界函数， m feRla, b], 当且仅当 ge 
i ?[<2，6]. 

e ) 设6]，而且对于 [ a ，6] 内的一切: r 都假定有 m < g ( x )< M 如果/在 [ m ， M ] 上 
是连续的，则由 / i ( x ) = /[ g ( x )] 定义的复合函数&在 [ a ，6] 上是黎曼可积的. 

注 如果只假定 /6 i ?[ w ， M ]， 则 （ e ) 的结论未必 成立. （见练习 7.29.) 


7.27 复值黎曼-斯蒂尔切斯积分 


形如 [ fda 的黎曼-斯蒂尔切斯积分(其中 f 与 a 是在一个区间 [ a ，6] 上定义且有界 的复值 

J a 


函数）在复变函数理论中非常重要，可以用与我们在实数情况下使用过的相同的定义方法来介 


绍 它们. 事实上，当/与 a 是复值函数时，定义 7.1 也是有意 义的. 只需把用于构建黎曼-斯 
蒂尔切斯和的乘积/(&)[«(々）一《(心-1)]之和理解成复数的乘积之和即可.因为复数也满足 
为实数所满足的交换律、结合律和分配律，所以复值积分也具有实值积分所具有的许多性质是 
不足为怪的.特别地，当/与 a 是复值函数时，定理 7 *2、 7.3, 7.4, 7. 6和 7. K 以及它们的 
证明）都(逐字逐句地） 成立. （在定理 7. 2和 7 . 3 中，常数 q 和 r 2 不可以是复数 _) 此外，我们 


有下述定理，它实际上可以把复数的斯蒂尔切斯积分的理论化为实数的情况_ 

定理 7.50 设与 a = a !+ i 奶是定义在一个区间 [ a ，6] 上的复值函数，则有 


fda — ( [ f\da\ — fidaz )+ i ( f + / i da ； 

J a ’ J cl J *3 


只要等号右边的四个积分都存在 • 

定理 7. 50的证明可以直接从定义得出，留给读者. 

应用这个定理可以使我们能够把实积分的多数重要的性质推广到复积分的情况.例如，在 
定理 7 . 32中建立起来的微分与积分之间的联系，对于复积分依然成立，只需简单地用分量定 


1731 
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义诸如连续、可微和有界变差这样一些概念，像对于向量值函数所做的那样.这样，我们说复 
值函数在[〜 6] 上是有界变差函数，如果每一个分量&与《 2 在! >， 6] 上都是有界 
变差函数.类似地，导数(/⑴由等式(/⑴二^⑴+^⑴定义，只要导数 / U ) 和乂（〖)都存 
在.（单侧导数也用同样的方法定义 .） 按照这样的理解，当/与 a 是复值函数时，定理 7. 32 
和 7. 34( 积分学的两个基本定理）二者仍然成立.它们的证明可以从实函数的情况直接使用 
定理 7. 50而得到. 

我们将在第16章再回到复值的积分，那时将更详细地研究单复变量函数. 


练习 


黎曼-斯蒂尔切斯积分 

7. 1 直接从定义 7. 1 证明 da ( x ) = a ( b ) — a ( a ). 

J a 

7.2 如果 /6 R ( a )[ a ， 幻，而且对于在 [ a ，6] 上单调的每一个/都有 f/da = 0,证明 a 在[>， 6] 上必定是 

J a 

常数. 

7,3 一个黎曼-斯蒂尔切斯积分的下述定义经常在文献中使用：我们说/关于《是可积的，如果存在一个实 
数 A 具有这样的性质，即对于每一个£>0都存在5>0使得对于 [ a , 6] 的每一个满足范数 || P |j <5的划 
分 P 和在 Dr *-! , A ] 内选取的每一个 G 都有 I S ( P ， /， a)-A I < e . 

a ) 证明： 如果 f / da 按照这种定义存在，则按照定义 7.1 它也存在，且两个积分相等. 

b ) 对于 设 /(: c)=a (: c ) = 0, 对于 c < x <6 设 /( jc ) = a ( a :) = 1， 设 /( c ) = 0， a ( c ) = l . 证明 J /da 

按照定义 7. 1 存在，但是按照这第二个定义不存在. , * 

7,4按照定义 7，1 如果有 /€/?， 证明 f /( x ) dx 按照练习 7.3 中的定义也存在_ (对照练习 7.3( b ).) 提示： 

J a 

设了 = JV (工) d 工， M = sup { I /( X ) 1 :: t 6[ a ， 6]}. 给定 e >0, 选取 使得 U ( P e ， /)<1 + 专(第7_ 11 

节的记号），设 N 是尸 £ 中分点的个数，并设 5= e /(2 AfN ). 如果 j | P ||<5, 写 

t /( P , /) = SM *</) Ax i = S 1 + S 2 , 

其中 Sl 是由 P 的不包含尸 t 的点的那些子区间所形成的各项的和， S 2 是其余各项的和.于是有 
[1741 S! <l/(P t ，/) < J + e/2 ， S 2 < NM || P || < NMd = e/2, 

由此可得 LK 尸， f )< I + e . 类似地，对于某个 y 可得 

L ( P , f ) > I - e , 当 || iMI < 〆 _ 

因而当 II P II < min ( d ， y ) 时有 1 S ( F , /) —J I <€• 

7.5 设 Ud 是一个实数序列.对于工 >0 定义 

W 

A ( x ) = = 2 a ”， 

n= 1 

其中 [X] 是不超过 x 的最大整数，并且把空的求和理解为零_设/在区间有连续的导数•用 
斯蒂尔切斯积分推导出下述 公式： 

~~ Aix )/ ( j：)dx + A ( a )/( a ). 

n^.a 1 

7. 6 用欧拉求和公式或用斯蒂尔切斯积分的分部积分法推导出下述各恒 等式： 
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k s 


广 1 


U d 


b) 5] X = lo S n 


x 


M 


当 $ # i. 


dx + 1_ 


7.7 假定/在 [1，2 rt] 上连续.用欧拉求和公式或分部积分法证明 


y] (— \Yfik) = / '(xXtx] — 2[x/2])dz, 

J 1 

7.8 当文不为整数时设％ (工—[工]_ +，当I为整数时设心（工 ）= 0. 再设灼（工) 
[1， n] 上连续，证明由欧拉求和公式可推出 

f ( k ) = fix ) Ax - j* < p 2 (工), (x)dr + /(l) 言 ’( rt ) , 

7.9 在练习 7_ 8 中取 /( i) = logj：， 证明 

v 

logrt! = (w +-|-)logn 一 n + 1 4 - ^ 沪〜; ) dr 
7.10 如果 : c>l ， 设 tt ( x ) 表示 < j : 的素数的个数，即 

; r ( j :〉 = > : 1 ， 

p<j ： 

其中求和对于的全部素数 p 进行. 素数定理表述为 


9 l U ) Au 如 果/在 


lim ^ r ( x ) 


logx = 工 . 


X 


该定理通常用研究由 

t?(x) = U logp 

给定的一个相关函数 d 的办法来证明，其中的求和还是对于的全部素数进行_函数 7 T 与 d 都是在 
素数处有跃变的阶梯函数_本练习说明了如何把黎曼-斯蒂尔切斯积分用于建立这两个函数的联系， 

a) 如果 x>2, 证明 ；r (: c ) 和扒; c) 可以表示为下述黎曼-斯蒂尔切斯 积分： 

t3(x) = logfd7T ⑴， tt(x) = 

J 3/2 J 

注： 下限可以用开区间 （1, 2) 内的任何数代替. 

b) 如果用分部积分法证明 

t 9 (x) = ； r(a ： )logx— [ 

J 2 t 


logt 


dO ( t ). 


7 r (* r ) 


t 9( x ) 


⑴ 


logx J 2 dog 2 之 
可以用这些等式 证明： 素数定理等价于关系式 

JT—OO 

\ 11如果 a， 于[〜6]，证明有 


ck . 


Tb 


a) /da 


/da+ /da (a <c< W. 


b) , (/+g)da< fda -\-\ gda* 


c) 


(/+ g)da ^ fda ~\~ gda . 


12 给出定义在 [ a，6] 上的一个有界函数 / 和一个递增函数 cr 的例子，使得 I / I 6i?(a)， 但是 f /da 不存在_ 
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圆 


7.13 设在[〜 &] 上是一个有界变差连续函数.假定&]，并当： ce[〜6] 时定义趴工) 
g ( OdaU ). 证明： 

a) 如果于|>，6]，则在[〜 6] 内存在一点X。使得 


工0 


/d/3 = /(a) gda~{- fib) gda. 

\ J a J Xq 

b) 此外，如果 / 在 [a ， 6] 上连续，则有 




fix)g(x)da(x) = fid) gda~\~ fib) gda. 

I J a J Xq 

7.14 假定 /€ i ?( a )[ a，6]， 其中 a 在 [«，6] 上是有界变差 函数. 设 V(x) 对于 (a，6] 内的每个 x 表示 《 在 i] 
上的全变差，并设 vu)=o. 证明 


V 
J i 


fda 


< I / I dV < MV ⑻， 


其中 M 是 I /| 在 [ a ， 6] 上的一个 上界. 特别地，当 a (d=a： 时，此不等式变成 

/ (x)dr ^ M(b — a). 

L 

7.15 设是 [ a, 6] 上的有界变差函数序列.假定存在一个定义在 [a，6] 上的函数 or 使得当 n-^oo 时， a — an 在 
[a, 6] 上的全变差趋向于 0. 再假定对于每一个 n=l ， 2,…都有 aU)=«„(a) = 0_ 如果/在[>， 6] 上 
连续，证明 ， 

lim [ fix ) dan ( jo ) = /( x ) da ( x ). 

n-►ooj a J a 

7.16 如果在 [ a，6] 上有 /6K(a)， feR ( a ), g ei?(a) 和 g 2 ，证明 

da(x) = (J f 2 (x)da(x) ^ g 2 (x)da (: r) )_ (J* /(x)g(x)da(:c)). 

当 a/ 于 [a, 幻时，推导出柯西-施瓦茨不等式 

(/(x)^(x)da(j：)) < (| / 2 (x)cLf(x) ) (j ^ 2 (x)da(x>). 

(与练习 L23 比较 .） 

7,17 假定在 [ a，6] 上有 /ei?(a), gei ?(«) 和证明 


m b 「 


fix ) 

g ( x ) 

2 -i 

da ( y ) 

J fl L 

J 。 

/( y ) 

g (: y ) 

■ 


( f ( y ) — f (工 )）（ g ( y ) — gi ^^ daCy ) 

Z J a LJ a 


( ia ( x ) 


( a (6) — a ( a )) 


f(x)g(x)da(x) — /(x)dfl(x) ^ ^ g(x)da(x )) 


如果于 [ a ， 6 ]， 则当 / 与 g 在 6] 上都递增（或都递减）时，推导出不等式 


岡 


(j /(x)da(x) ) ( gix)da(jo) (a(b) — a(a)) 

证明当/在 [ a ， 6] 上递增而 g 在 [a ， 6] 上递减时，相反的不等式成立 • 

黎曼积分 

7,18假定 /6 R[a ，6]，用练习 7 .4证明极限 . 

} ^ p (a+k ^ } 

存在，且其值等于 r/(i)^. 推导出 


f(x)g(j ： )da(j：) 


lim 2 


n 


k 2 +n 2 


= 子 ， lim 2 (n 2 + k 2 ) _1/2 = log(l + V^). 
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7.19 定义 


fix ) 


dt ) , gix ) 


a ) 证明对于一切 j : 都有 ( o ：) = 0, 并推导出 g ( jr ) + /( x ) = 7 t /4* 

b ) 用 U ) 的结果证明 

lim e -’ 2 dt — Vit . 

JT-*OoJ 0 乙 

7* 20 假定并当 x 6[ a ，6] 时定义 /( x )= 容 （ Odf •证 明积分 j * 1 〆 £) 1 df 给出 / 在 [ a ， 工]上的全 

J a J a 

变差. 

7.21 设 /=(/:,•••，/„) 是一个向量值函数，它在1>， 6] 上有连续的导函数 /. 证明由/描绘出的曲线的 
长度为 


Af ( ajb ) = || f U ) || 


7.22 如果广在 [ a ， x ] 上连续，定义 


h ( x > = 4 

Hi J a 


a ) 证明 


k -\ (: r) — Z*(^)= ’ ㈤ 誇 ~k = 1 ， 2 ， ". ， n. 


b) 用 U) 的结果把泰勒公式（定理 5. 19) 中的余项表示成一个积分 • 

7.23 设/在[0, a ] 上连续_如果 xe[0, a]， 定义/。 （d = /U) ，并设 

/„ +1 (x) = ix — n = 0 ， 1 ， 2,… 

n ! J 0 

a ) 证明/ •„ 的《阶导数存在，且等于 /. 

b) 证明下述费克特 （M.Fekete) 定理： /在[0, a] 内符号改变的次数不少于有序的数集 

/(a)，/i (a) ，…，/„ (a) 

中符号改变的次数.（提 示： 用数学归纳法 •） 

c) 用 （b> 的结果证明下述费耶 （L.Fegr) 定理： /在[0, a] 内符号改变的次数不少于有序的数集 


/(0), f ( 0 dt , 




中符号改变的次数. 

7.24 设/是 [ a ，6] 内的一个正的连续函数_设 M 表示/在 [ a ，6] 上的最大值.证明 


lim ( f / n ( 工 ) dj：) 

7 ? -，oo ^ J a ’ 


7.25 —个二元实变函数 / 对于单位正方形 0<： y < l 内的每个点（$， y ) 定义如下 

| 1 ♦ 当工是有理数， 

/U，3；) = \ 2 y 9 当 x 是无理数. 


a ) 计算 /(: c ，： y)cLc 和 /(: c ，： y ) dr ，用3；表计算结果. 

Jo Ip 

b ) 证明积分 P /(^，： y ) 办对于每一个固定的工存在，并对于0<工< 1计算用工和£表示的积 


分 /( x,^>dy 
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C ) 设 F ( X ) =证明 PfXddo ： 存在，并求出它的值. 

Jo J 0 

7.26 设/在[0, 1] 上定义 如下： /(0)=0；如果 n = 0, 1，2, …， 则/(工）= 2' 

a ) 给岀 f /( x ) cLc 存在的两个 理由. 

Jo ^ 

b) 设 F(x) = P/(Ock. 证明对于 0<1<1 有 

Jo 

Fix) = jcA(x) - ^-A 2 (x), 


其中 A ( x ) = 2" [_logx/log2] , [ y ] 是不超过: y 的最大整数. 

7.27 假定/有导数，该导数单调递减，且对于[^， 6] 内的一切: r 都有证明 

p 2 

cos/(*r〉(Lr < — • 

H a Tft 

提示 :用 /(X) 乘和除被积函数，并使用定理 7.37( ii ). 

7.28 给定一个递减的实数序列 { G ( n )} 使得当 n — oo 时 GU )— 0_用 { G (;0} 在[0， 1] 上定义一个函数/如下： 
/(0) = 1 ;如果是无理数，则 /(： r )=0; 如果 x 是有理数 m / n (最简分数），则 /( m / n ) = G ( n ) •在 
[0, 1] 内的每个 x 点计算振幅0^(1)，并证明/61?[0, 1]. 

7. 29设/如在练习 7. 28中那样定义， G ( n ) = l / n . 设当 0< j :<1 时 g U ) = 1， g (0) = 0. 证明，由 AU ) = 
g [/(： r )] 定义的复合函数 A 在[0, 1] 上不是黎曼可积函数，虽然在[0, 1] 上既有 /6 i ? 又有 
7.30 用勒贝格定理证明定理 7. 49. 

7.31 用勒贝格定理证明，如果在 [ a ，6] 上有 /6 i ? 和而且对于 [ a ，6] 内的全部 I 都有 / U )> m >0, 
则由 

hU ) = fU ) gU) 


[179] 


定义的 / l 在[£2， 6] 上是黎曼可积的. 

7.32 设1=[0, 1], 并设4=1一（1/3, 2/3) 是 I 的一个子集，它是由去掉 I 的位于中间一个三分之一开区 
间内的那些点得到的，即八^ 0， y ] u [ y . 1 -设丄是义！的一个子集，它由去掉_0，的和 


" A , I ] 的中间的三分之一开区间得到，继续这个过程来定义 A ” A 4 ，….集合 C = f "| 称为康托 
_ 3 J «= 1 

尔集. 证明： 

a ) C 是测度为0的紧集. 

oo 

_ b ): reC ， 当且仅当工= Ha „3- n ， 其中每一个 A 或者是0,或者是 2. 

n=^l 

c ) C 是不可数的_ 

d ) 设当 jcGC 时 /( x ) = l , 当 X 硭 C 时/(工）= 0.证明/6尺[0， 1]* 

7.33 本练习列出了 tc 2 是无理数的证明要点（应归于尼文 （Ivan Niven )), 设 /( x ) = f (1 — 工)” / n !_ 证明： 
a ) 当0<工<1 时， 0</ U )< l / n !. 

^每一个丨阶导数/⑴ （0) 和/ ^(1) 都是整数_ 

现在假定其中《和6都是正整数，并设 

F ( x ) = 2 (_ 1)* 广⑴ 7 C 2 ” - 2 、 
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证明： 

c ) F ( O ) 和 F ( l ) 是整数 • 

d ) 丌 2 a n f ( x ) sinux =~{ F / ( X ) sinnx — tcF ( x ) costtj: } . 


7. 34 


7. 35 


e) F(l) + F(0) = 7ra n J /(j ： )sin7rxdj：* 

f ) 当 n 充分大时，在 （ e ) 中使用 （ a ) 的结论，可推导出 0< F (1) + F (0)<1. 此结果与 （ c ) 矛盾，因而表明 
tt 2 (从而 it ) 是无理数. 

给定一个实值函数《，它在区间 [ a , 6] 上连续，在 ( a , 6) 上有有限的有界导数设/在 [ a ，6] 上定义 
且有界，并假定两个积分 

[/( jr ) da ( j ：) 和 f ( x)a ( jc)dx 
J a J a 

都存在.证明这两个积分相等.（并未假设 C / 是连续的 .） 

证明下述定理.此定理蕴涵积分为正的函数其本身必定在某个 K 间上是正的.假定在1>， 6] 上有和 
0</( x )< M , 其中 M >0, 设 J = fV ⑴如，九= 4 "(討+ 61 )，并假设 1 > 0 .则集合了={工： f ( x )> h } 

J a Ci 

包含有限个区间，这些区间长度的和至少是汉 提示： 设 P 是 [ a , 6] 的一个划分，使得每一个黎曼和 


S ( P ,/) = 都满足 S (尸， /)> J /2 .把 S ( P ， /) 分成两部分， SCP . f ) = L + [ ，其中 

k = \ k^B 

A = {k * [ i*—i » x *] ^ T }, B = {k • k ^ A }. 

如果 66 A ， 使用不等式 / U )< M ; 如果) feeB ， 则选取“使得 / U )< A _ 推导出 

keA 

积分方程和微分方程的存在性定理 

下述练习说明了如何把压缩的不动点定理(定理 4. 48) 用于证明某些积分方程和微分方程解的存在性定理 •用 
C [ a , &] 表示由全部在 [ a , 6] 上连续的实函数组成并以 

= [I /— g II = max 丨 fix ) — g ( x ) \ 

为度量的度量空间.我们记得 C [ a ，6] 是一个完备度量空间（练习 4.67). 

7.36 给定一个在 C [ a ，6] 内的函数 g 和一个在矩形 Q = [ a ，6] X [ a , 6] 上的连续函数 K ， 考虑在 C [ a ，6] 上 
由方程 

T (< p )( x ) — g ( x ) + A K ( x , t )< p ( t)dt 


定义的函数了，其中 A 是一个给定的常数. 

a ) 证 明了把 C [ a ，6] 映射到自身. 

b ) 如果在 Q 上有 | KU , 3^) I < M , 其中 M >0， 而且 | A 丨 < AT 1 (6— a ) — 1 ，证明 了是 C [ a ，6] 的一个 

压缩，因而有一个不动点 p ， 它是积分方程 〆 工）=+ A 的一个解. 

J a 

7.37 假定/在一个矩形0 = [^ — A，a + A ] X [6-*, 6+务]上连续，其中 / i >0, d 

a ) 设 p 是一个在 a + / i ] 上连续的函数，使得对于 U — A , a + A ] 内的一切 1 都有 （ x ， < p ( x )) eQ . 
如果 0< Cc </ i ， 证明 p 在 （ a _ c，a + c ) 上满足微分方程: y / = /( x ， ： y ) 和初始条件= 6 ，当且仅当 9 
在 (a — c，a + c ) 上满足积分方程 

^ p ( x ) = 6+ f ( t 9 < p ( 0 ) dt . 

J a 

b) 假定在 Q 上有 I fix, y) I 其中 M>0 ， 并设 c=min{/i ， k/M}. 设 S 表示由 [a—c ， ct+c ] 上满足条件 
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1 0 x )—6 丨的全部 函数史 组成的 C [ d — c ， a + c] 的一个度量子空间.证明 S 是 C[ fl —c， a + c ] 的一个 
闭子空间，从而 S 本身也是一个完备度量空间. 
c) 证明在 S 上由方程 


T ( 9 )( x ) = 6+ jf ( t 9 < p ( t))dt 

J a 

定义的函数丁把 S 映射为自身. 
d) 现在假定/对于0内的每一对点（: r，W 和(工，幻满足形如 

I /( 工， : y) — I ^ A I ^ — ^ I 

的利普希茨条件，其中 A >0. 证明： 如果 / i < l / A ， 则了是 S 的一个 压缩. 对于 A < l/A 推证微分方 
|1811 程; y / = /( i ， ： V )在 (a — c，a + c ) 上恰有一个解 ; y = f (* r ) 使得 〆 
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第 8 章无穷级数与无穷乘积 


8. 1引言 

本章对于无穷级数和无穷乘积理论作一简要的介绍，所涉及的仅仅是各项均为实数或复数 
的特殊的无穷序列.收敛序列的问题已经在第4章介绍一般的度量空间时讨论过了.本章将回 
顾第4章的某些概念，把它们应用于具有通常的欧几里得度量的 C 中的序列. 


8.2 收敛的复数序列与发散的复数序列 


定义 8.1 C 中的一个点列 U „} 称为是收敛的，如果 C 中有一个点 p 具有下述 性质： 对于 

每一个 e >0， 都有整数 JV (依赖于 e ) 使得 

| a n — p | <C £ 只要 w >] V . 

如果 {〜} 收敛于 P ， 我们写作 = 并称是这个序列的极限.如果一个序列不是收 
敛的，就称其为发散的. 

C 中的一个序列如果满足柯西条件，则称其为柯西序列；所谓柯西条件就是，对于每一个 
e >0 都有整数 N 使得 

1 a n —a m | < e 只要 

因为 C 是一个完备度量空间，所以从第4章可知， C 中的一个序列是收敛序列，当且仅当它是 
― ■个柯西序列. 

当我们不知道一个序列收敛到的具体的值时，柯西条件对于确立该序列的收敛性特别有用. 
每一个收敛序列都是有界的(定理 4 . 3 )，因而，无界的序列必定是发散的. 

如果一个序列收敛于户，则每一个子序列 } 也收敛于 〆 定理 4. 5). - 

一个各项都是实数的序列称为发散到 loo , 如果对于每一个 M >0 都有二个整数 iV 

(依赖于 M ) 使得 

a n >M 只要 

这种情况可以写作 1&〜==+00. 

如果 lim ( — < z „) = +°°，则可以写作 lim a „ =— ⑺，并说 { a „} 发散到 一°°. 当然，有许多发 

rt-^oo 

散的实值序列既不发散到+°°，也不发散到一 例如，序列{(一1广（1+1/〃）}发散，但是并 

不发散到+°°或 一 °°， 


8. 3实值序列的上极限与下极限 

定义 8.2 设 UJ 是一个实数序列，假定有一个实数 U 满足下面两个条件: 

i ) 对于每一个都存在整数 N 使得 / I 莲涵 

a n 

ii ) 给定 e >0 和 m >0， 存在整数 rC > m 使得 
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a n 〉17 — £• 

则 [/ 称为 {;} 的上极限（上极限英文为 limit superior 或 upper limit ) ，并记为 

U = lim sup 

条件 （ i ) 蕴涵集合 {〜， a 2 ， …丨上有界.如果该集合不是上有界的，则定义 

lim sup a n =+ oo . 

ff-^oo 

如果该集合是上有界的但不是下有界的，而且没有有限的上极限，则我们说 limsup ^ s — oo . 

rt-^oo 

{} 的下极限 （limit inferior 或者 lower limit ) 定义为 

lim inf a n = — lim sup b n » 其中 =— a n » n = 1，2 ，… 


注条件 （ i ) 表明，该序列的充分远的所有项都位于 l/+e 的左边，条件 （ ii ) 表明有无穷 
多项位于 U—e 的右边.显然，不可能有多于一个的 LJ 既满足条件 （ i ) 又满足条件 （ ii ). 
在扩充的实数系 R * 内每一个实数序列都有一个上极限和一个下极限，（见练习 8. L ) 


读者应能给出下述定理的证明. 

定理 8.3 设是实数序列，则有 

a ) lim inf a„^lim sup a „. 

n-^OO 71—00 

b ) 该序列收敛，当且仅当 lim sup 和 lim inf 都是有限的而且相等，在这种情况下有 

n —►cjo 00 

lim a n == lim inf a n = lim sup a n . 

n—^oo ►oo «—►oo 

c ) 该序列发散到 + oo ， 当且仅当 lim inf a „ = lim sup a rt = +oo. 

n-^oo n-^-oo 

d ) 该序列发散到 一 oo ， 当且仅当 lim inf a n = lim sup a „ = — oo , 

”一 ►oo 


注对于一个序列，当 lim inf a„#lim sup a „ 时，就说它摆动或振动. 

►oo 


定理礼4假定对于每个 n = l ， 2，…都有乂，则有 


lim inf a n ^ lim inf b n 和 

n-^oo rt-^oo 

例 

lim sup a n 

t ^ lim sup b n . 

n-»oo 

La n = (- l) fl (l + l // i ), 

lim inf = — 1, 

n-^oo 

lim sup a n 

= + 1. 

2* u n ~ — 1 ) rt ， 

lim inf a n = _ 1 , 

n^oo 

lim sup a n 

= + l . 

3. a n = ( — \Yn , 

lim inf = — oo f 

lim sup a n 

n—oo 

= + oo . 

4* a rt = n 2 sin 2 ， 

lim inf a n = 0 ， 

lim supa „ 

=+ oo . 


8.4 单调的实数序列 


定义 8.5 设 { a „} 是实数序列，如果对于” =1，2，…有我们就说该序列是递 
增的，并记为‘ 如果对于一切”都有 Cin ^ a n -\-\ t 我们就说该序列是递减的，并记为心 
一个序列称为是单调的，如果它是递增的，或者它是递减的_ 
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单调序列的收敛或发散特别容易确定.事实上，我们有以下 定理： 

定理 8.6 单调的序列收敛，当且仅当它有界. 

证明如果〜/，则有 lim 〜= supU „ : ” = 1，2，…},如果 则有 lim a „= inf { a n : n =^ 

►oo 

1，2，…}. _ 

8.5 无穷级数 

设{^}是一个给定的实数序列或复数序列，用它构成一个新的序列 如下： 

n 

〜= a + … + = 2 ajfe (n = 1，2，••_). ⑴ 

k = \ 

定义 8.7 有序的序列对 （{ a „}，{〜}) 称为一个无穷级数，数〜称为该级数的第”个部分 
和.该级数称为收敛或发散，取决于0„丨是收敛的或发散的.下列记号用于表示由 a ) 式定义 
的级数： 

oo 

A + a 2 + …+“„ + •••， a ! + a 2 + a 3 + …， 

jt™ l 

oo 

注在 n A 当中使用的字母々是一个“哦变量”，它可以被任何其他适当的符号所 

是=1 

oo 00 

代替. 如果 A 是一个非负整数，则形如的记号应该被理解为表示 A ，其中 

p it 二 1 

oo 

d P -> 在不至于产生误解时，可以写作而不写作 

n = p 

如果由 a ) 式定义的序列收敛于则把数 s 称为该级数的和，并％为 

CJO 

5 = 2〜 

1 

这样一来，对于收敛的级数来说，符号2心既可以表示这个级数，又可以表示这个 
级数的和. 

oo 

例如果 X 有无限小数展开式 ： T =~ a （见第 1.17 节），则级数收敛于二 

k = 0 

定理 8.8 设 a =2 a „ 和6 = 26„是两个收敛的级数，则对于每一对常数 a 和/3，级数 
2( ⑽„+押„)都收敛于和⑽+淨.即 

oo oo oo 

D ( 拟《 = a2 a n 

n= 1 1 1 

n n n 

证明 = a ^ a k +/?5] 6a - ■ 

定理 8.9 假定对于每一个” = 1，2，…都有则收敛，当且仅当它的部分和 
序列是上有界的 • 

证明设+… + ci n ，则/，所以应用定理 8. 6即可. _ 

定理 8.10( 迭嵌级数）设 { a „} 与{6„}是两个序列，对于 n = l ， 2， …都有 = b n + 1 — b n ， 
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则收敛当且仅当 lim 6„ 存在，在这种情况下 

71^00 

oo 

2 a « = l im b n — bx. 

n=l 

n n 

证明 (心 +i — b k ) = 6 „+i — b \ . ■ 

k =\ Jt = 1 

定理 8. 11( 适用于级数的柯西条件）级数收敛，当且仅当对于每一个 e >0 都存在整 
‘ 数 JV 使得蕴涵对于每个/> = 1，2，…都有 

I 心 +1 + …+ a n+p I < e ( 2 ) 

n 

证明设〜，可以写 — h = a „ + 1 + …然后应用定理 4. 8 和定理 4. 6 

k^\ 

即可. ■ 

在 （2) 式中取 p = l 可以发现 lim a n = 0 是 2 a „ 收敛的一个必要条件•以 a n = l / n 为例可以 

Tt~*oa 

看到这个条件不是充分的，当在 （2) 式中令 n = 2 m 且/ > = 2 m 时可得 

丄 丄 — 1 t , 1 〜 2 m 一 1 

a n+\ ~T~ ••• f — 2m I 2 ' ' 2 m + 2 m ^ 2 m + 2 m 一 2 9 

oo 

_ 因此当 e < l /2 时柯西条件不能得到满足，所以级数发散.这个级数称为调和级数. 

n— 1 

8.6 插入括号和去掉括号 

定义 8.12 设 f 是一个函数，它的定义域是正整数集合，它的值域是正整数集的一个子 
集，使得 

ii ) 设和是两个有如下关系的 级数： 

6] = ai + + ••• + a p ( i ) » 

b n -\-\ —〜(„) + 1 十 <2p(„)+2 + …+ J 当 /I = 1 ， 2 ，… 

于是我们就说是由 Sa „ 插入括号得到的，并说是由去掉括号得到的_ 

定理 8. 13如果 I ： a „ 收敛于 s ， 则由插入括号而得到的每一个级数也收敛于 r 

n n 

证明设和 IX 有 （ ii ) 所示的关系，并记心= ， 则是 {&} 的一个 

k=^\ ^ ~ 1 

子序列.事实上 L = 所以收敛于 s 蕴涵 U „} 收敛于^ ■ 

去掉括号可能破坏收敛性.为了看清这一点，考虑每一项都是0的级数(它显然是收 
敛的）.设/ >( rt ) = 2 n ， 并设 a n = ( — 1)”，则 （ i ) 和 （ ii ) 都成立，但是 2 a n 发散. 

如果我们进一步对和/>加以限制，则括号是能够被去掉的. 

定理 8.14 设 Ea 和有定义 8.12 中那样的 关系. 假定存在常数 M >0 使得 
p ( w + l )— p (/ i )< iVf 对于一切 w 都成立，并假定 lima „ = 0， 则收敛当且仅当 S 6 n 收敛， 

n—oo 

在这种情况下，它们的和是相 同的* 

证明如果 S 〜收敛，则结果可从定理 8. 13 得到.全部难点都在于逆推导•设 
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s n = ai ~\ - h G h + …+ ， t — lim t n . 

n^oo 

设给定 e >0, 并选取 N 使得 n > JV 蕴涵 

I t „ — t I ~|" 和 丨 a n I < 2 ^* 

如果 n>々(iV)， 则可以找到 m>iV 使得 iV</)(m)</i</)(m+l). (为什么?)对于这样的《，我们有 

h = a ] + …+ apcm+D — ( a n+ i + a rt +2 + *** + cipim+v ) — t m +\ — ( a„+i + a n+2 + … + a p(m+v ), 

由此可得 

I s „ — t I ^ I t m +\ — t | + | a»+i + a n+2 + ••* + I 

^ I t m+ l — t | + | a p c m ) +1 | + | CLp (, m )+2 | H ~ *** +1 O - pim + l ') I 

< + + ipim + 1 ) — pirn) ) < 音 + 音 =€ * 

这就证明了 = ■ 

n— 00 

8.7 交错级数 

OO 

定义 8.15 如果对于每一个 n 都有 a rt >0， 则级数 2(- l ) n +1 a rt 称为交错级数. 

w = 1 

定理 8. 16如果 {〜} 是一个递减且收敛于0的序列，则交错级数 2( — l )” +1 a „ 收敛.如果 

s 表示交错级数的和，〜表示它的部分和，则有不等式 

0 < (— l ) n Cs — s n ) < a n+ i » n = l ，2, … （3) 


注 不等式 （3) 告诉我们，当我们 用〜来 “逼近 、时，所产生的误差与 被忽略 掉的第 
一项有同样的符号，而且小于该项的绝对值. 


证明我们在 S ( — l ) n +1 a „ 中插人括号，把每两项结为一组 • 这就是说，取 〆 r 0 = 2 /z 


按照定义 8. 12构成一个新的级数 S \， 满足 


b , 


ai 


€Lz 9 bz — ^3 — 9 


， b n = <22^-1 _ d 2 n * 


因为一—0且/^+1)—/>(«) = 2;_所以定理8.14告诉我们，如果收敛，则 2( — 
收敛 • 但是 E 乂 是一个非负项的级数（因为 a „\)， 而且它的部分和是上有界的，因为 


^ b k — ai — (a 2 — <3 3 ) — — (^2«-2 

因而26«收敛，所 — l ) n +1 a „ 也收敛 • 

不等式 (3) 是下列关系式的一个 推论： 


a 2ft -i ) — a 2n <i a\ 


(— l) n (s — S n ) = (一 = 2 ( a ff+ 2 *-l — a »+ 2 * ) > 0 ， 


Jfe = 


和 


(— l) rt (s — s n ) = a„+i — ^ (a n+ 2i ~ a„+2*+i ) 〈 • 


8. 8 绝对收敛与条件收敛 

定义 8.17 级数2 ‘称 为绝对收敛，如果 S 丨 a ” |收敛. 2〜称为条件收敛，如果 
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收敛，但是2 | a „| 发散. 

定理 8. 18 绝对收敛隐含着收敛， 

证明把柯西条件应用于不等式 

I 汉 …+…+ 户 1 d a n+1 丨 +…+ 丨 a n ^ p ! • 

为7说明逆命题不成立，考虑例子 




按照定理 8. 16，这个交错级数收敛.但是它不是绝对收敛的. 

定理 8.19 设是一个给定的各项均为实值的级数，并定义 

, I o, n j 十 dn I a" | ci n 《 ^ 1 r\ 、 

Pn = o ， = - o ， （?Z 1 ， 2 ,…） • 



(4) 


于是 

i ) 如果 Sa 是条件收敛的，则 S />„ 与2%都是发散的. 

ii ) 如果 E I | 收敛，则与2%都是收敛的，且有 

oo oo CO 

2 a " = 文 Pn - 2^- 

0== 1 n— 1 w = 1 


注如果 a „>0， 则有和9„ = 0;如果 a „<0， M 有 q „ =— a „ 和 p „ = 0. 

证明我们有 A = 久 一如，1 1 ^ p n + q n . 为了证明 （ i )， 假定 Sa „ 收敛而 E U n I 发散 • 

如果收敛，则 S / V 也收敛(按定理 8. 8), 因为 />„=〜+&. 类似地，如果收敛，也 
收敛.因此，如果2： 九或 中有一个收敛，二者就必定都收敛，而且可以推出 E U „ 丨收敛， 
因为 U „ | = p n + q n . 这与前面的假定相矛盾，从 而说明 ( i ) 成立. 

为了证明 （ ii )， 直接使用 (4) 式及定理 8. 8 即可. ■ 


8.9 复级数的实部与虚部 

设是复数项的级数， c tt = a n + ib nf 其 中〜和 都是 实数. 级数2〜和2^分别称为 
1>„的实部和 虚部. 在涉及复级数的情况下，通常宜分别处理它的实部和 虚部. 当然， 

_ 和 E 6„ 二者都收敛蕴涵着 Ec „ 收敛.反之，收敛蕴涵着 E 〜和 S 6„ 二者都 收敛. 以上对 
于绝对收敛也成立.然而，当是条件地收敛的时候，和2^当中有一个（但不是两 
个)可能是绝对收敛的.（见练习 8.19.) 

如果绝对收敛，我们就能够把定理 8. 19的第 （ ii ) 部分分别应用于它的实部和虚部，得 
到分解式 

2(" = XI (p” + iO — 2 (g n + ) ， 

其中2九、 E %、 S M „、 都是收敛的非负项级数. 

8. 10正项级数收敛性的检验法 


定理 8. 20( 比较检验法）如果对于 w == l ， 2，…都有 a ,>0 和&„>0， . 而且存在正的常数 c 
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和 AM 吏得对于/1>~有 

a n < cb n , 

则 S 6„ 收敛蕴涵 2 a 收敛. 

证明如果 S 6„ 的部分和是有界的，则的部分和是有界的.按照定理 8. 9 , 这就完成 

了证明. ■ 

定理 8. 21( 极限比较检验法）假定对于《 = 2，…都有^>0和\>0，并假定 

lim ^ = 1» 

Tl-^OO O „ 

则收敛当且仅当收敛 • 

证明存在 iV 使得当时有 |<a 
得证. 

注如果 lima „/6„ = c ， 而且 c 关0，则定理 8. 21的结论也成立 • 如果 Uma ”/~ = 0， 

n-oo 

则只能断定收敛蕴涵收敛. 

8. 11几何级数 

为了有效地使用比较检验法，我们必须掌握某些具有已知的敛散性的级数的例子.相比较 
而言， 几何级数是 最重要的级数之一. 

定理 8.22 如果丨 x 丨<1,则级数1+1+工 2 +…收敛，其和为 1/(1 —$)• 如果 I x | >1， 
则该级数发散. 

证明 （1 — x ) 土 X =文 )（？一 X * +1 ) = \- x n+ \ 当 I X I <1 时，可求得^ x " + 1 土 0. 如 

A — 0 

果丨 x 丨>1,则该级数的通项不趋向于零，因而该级数不可能收敛. ■ 

8.12 积分检验法 

应 用积分检验法 可以非常简单地得岀一些级数的敛散性. 

定理 8.23( 积分检验法）设/是定义在[1， + oo ) 上的正的、递减的且有 lip /( jc )==0 的 

JT 一 + 00 

函数.对于 w = l ， 2，…定义 

\ =公/(是)， t n = /( x ) dx ， d n = s n — t n . 

友=1 

则有 k 

i ) 0 </(n + l )< 尤 + 1 < 尤</(1)，对于 ”=1，2，… 

ii ) \ imd n 存在. 

n—oo 

oo 

iii ) U /( n ) 收敛，当且仅当序列 Ud 收敛. 

1 

iv ) 0^d k ^\\Tad n ^f{k)j 对于々 = 1 ， 2， … 


n / b n < j . 于是，应用定理 8. 20 两次，本定理可 


■ 
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证明为了证明 （ i )， 注意 


f(x)dx 



f ( x)dx ^ 



f(k)dx — ^ fik) — s, 


这蕴涵 /( n + l )=5 ft+1 -5„<5 rt + 1 - t n ^ = Aw , 于是我们得到 

0< fU + l )^ d n+x . 

但是我们还有 


d n + \ 尤 Ji+l t n C 5 n + l S n ) 


f (x)dx — fin + 1 ) 


^ J /(n + Ddx —/(n + 1) = 0, 

因而有尤尤 <4=/( l ). 这就证明了 （ i ). 但是现在显然 ( i ) 蕴涵 ( ii ) 而 ( ii ) 蕴涵 （ Hi ). 
为了证明 （ iv ), 再次使用 （5) 式可以写 


0 ^d n — 6 ? n+ i ^ f(n)dx — fin + 1 ) = fin) — f(n + 1 )* 


对 n 求和可得 


0< 2]( 尤 — 尤 +1)< £ ； (/(” ）一 /(n+1)) ， 当々 >1 


求这些迭嵌级数之和，可得 ( iv ) 的结果. 

注 设 D=lim ^， 则 （ i) 蘊涵 0<D</(1 )， 而 （ iv) 给出 

rt-^oo 

0< ^ f ( k ) - / U ) dx - D </(72). 

A = 1 」 1 

在用积分逼近某些有限和时，这个不等式极为有用. 


8. 13大 O 记号和小0记号 

定义 8. 24 给定两个序列 U „} 和使得对于一切72都有6„>0.我们写 

a„ = 0(b n ) (读作 “ a „ 等于大欧6„”）， 

如果存在一个常數 M >0 使得对于一切 n 都有丨 a | < M 6 n . 我们写 

a„ = o (6„) 当 n — oo (读作 “ a „ 等于小欧 6„”） ， 

如果 lim a„/b n = 0. 

注形如 a „ = c „+0(6„) 的等式表示 a „ — c „ = 0(6„). 类似地， a „ = c „+ o (6„) 表示 
a n -c n =o{b n ). 这个记号的好处在于它使我们能够用等式来代替某些不等式.例如， 

由 （6) 式可得 

5]/(^) = p /( x)cLr + D + CK /( n )). ⑺ 

例 1设定理8.23中的/(^:) = 1/工，我们可求得匕 = logn 因而21/«发散.然而， （ ii ) 可 
以建立极限 




无穷鈒教与无穷乘积 


155 


lim 

的存在性.此极限值是著名的欧拉常数，通常用 C (或用 y ) 来表示，于是等式 (7) 变为 

客士 = log „ + C + 0 ( 士 ) • ⑻ 

例2设定理 8.23 中的 /( x )= x—S 5关 1. 可以发现当 s > l 时收敛，当 s < l 时 
StT ， 发散.当^>1时，这个级数定义了一个重要的函数，称 为黎曼 C 函数： 



S ⑴ = 2 77 U > 1). 

«=i n 

对于00, 5^1,应用 （7) 式可以写 


其中 C (5)= — 1)/(1— 


8. 14 比值检验法和根检验法 


定理 8. 25( 比值检验法） 给定非零复数项级数 Sci „ ，设 


lim inf 


jR — lim sup 

a n +i 

n—^oo 


n ^oo 

a n 


于是 

a ) 如果只< 1 ，则级数 I ： 〜绝对 收敛. 

b ) 如果 r > l ， 则级数 Sa „ 发散. 

c ) 如果 rCKR ， 则由此检验法不能得出确定的 结论. 

证明 假定及<1，选取 x 使得只 < x < l . 的定义蕴涵存在 N 使得当时有 
| a n + i / a n | < x . 因为 a : = : c ” +1 /: r " ，所以这表明 

I a”+i | | cl „ \ | fl/v I ^ \j 

x n+l < ^ 1 \, 

于是当时有丨 a n 丨 < cx ”， 其中 | a N 1 x ~ N . 现在应用比较检验法可以得出 U ) 的 
结论. 

为了证明 （ b )， 我们注意到 ”>1 蕴涵对于某个 N 及所有的 n > JV 有丨 a „ +1 | >丨丨，于 
是不可能有 A = 0. 

为了证明 （ c ), 考虑两个例子 2 n _1 和2” _2 .在两种情况下都有 r = = 但是一 1 发 

散，而 I ：， 2 收敛. ■ 

定理 8 . 26 ( 根检验法）给定复数项级数 2 a „， 设 

p — lim sup >71 a n I • 

*-oo 

于是 

a ) 如果； 0 < 1 ，则级数绝对收敛. 
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b ) 如果 ">1, 则级数发散. 

C ) 如果0=1，则由此检验法不能得出确定的结论. 

证明假定|0<1，选取 i 使得 p < Cr 〈 l . p 的定义蕴涵存在 iV 使得对于有 | a „ | < 
x n . 于是由比较检验法知 S | | 收敛.这就证明了 （ a ). 

为 了证明 （ b )， 我们 注意到 ~>1 蕴涵无穷多次地有1 1 >1，于是不可能有 lima n = 0. 

最后， （ c ) 可以由在定理 8. 25中所用的同样的例子来证明. _ 

注根检验法比比值检验法更“强有力”.就是说，只要根检验法不能得出确定的结 
论，比值检验法便也不能得出确定的结论.但是有的例子比值检验法无效，而根检验 
法却能得出确定的结论.（见练习 8.4.) 

8. 15狄利克雷检验法和阿贝尔检验法 

上一节的各种检验法帮助我们确定的都是复数项级数的绝对收敛性.确定可能不绝对收敛 
的级数的收敛性的检验法也是很重要的.为此，本节介绍的检验法是特别有用的，它们全都依 
赖于阿贝尔 （ Abel ) 部分求和公式（下一个定理中的等式 （9) 乂 
定理 8.27 如果 U „} 和是两个复数序列，定义 

A „ = a ! + + a „. 

则有恒等式 

n n 

^ a k b k = A n b n+l — y ] A k ( b k ^ — b k ). (9) 

i k =\ 

oo oo 

因而，如果级数 一 与序列 { A „6 rt+1 } 都收敛，则收敛 • 

1 *=1 

证明记 A q =0， 则有 

n n n n 

^ a k b k = ^ ( A k — ^ A k b k — ^ A k b k+1 + 

k^\ k^\ 

第二个论断立即可以从这个恒等式 得出. ■ 

注公式 （9) 类似于黎曼-斯蒂尔切斯积分的分部积分公式. 

定理 8. 28( 狄利克雷检验法）设是一个复数项级数，它的部分和形成一个有界 序列. 
设是一个收敛于0的递减序列.于是，收敛 • 

证明设 A „ = ai +… + a „ ，并假定对于一■切”都有 I 丨 < M . 于是 

lim A 入 +1 = 0. 

n^oo 

因而，为了证明 2 a , 心是收 敛的，只需证明 + 1 — 是收敛的.因为匕\，所以有 

I A k ( b k +\ — b k ) I ^ M(bk _ b k +\ )* 

但是级数 S (心 +1 —心）是一个收敛的迭嵌级数，因此由比较检验法可知 2 A “^ + 1 — b k ) 絶对 

收敛. ■ 

定理 8.29( 阿贝尔检验法）如果收敛，而且{乂}是一个单调的收敛序列，则级数 
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收敛_ 

证明与{6„}的收敛性保证了极限 limA „6„ +1 的存在性，其中=〜+… +‘• 而且 

« 一 00 

{ A „} 是一个有界序列，本定理证明的其余部分与定理 8. 28的证明 类似. （与上述检验法类似的 
两个进一步的检验法在练习8,27中给出 .） _ _ 


8. 16几何级数 Sz n 在单位圆 | z 丨=1上的部分和 

为了有效地使用狄利克雷检验法，我们必须熟悉几个部分和有界的级数.当然，所 有收敛 
的级数的部分和序列都是有界的.下面这个定理给出了一个发散级数的例子，它的部分和也是 
有 界的. 这就是几何级数2 ，， i z I =1,也就是 z = 其中 x 是实数‘这个级数的部分和 

公式在傅里叶级数理论中非常重要 • 

定速 8.30 对于每一个实数 x /2 m 7 r ( m 是一个整数），我们有 


S 


inr 




1 — e 
l-e u 


sin(ru:/2) i(frH)j/2 
sin( j:/2) 


注从这个恒等式可以得到下面的估 计式: 


| sin ( l /2) T - 


( 10 ) 


( 11 ) 


证明 (1 — e 1 ") ^ XI( eto — e iCW)x ) = — e K — 1):r . 

由此式可以建立 （ io ) 式中的第二 V 等式. （10) 式中第二个等式可以从下面的恒等式得到 


e 


IX 


1 — e 
1 — e 


\nx 


e 1 


inx/2 


LX 


ix/Z _ 。一 U/2 


e lrtl/2 e i(Ti+i)x/2 


■ 


— e 


注考虑 （10) 式的实部和虚部，可得 


X / . x 


coskx = sin —cosin +1) —/sin 


-y+ ysin(2«+l) y/siny, 


sinkx 


sin —sin(n + 1) 吞 /sin ^ 


( 12 ) 


(13) 


利用 （10) 式，我们也可以写 

n 

2 


e iM 2 x ) „ c »ix , 

^ sinx 


sinnx 


jt = l 


( 14) [195] 


这是一个对每一个是整数）成立的恒 等式. 取 （14) 式的实部和虚部可得 

sm2nx 


^ zos(2k — l)x 


k=\ 


2 sinx 
sin 2 /ir 


sin(2^ — 1 ) 工： 

smx 

k = l 

在傅里叶级数理论中会遇到公式 （12) 至 （16), 


(15) 


(16) 





158 


第 S 幸 


8.17 级数的重排 

我们记得 Z + 表示正整数集合，即 Z + = {1， 2, 3,…}. 

定义 8 . 31 设/是一个函数，它的定义域是 Z +， 值域也是 Z +， 而且假定/在 Z + 上是 1-1 
的.设和！)乂是两个级数，满足 

b „ = a /( n ) 对 w = l ，2, … （17) 

则称 26 n 是的一个重排. 

注等式 （17) 蘊涵 a „=6 / " loo , 因而也是 Sh 的一个 重排. 

定理 8.32 设是一个绝对收敛的级数，其和为 s ， 则 Sa , 的每一个重排也绝对收敛， 
其和为 

证明设{6„}由（17)式定义，则 

oo 

I bx | + …+ | | = | a /a) 1+ …+ | a /Crt) 丨< 2丨 丨， 

所以 S 1 乂 1的部分和是有界的，因此 S 乂 绝对收敛. 

为了证明 S6 „== s ， 设匕= 61 +…+ 6 „， 5 „=叫+… + a „. 给定 e > 0 ， 选取 iV 使得 | s N ~s \ < 

CO 

e/2 而且使得 | a N+k \ < e /2. 于是有 

是 =i 

I t n ~ s | ^ | t „ — s N | + | s N — s I < I t „ — s N 1+ y . 

选取 M 使得 {1， 2，…， N }^{/(1), /(2)，…， /( M )}. 于是 n > M 蕴涵 /(«)> N , 而且对 
于这样的 w 有 

| t „ — s N 1 = 1 b \ + — (ai H -+ a N ) 1 = 1 a /( i ) + + a /(n) — ( a x - f - ••• + a N ) | 

^ I a N+1 I +1 a N+2 丨 + … < I ， 

因为在相减的过程中 A ， a 2 ，…，这些项全部消去了，所以， n > M 蕴涵 | t n — s \ < e ，这 
|196| 表明 = l ■ 

8.18 关于条件收敛级数的黎曼定理 

在定理 8. 32中关于绝对收敛的假设是很重要的.黎曼发现，任何条件收敛的实数项级数 
可以重排成为收敛到任何预先指定的和的级数，这个绝妙事实是下述定理的一个推论- 

定理 8.33 设是一个条件收敛的实值项级数，设和: y 是在闭区间 [ — oo ，+ oo ] 内 

给定的两个数， x ^ y . 于是存在的一个重排2乂使得 

lim inf t n ~ x 和 lim sup t n — 

其中 t „= bi ~\ - \~ b „. 

证明去掉级数中等于 o 的项不影响级数的敛散性，因而我们可以假定 2 a 的每一项都不 
是 0. 设 A •表示 的第《个正项， 一 仏表示的第《个负项，则和！：％都是发散的 
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正项级数.（为什么？)其次，构造两个实数序列，譬如说是和{%}，使得 

limj： rt = x, lim^ = x n < y n , : Vi > ()• 

rt-^oo 

现在这个证明的思想就相当简单了.取恰好够多的(譬如是 h 个)正项使得 

Pi H - pk x > 3^1 » 

随之取恰好够多的(曹如是 n 个)负项使得 

pl + *** + p k] —q\— *** — 9r, < ^1. 

然后进一步地取恰好够多的正项使得 

p\ H - h p*, — q\ - 9 rj + Pky+x + **• + Pk z > yz » 

随之进一步地取恰好够多的负项使得满足不等式 

p\ + •** + pk x ~ <1\ ~ *** ~ 9r, + pk x +l + *** + Pk 2 — g ri +l — ••• — qv 2 < 工 2 • 

这些步骤是可能的，因为2九和2?„都是发散的正项级数.如果按照这样的方法把这个过程 
继续下去，我们明显地可以得到的一个重排.我们留给读者去证明这个重排的部分和有 
上极限: y 和下极限 ■ 

8. 19子级数 

定义 8.34 设/是一个函数，它的定义域是 Z +， 值域是 Z + 的一个无限子集，并假定/ 
在 Z + 上是 1-1 的.设和2 乂 是两个级数，使得 

b„ = a fin ) ,当 w 6 Z + ， 

则称是 2 a 的一个子级数. 

定理 8. 35如果绝对收敛，则的每一个子级数也绝对收敛.此外，我们有 

| E 6 B |<2 |6„ |<2 | a „ !. 

n= 1 7i— 1 n= 1 

证明给定》，设 iV 是集合{/( I )，…， /(«)} 中的最大整数，则有 

12 I 〜 S IE I … I . 

jt =1 k =\ ^=1 k = 1 

不等式2 i 1< S I I 蕴涵绝对 收敛. ■ 

A = 1 k=l 

定理 8.36 设/ 2 ，…}是一个可数的函数族，其中每一个函数都定义在 Z + 上，而且 
有下述 性质： 

a ) 每个/„在 Z + 上都是 1-1 的. 

b ) 值域 /„( Z + ) 是 Z + 的一个子集 Q „. 

c ) { Q ^ Q 2 , •••} 是一族不相交的集合，它们的并集是 Z +. 设是一个绝对收敛的级 
数，并且定义 

6*(”）— » n ^ Z + » k . ^ Z + . 

于是： 

oc 

i ) 对于每个々，是 2 a „ 的一个绝对收敛的子级数 • 



ii ) 如果 〜 ，则级数绝对收敛，而且与 ^ a k 有同样的和. 

n^= 1 k=l A— 1 

证明定理 8. 35蕴涵 （ i ). 为了证明 （ ii ), 设 “= U | +…+ U | ， 则 

oo oo oo 

h< J] I b ^ n) 1+ … + X ) 丨 b k in) \ = |+…+| b k (n) 1) 

n= 1 n=^ 1 n= 1 

OO 

= 2(1 a / j <«> 1+ … +1 a / k in ) i )- 

n=l 

但是 f (丨 a /iU) I + … + 丨 a /i(n) I )< 2 I a „ I 这就证明 S | s * | 的部分和有界，从而 Z | s * | 

n— 1 «= 1 

绝对收敛. 

为了求出的和，我们这 样做： 给定 e >0, 选取 N 使得只要就有 

2 i a * i — S 丨 a * t< (is) 

选取足够多的函数 / l ，…， yv 使得每一项 A ， a 2 ，…，都在和式 

oo oo 

n= 1 n =1 

中的某个位置上出现，数 r 依赖于 N ， 因此也依赖与 e . 如果而且 n > N ， 则有 

h + 5 2 + … s n — ^ | a^+i l + l a N+2 1+ … < +， （ 19) 

jfe-i ^ 

因为 a 2 , …，这些项在减法的计算过程中都消掉了.现在 as ) 式蕴涵 

jt=i u 

把此式与 （19) 式结合起来可得 

00 

〜+…+心一 <€， _ 

如果 n > r , n > N . 这就完成了 （ H ) 的证明. 

8. 20二重序列 

定义 8. 37 以 Z + XZ + 为定义域的函数称为二重序列. 

注我们将仅对实值的或复值的二重序列感兴趣. 

定义 8.38 如果 aGC ， 我们写 lim /(/?， q)=a, 并说二重序列/收敛于 a ， 假定下述条件被 

满足： 对于每一个 e >0， 存在 N 使得只要 / C > iV * g > iV 二条件都具备，就有丨 /( P ， q)~a I < e . 
定义 8.39 假定 lim /(々， q )= a . 对于每一个固定的/>，假定极限 lim / (夕， g ) 都存在， 

p t q-^oG q-^oo 

则极限 lim ( lim/(f ， <?)) 也存在，且其值为 a . 

p—*-OG q—^OO 

注为了区分 lim /(/>， g ) 与 Um ( lim /(/>， g ))， 前者称为二重极限，后者称为累次极限 • 
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证明设 F (/0 = lim /( p ， g ). 给定 e >0, 选取凡使得 

oo 

| f { p , q)~a 当 P > N ' 而且 g>JVi (20) 

对于每一个 P 可以选取 N 2 使得 

I FCp } — /" (夕，9)1<+， 当9〉队. （21) 


(注意 N 2 依赖于/>以及 e .) 对于每一个 p > N , 选取 N 2 ,然后选取一个固定的9使它既大于 
N " 又大于 iV 2 ， 则 （20) 式与 (21) 式都成立，从而 

I F ( p)~a |< e ， 当 p > 队. 

因此 limF (/>) = a . ■ 


注如果将 P 和 9 的位置互换，则类似的结果成立 • 

这样，二重极限 lim /(/>， g ) 的存在和0的存在就蕴涵累次极限 

p t q-^oo q-*tx> 

lim ( lim /(/?， g )) 

p^-OO (y—*-oo 

存在.下面的例子表明，定理 8. 39的逆命题不成立. 

例设 




M 

P 2 + 


(/? = 1 ， 2 ,…， q — I ， 2 ,…）, 


则 lim /( p ， < 7 )= 0 ，从而 lim ( lim /( p ， q }) =0. 但是当 p = g 时/(/>，^ 当 p = 2 g 时 

poo q-^oo 乙 

/( 於， q ) = -|» 显然此例中的二重极限不可能存在 • 

引进一致收敛的概念可以建立定理 8. 39的一个适当的逆命题（这将在下一章定理 9. 16中 
完成 .） 

描述二重序列性质的进一步的例子在练习 8. 28中 给出. 


8.21 二重级数 

定义 8. 40 设/是一个二重序列， s 是由等式 

P Q 

s(p,q) = 

w ^ 1 n = 1 

定义的二重序列，则序列偶（/， s ) 称为二重级数，并用符号 D /( w ， rz ) 表示，或者更简法 

m%n 

地，用 E /( m ， w ) 表示.这个二重级数称为收敛到它的和 a ， 如果 

lim s(p,q) — a m 

p t q-*oo 

每个数 /( W ，71) 都称为这个二重级数的一项，而每一个 〆 />， 9) 都是一个部分和.如果 
E /( m ， n ) 只含正项，则容易证明它收敛当且仅当它的部分和的集合 有界. （见练习 8.29.) 
我们说 2/( m ， 71 ) 绝对收敛，如果2 | /( m , n ) \ 收敛.定理 8. 18对于二重级数成立•（见 

练习 8. 29). 
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8.22 二重级数的重排定理 

定义 8.41 设/是一个二重序列， g 是一个在 Z + 上定义且以 Z + XZ + 为值域的 1-1 函数. 
设 G 是一个由 

G(n) = / [ g ( n )] 当 n G Z + 

定义的序列，则称 g 是二重序列/到序列 G 的一个 重排. 

定理 8.42 设 S /( m ， n ) 是一个给定的二重级数， g 是二重序列/到序列 G 的一个重排， 

于是 

a ) SGU ) 绝对收敛，当且仅当 2/( m ， rz ) 绝对收敛. 

假定 S /( m ， 绝对收敛，其和为 S ， 则进一 步有： 

oo 

b ) ^ y ] G ( n ) = S . 

, 71=1 

OO oo 

c ) U /( W ，72) 和 U /( m ，72) 都是绝对收敛的. 

n— 1 m= 1 

OO oo 

d ) 如果 A m = Yif ( m ， n 、， B n = I /( m ，7 i )， 则级数和都绝对收敛，而且和都 

n — 1 m = 1 

是 s . 即 

oo oo oo oo 

1 n= \ n=^ 1 m= 1 

证明 设八 = I G ( l ) I + … + ‘| G ⑷ I , 并设 

S ( pjq ) = 22 I /( 饥， 《) u 

m — 1 n — 1 

于是，对于每个 々都存 在数偶 (/>, 0 使得 KS ( p ， g ), 并且反过来，对于每一个数偶(/>, 0 
都存在整数 r 使得 S (/>， q )< T r . 这些不等式告诉我们，2 I G ( n ) | 的部分和有界，当且仅当 
S | /( m , «) | 的部分和有界_这就证明了 （ a ). 

现在假定2 | /( m , w ) I 收敛.在证明 （ b ) 之前，我们先证明级数 2 G («) 的和不依赖于从 
/构建 G 时所使用的函数&为此，设 / i 是二重序列/到序列 H 的另一个重排，则有 

G ( n ) — /[ g ( n )] 和 H ( n ) = f [_ k { n )~\. 

这说明 G ( w ) = H |>(/ i )]， 其中 KtOs / T 1 [ 〆 ；!)].因为是是 Z + 到 Z + 上的 1-1 映射，级数 SH ( n ) 
是 2 G ( rz ) 的一个重排，从而有同样的和.用 S ' 表示这个共同的和，我们稍后将证明 S ' = S . 

现在我们注意到 （ c ) 中的每一个级数都是 2 G («) 的子级数，从而 （ c ) 可以从 U ) 得到.应用 
定理 8.36 可以断定绝对收敛，其和为 S '. 2 B „ 也有同样的情况.剩下就是要证 
12011 明 S ’ = S . 

为此，设丁= limS (/>, g ). 给定 e >0, 选取/ V 使得只要 />> iV 且就有0<丁一 
S (夕， g )< e /2. 现在写 

t k = ^ G ( n ) , s ( p ， q ) = 2 
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选取 M 使得 r M 包含满足条件 

1 N + l , 1 < N +1 

的每一项 /( m ， w ). 于是 〜一 KiV +1 ， N +1) 是 /( m ， w ) 的既有 m > JV 又有 n > N 的项之和. 
因而，如果则有 

I ^-5(N+1,N + 1) |<T-S(N+1,N + 1) <y. 


类似地有 

I S-5(N + 1,N+1) |< T-S(N+1,N+1) < y. 

这样，给定€>0,我们总是能找到 M 使得丨 G —S I < e ， 只要因为 lirnG ^ f ， 由此可 
得 s '= s . ■ 


注级数和 SH / (饥，打）称为“累次级数”，两个累次级数都收敛并 

m= 1 n= 1 n= 1 m= \ 

不意味着它们相等.例如，假定 


则有 


1， 当 m = n + l , w = l ， 2，…， 

/( m ， n ) — 1,当 m = n —1，” = 1，2，…， 
、0, 其他情况 

oo oo oo oo 

XI XI /( W ， W ) =_ 1，但是 XI 2]/(饥，"） = 

m= 1 n= 1 n= 1 m= 1 


8.23 累次级数相等的一个充分条件 


定理 8.43 设/是一个复值二重序列.假定 ^]/( m , n ) 对于每一个固定的 m 绝对收敛， 

n= 1 

而且 ^ 

OO OO 

XI2 I /( 饥，打 ）I 

m —1 n ™1 

收敛，于是 

a ) 二重级数绝对收敛. 

oo 

b ) 级数 ^ 对于每个 n 绝对 收敛. 

m=l 

oo oo oo oo 

c ) 两个累次级数 2 D /( w ，/ z ) 和 2 D /( m ， n ) 都绝对收敛，而且有 

n= 1 m= 1 »*= 1 n= 1 

oo oo oo oo 

m= 1 n= 1 n= 1 m= 1 m t n 

证明设 g 是二重序列 / 到 G 的一个重排，则 2 GU ) 绝对收敛，因为2 | G(n) | 的全部 
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部分和以 2 S I /(爪⑺）丨为界.按照定理8.42(3)，二重级数^]/(；/2，；2)绝对收敛，而且（1))和 

m= 1 1 m t n 

( c ) 的论断也可以从定理 8. 42 得到. ■ 

作为定理 8. 43的一个应用，我们来证明下述关于二重级数 ^]/( m ， n ) 的定理，在该定理 

m f n 

中二重级数的各项可以因式分解成为一个 m 的函数乘以一个 n 的 函数. 

定理 8.44 设 Sa m 和26„是两个绝对收敛的级数，它们的和分别为 A 和石.设/是一个 
由等式 

f ( m ， n ) = a m b n ， 如果 （ m ， n ) G Z + X Z + 

定义的二重序列，则乏] /( m ，《) 绝对收敛，其和为 AB . 

m^n 

证明我们有 

XI I 1 2 i I = 2 (k I 2 I ) = 2 2 \ a m \\ b n \. 

m= 1 rt= 1 m= 1 n= 1 m= 1 n=l 

因而，按照定理 8. 43,二重级数绝对收敛，其和为 AB . ■ 

m^n 

8.24 级数的乘法 

给定两个级数和26„，我们总是可以构成二重级数 S /( m ， 《)，其中 /( m ， n )= 
a m b „. 对于/的每一个到序列 G 的重排 g ， 我们进一步可以得到一个级数 2 G («). 按从有限和 
类推的方法，似乎自然可以想到以 2/( m , n ) 或 EGU ) 作为和5>„ 的“ 乘积”，而且 
定理 8. 44证明，当两个给定的级数和26„都绝对收敛时，“乘积”这个术语是适当的•然 
而，如果或二者之一是条件收敛的，则不能保证 2/( m ，72) 或 2 GU ) 是收敛的.此 
夕卜，即使这两个级数当中有一个确实收敛，其和也未必是 AB _ 收敛性及级数的和将依赖于重 
排 g . 对 g 的不同选择也许会导致该乘积有不同的值 • 有一个非常重要的情形是各项/(饥， 《) 
在乘积 EG ( w ) 当中“对角地”排列，然后插人括号把使 m + n 有一个固定值的这些项归为 
[2031 一组. 这种乘积称为柯西乘积，定义 如下： 

oo oo 

定义 8. 45 给定两个级数 H ‘和乂，定义 

n= 0 n — 0 

n 

c n = ^a k b^ k , ” = 0 ， 1 ， 2，". （ 22) 

k=Q 

OO 

级数 2 Cn 称为 2 〜和的柯西 乘积- 

n^O 

注柯西乘积是在将两个幂级数相乘时非常自然地出现的 • （见练习 8.33.) 


因为有定理8, 44和 8. 13， I ： 〜 和1：^这 两个级 数的绝对收敛性蕴涵它们的柯西乘积的收 
敛性，其值为 

= (!>„)(!>„). 

« — 0 n= 0 n= 0 


(23) 
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如果 2 a rt 和2&„都是条件收敛的，该等式可能不成立，（见练习 8. 32.) 然而，我们可以证明， 
只要和中至少有一个是绝对收敛的，则 （ 23) 式成立. 

OO OCJ 

定理 8. 46( 梅尔滕斯）假定^]‘绝对收敛，其和为 A ， 并假定乂收敛，其和为 B ， 则 

n=0 n=0 

这两个级数的柯西乘积收敛，其和为 AB . 


证明定义，凡二 ^ b k jC n =公 q ，其中 q 由（ 2 2 )式给出 • 设尤 = B 


2 ^ n — k ^ 则有 


其中 


于是 （24) 式变成 


C P = ^乞 a k b『 k = 2 S 八⑴， 


(24) 


0 Jfe — 0 


it = 0 


fAk ) 


“ Art-k ， ^ ft ^ k f 

当 


0, 


p 广知 


c p = 2 2 ," ⑴ = 2 Yj akb ^ k = Yj ak Yj bm = 


k = 0 n = 0 


k = 0 n — k 
P 


— (B — d ^ k ) = A P B — e p . 

i = 0 

为了完成本定理的证明，只需证明当/时 〜—()• 序列{尤}收敛到 0 ，因为 B = 2 h . 选取 


M >0 使得对于一切 n 都有丨‘ I < M ， 并设乏] I 〜 | • 给定 e >0, 选取 N 使得 n>iV 蕴 

n = 0 

涵 | 尤丨 < e /( 2 K ), 而且还使得 


2 I 1 < 2^* 

n= /V 十 1 

于是，对于/ >>2 iV ， 我们可以写 

I 〜 K XI I a kdf^k 1+ 2 i o ^ kdp-k 1^ ^2 I a * S I I 

jt = 0 k = N+l 6 八 k^O k = N+l 

^ ^2 ' a * 1+ M S i a * I< y + y = e - 

A-0 A=N+1 L L 

这就证明了当 p — oo 时一0，从而当 A — oo 时 AR _ 

下一章将证明一个与本定理相关的定理（归于阿贝尔），在该定理中并不假定绝对收敛性. 
(见定理 9. 32.) 

另外一种乘积称为狄利克雷乘积，在数论中特别重要.我们取 a 。 =6。=0，而且用公式 

c n = ^ a d b n/d , in = 1，2,…） （25) 

代替用 （22) 式定义的 g ， 其中表示对《的全部 正因子 （包括1和”) 求和. 例如， c ,= a x b , + 
a 2 6 3 + a 3 6 2 + a 6 ^, 而+^6〗 • 与梅尔滕斯 （ Mertens ) 定理类似的结论对于这种乘积也 
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\20 b ] 


成立.狄利克雷乘积是在将狄利克雷级数相乘时自然地出现的.（见练习 8.34.) 

8.25 切萨罗可求和性 

定义 8. 47设&表示级数 S 心的第 n 个部分和，{%}是由 

4 

a'i H - H 、 


On 


n = 1,2,… 


(26) 


n 


定义的算术平均值序列.如果 {〜} 收敛，则说级数2 ‘是 可切萨罗求和（或可 （ C ，1) 求和）的. 
如果 lima „ = S ， 则 S 称为的切萨罗和（或 （ C ，1) 和），并记为 

Sa^S ( C , 1). 


例1 设〜=/， | 2 j =1， Zy^l ,则有 




Z 


1—2： 


Z 


On 


从而有 




1 — 1 ^(1 -^) 
i-z~^ a-z ) 2 


(c ， i) 


z 


特别地，有 


g (— ( C ’ D . 
例 2 设 ‘ =( 一 l) n + 1 / z _ 在这种情况下可得 


lim sup a n 


lim inf = 0, 


因而 S ( — lr —、 不是可 （ C , 1) 求和的 • 

定理 8,48 如果一个级数收敛，其和为 S ， 则该级数可 （ C , 1) 求和，其切萨罗和为 S . 
证明设&表示该级数的第《个部分和，用 （26) 式定义 ff n ， 并引进 ~ = h — S ， r „=< r „— S ， 
于是我们有 

t \ + + t n 


T n 


(27) 


n 


我们必须证明当 n — 时 0. 选取 A >0 使得对于每一个 w 都有丨 I < A . 给定 e >0， 选 
取 N 使得只要 ”> iV 就有丨 G | < e . 在 (27) 式中取 77> N 可得 

1+…+1 〜 I | 


Tn 


^ i +-+ i ja < NA +€ , 


n n n 

于 是可得 lim sup 丨 r „ 丨 因为 e 是任意的，由此可得 litn | r n 丨 =0. 


■ 


注我们实际上已经证明了如果一个序列彳收敛，则它的算术平均值序列 Un } 也收 
敛，而且事实上收敛于同一极限_ 

切萨罗求和法只是可以用于对无穷级数指定一个“和”的一大类“可求和性方法”中的一种. 
定理 8.48 和例 1( 在定义 8.47 之后）表明，切萨罗方法比通常的收敛性有更宽广的范围.可求 
和性方法的理论是一个重要而且迷人的课题，我们现在还不能进入到这个课题当中去 • 对于该 
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课题的出色的叙述，读者可参阅 Hardy 的 《Divergent Series 》 一书(参考文献 8. 1). 以后我们会 
看到， （ C ，1) 可求和性在傅里叶级数理论中发挥着重要的作用.（见定理 11. 15.) 

8. 26无穷乘积 


本节对无穷乘积理论进行简要的介绍. 

定义 8.49 给定一个实数项或复数项的序列，设 

n 

= Uu p2 = UiU 2 ， p n = ( 28 ) 

k^\ 

则有序的序列偶 （{ w „} ， {/?„}) 称为一个无穷乘积（或简称为一个乘积）.数 At 称为该乘积的第 N 12061 
个部分乘 积、， ‘称为该乘积的第”个因子_下列记号可用于表示由 （28) 式定义的 乘积： 



注符号 U ⑷表示 IT “ n +?i . 当不至于产生误解时我们也写作 

«= N +1 

与无穷级数类似，如果收敛，称乘积 (29) 为收敛似乎是很自然的.然而，这个定义是 
不适宜的，因为按照这样的定义，有一个因子等于零的每一个乘积都将收敛’而不论其余的因 
子有什么性质.下面的定义实际上是更有 用的. 

oo n 

定义8, 50 给定一个无穷乘积 XI …， 设九=!1屯. 

n~ 1 ^ =1 

a ) 如果有无穷多个因子 m „ 是零，我们就说该乘积发散到零. 

b ) 如果没有因子 w „ 是零，我们说该乘积收敛，如果存在一个教夕垆0使得收敛到 />• 

OO 

在这种情况下，/>称为该乘积的值，并写作户 = JX “《• 如果 { 夕” } 收敛到零’我们说该乘积发 

ji = 1 

散到零. 

oo oo 

c ) 如果存在一个 N 使得当 n>iV 时^关 0，我们说 JJwn 收敛，假如 JX“ rt 像在 （ b ) 中所 

1 u =/ V+l 

CO 

述那样收敛 • 在这种情况下，乘积 II 心的值是 

n= 1 

OO 

UiU 2 "* U N u n . 

n = N+l 

d ) f [ u n 称为发散，如果它不像在 （ b ) 或 （ c ) 中所述的那样收敛 • 

rt= 1 

注 一 个收敛的无穷乘积的值可以是零，但是这种情况当且仅当有有限个因子为零时 
发生 • 一 个无穷乘积的收敛性不受插入或去掉有限个零因子或非零因子影响.正是这 
个事实使得定义 8. 50使用起来非常方便. 

例 f (l + 1/ n ) 和 f(l —1/ n ) 都是发散的.在第一种情况下= 而在第二种 
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情况下九=1/义 

定理 8. 51( 适用于无穷乘积的柯西条件） 无穷乘积 II M „ 收敛，当且仅当对于每个 e >0 都 

存在 N 使得只要就有 

I u n + iu n+2 … — 1 I < €> 是=1，2,3, … （30) 

证明假定乘积 n M „ 收敛，我们可以假定没有 〜是零 (如必要可去掉几项).设 
p = \\ mp nm 于是从而存在 AC >0 使得丨/>„ I 〉 M , 现在 {/>„} 满足适用于序列的柯西条 

n 一 m 

件.因而，给定 e >0, 有 iV 使得只要《>〜就对于（ = 1，2，…有丨 p n + k ~~ p n | < eM . 除以 
_ | Pn I 便得到 （30) 式. 

现在假定条件 （30) 成立，于是” > iV 蕴涵 M „^0. (为什么？）在 （30) 中取设 JV 。 是 

相应的 iV ， 并在 n > iV 。 时设 <7„ = m n 0 '+l Wjv q +2 *** M n » 于是_式蕴涵+< I % I <|~. 因而，如 

果收敛，则它不能收敛 到零. 为了证明 { g „} 确实收敛，设 e > o 是任意的，并把 （30) 式 
写作： ' 

㉞ 一 1 <£, 

Qn 

•L 

由此式可得 I q n + k - q n \< e \ q n \ <| e . 于是，{仏 } 满足适用于序列的柯西条件从而知其收 

敛. 这表明乘积 TTm „ 收敛. ■ 

注在 （30) 式中取6 = 1可以发现 ITm „ 收敛蕴涵 limw „ = ： L 为此，无穷乘积的因子常 
被写为 u n = l + a „. 这样， 11(1+') 收敛蕴涵 lim '=0. 

rt 一 oo 

定理 8. 52 假定对于每一个 w 都有 a „>0， 则乘积 TI ( l + a „) 收敛当且仅当级数 Sa „ 收敛. 

证明该证明部分地建立在下面不等式的基 础上： 

1 + x < e ' (31) 

尽管 （31) 式对于一切实数 x 都成立，但是我们仅对 ： r >0 需要 此式. 当 x >0 时， (31) 式是中值 

定理的一个简单推论.由中值定理可得 

e x — 1 = xe"o ,其中 0< x 0 < x . 

因为所以从这个等式立即可以得出（31)式. 

现在设 . s ' nSai + aa + m + an ， p „ = ( l + ai)(l + a 2) - ..( l + a n ). { s n } 和这两个序列都是 

递增的，所以为了证明本定理，只需证明有界当且仅当有界， 

首先，明显有不等式其次，在 （31) 式中取 x = 其中々 = 1，2，…， w ， 并相 
乘，可得仏<6.于是有界当且仅当以„}有界.注意，不可能收敛到零，因为每个 
p n > l . 注意也有 

Pn 当 ^ ^+°°. ■ 

定义 8.53 乘积 11(1 十 a «) 称为是绝对收敛的，如果 11(1+ | a n 丨）是收 敛的. 

定理 8. 54 II(l + a „) 绝对收敛蕴涵 收敛. 
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证明 利用柯西条件以及不等式 

I (1 + a„+i )(1 + a„ +2 )"*(l + a,^. k ) — 1 | ^ ( 1+1 a n +i | ) (1 + | a n+2 I )".(1 +1 ( 2 奸 4 I ) — 1 . H 

注 定理 8.52 告诉我们， TT(l + a „) 绝对收敛当且仅当绝对 收敛. 在练习 8.43 
中我们给出了 TT ( l + a „) 收敛而发散的例子. 

有一个与定理 8. 52类似的结果叙 如下： 

定理 8.55 假定对每个 w 都有 a „>0, 则乘积 11(1 — a „) 收敛，当且仅当级数 Ea „ 收敛. 
证明 Ea „ 收敛蕴涵 IT ( l _ a „) 绝对收敛(并从而收敛). 

为了证明逆命题，假定发散.如果不收敛到零，则 11(1 一〜）也发散，因而我们 
可以假定当 oo 时有 0. 若必要可以去掉一些项，所以可以假定每 一项〜 <|，从而每 

个因子 1 — 因而乒 0) •设 

fi „ = (1 一 ai ) (1 一 a 2 ) … （1 — a „)， q „ = (1 + ai ) ( 1 + a 2 ) … （1 + a ”）. 

因为我们有 

(1—a* )(1 +a* ) = 1 —aid 

所以可以写但是在定理 8. 52 的证明当中，我们注意到当发散时有 — + 00, 
因而当 ” —co 时有0,而且，由定义 8.50 的 （ b ) 可知 n ( i —〜） 发散到 o . 

8.27 对于黎曼<函数的欧拉乘积 


我们以一个欧拉定理来结束本章 • 该定理把黎曼？函数？(5)= 表示成一个在所有的 

n= 1 

素数上展开的无穷乘积. 

定理 8.56 设九表示第 々个 素数，于是，如果就有 


OO CO 

㈣= n 「 


p\ 


该乘积绝对收敛. 


证明我们考虑部分乘积 II (1— 并证明当 00 时 c (5) . 把每个因子 

k = l 

写成一个几何级数可得 

& = fi( 1+ 吉+忐+…)， 

这是有限个绝对收敛级数的 乘积. 当把这些级数乘在一起并按照递增的分母重排各项时，可得 
另一个绝对收敛的级数，其一般项是 


而且每个 a ,>0. 因此我们有 


n 


， 其中 w …户; 
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其中 D 是对于全部素因子都的那些 n 求和.按照唯一因数分解定理(定理1.9)，每一个 

1 

这样的 r / 在中出现一次而且仅出现一次.从减去可得 

1 

n=\ n 1 71 2 n 

其中 2 是对于全部素因子中至少有一个 >/>„ 的那些《求和.因为这些 n 位于 > p m 的整数当 

2 

中，因而有 


i ^(s)-P m |< 2 4 

71 

当 oo 时最后一个和趋向于0，因为收敛，所以 —^(5). 

为了证明该乘积绝对收敛，我们运用定理 8. 52. 该乘积形如11(1+〜），其中 

级数绝对收敛，因为它受控制.所以 na+ 〜）也绝对收敛. ■ 


练习 


序列 

8-1 a) 给定一个上有界的实值序列 {a„} ，设 w„ = sup{a* : k^n) , 则 N ^ 从而 17= limu„ 要么是有限的，要么 

n 

是证明 

U = lim sup a„ = lim(sup{a* n}). 

n ►oo n ►oc 

b) 类似地，如果 {ad 是下有界的，证明 

V = lim inf a n = lim(inf{a> n}). 

如果 1/ 和 V 是有限的， 证明： 

c) 存在 {a n } 的子序列收敛到 17, 存在子序列收敛到 V. 

d) 如果 l/=V ， 则 U„} 的每一个子序列都收敛到 C/. 

8.2 给定两个下有界的实值序列和 证明： 

a) lim sup(a„ +6„ )^lim sup a n + lim sup b n • 

ft « *-oc ft ►fjn 

b) lim sup(a„6 n )^ (lim sup a„ ) (lim sup b n ), 如果对于一切 w 都有 a„>0 ， 6 rt 〉 0 ， 而且 lim sup 和 

n *oo rt ►(» n »-oo 

lim supb n 二者都是有限的或都是无穷的 . 

n _oo 

8.3 证明定理 8.3 和 8_ 4. 

8.4 如果每一个 a„>0 ， 证明 

lim inf ^ lim inf ^a7 ^ lim sup v^T ^ lim sup 

n-^oo CL n n，oo n ►«> n，oo U n 

8* 5 设证明 lima„ +1 /a, = e ， 并用练习 8. 4 推导出 

”•00 


lim 


n 
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8.6 设是一个实值序列， 并设❿ = ( a !+ … + a „)/ n . 证明 

lim inf a n ^ lim inf < j n ^ sup a n ^ sup a „* 

n n ft »oo rtn 

8.7 如果 a „ 分别由下面各式给出，求 lim sup 和 lim inf 

n n ►to 

a ) cosn . b ) (1 + 士) cosmr ， c)nsin — , 

d)sin ycos y, e)(l-) B n/(l + n)% f) y~ [y]* 

注：在 （ f ) 中， [ I ] 表示■的最大整数 _ 

8.8 设〜 = 2 ^- 证明序列 Ud 收敛到位于区间 1< P <2 内的一个极限 A 

在从8_ 9到 8. 14的每个练习中，证明实值序列 UJ 收敛 • 假定所给定的条件对于一切 成立 •在 
练习 8. 10到 8.14 当中，证明 {〜} 有所指出的极限 L 

8.9 | a n | <2, 1 a n ^ 2 —a n ^\ \ —a\ \ , 

8.10 a x >0, 6t 2 ^0, a n -2 = {a n a n - \ )' 2 t L=ia \al ) 1/3 , 

0 1 / 丄、 一 a2na 2n ~ 1 f —A 

8. 11 ai =2 , “ 2 =8 ， 十 i ) ， ^ K 


8. 12 a 


3a rt ^i = 2 + a n ^ L=1 - 修改〜使厂 =_ 2 


8,13 岣 =3, ^=73- 


8. 14 a n 


，其中,， i = h = l ，2 = ft n +\- i ， 


1 


提示： 证明 2 6„—6— 1)”叫 ，并推出！ 心—〜 


当 h >4. 


级数 

8. 15检验收敛性（/>和9表示固定的实数）_ 


■■■JO 

a ) n 3 e _w ， 

1 

oo 

b ) U (logn) p , 

2 

oc 

c) 2 P n n p (/ > > 0 ) ， 

n = 1 

n = 2 

e ) 

n = 1 

(o< ❸)， 

00 1 

g) § « log(l + l /«) ’ 

h) § ( logn )-" * 


/ 1 、 logU>g« 

no 1 

^ ^ n\ogn(\og \ogn} p 

”§(b g l 0g J ， 

c*o 

k) 2( v"l + « 2 -«)， 

n ~ 1 

1 皆仏 —*)’ 

oo 

m) 2 (i— l) n ， 

_i 

rto 

n ) 2 — 2 ^fn ^ n 一 1 ) . 

n=l 


8.16 设 s ^ u !, …}表示由在十进表示中不涉及0的那些正整数组成的集合 • （例 如， 7 es ， 但是 


101茫 S .) 证明 ^ l / n k 收敛，而且其和小于 90- 
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8_17给定整数〜 ，❿， …使得 n =2, 3,… • 证明级数 a „/ n ! 的和是有理数当且仅当存在 


一个整数 N 使得对于一切都有 ^=7^—1. 提示： 对于充分性，证明 ^( n — l )/ rt ! 是一个和为1 

n=2 

的迭嵌级数. 

8.18 设/>和9是固定的整数，并设 

1 \ r > (— 1)* +1 

x „ = 2 j 了， 


qn+l 


% 


s 


k 


a ) 利用公式 （8) 证明 limx ^ logC ^). 

n +oo 

b ) 当 <7=1，/ >=2 时，证明〜 = x „， 并推导出 

oo 

s 


i-ir 


+i 


rt= 1 


n 


log2 


c ) 对 （ b ) 中的级数进行重排，交错地写/ > 个正项随后 g 个负项，利用 U ) 证明这个重排有和 

iog 2 十 log (/>/<?). 


d) 求出 5] (_ 1)n+1 (1/(3«—2) — l/(3n—1)) 的和 • 

«= 1 

8,19 设（„=^„ +队， 其中 a rt = ( — l ) rt / V ^， b n = l / n 2 . 证明2(：„是条件收敛的, 


.20 利用定理 8. 23推导出下述 公式： 


a ) ± l0 f ^ 

k -=\ ^ 

^-log n + A + o( n ) 

(A 是常数). 

b ) 2 u \ u '' 
kiogk 

= log ( logrz ) + B + o( nlogn/ 

1 (B 是常数) 


8. 21 如果 0< a<l 时， s > l 9 定义 a )= ^{ n -\- a )- s . 

n = 0 

a ) 证明这个级数对于 5>1 绝对收敛，并证明 

k 

) — k s ^( s ) 当是= i ，2, …， 

h = \ 

其中 1) 是黎曼〔函数 

oo 

b ) 当 5 >1 时，证明 2(—1 )"-W = (1-2 1 - J ) C (5). 

n= 1 

8.22 已给定一个收敛的级数 S 〜， 其中每一个〜>0，证明如果/)> +，则收敛，对于/> = +给 
出一个反例. 

8.23 给定 E 〜发散.证明也发散_ 

8.24 给定收敛，其中 每个〜 >0. 证明 

S ( a n a„+i ) 1/2 

也收敛. 证明： 如果 U n } 是单调的，则逆命题也成立* 

8.25 给定 I ： 〜绝对 收敛.证明下列每个级数也绝对 收敛： 

a )2 d ， 如果没有 = —1), c ) Sy ^. 

8.26 确定使下面的级数收敛的 x 的全部实 数值： 
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2(i + X)T. 

1 

8.27 证明下列 论断： 

a ) 如果 2 a 收敛， 2( 匕 一 6„ + 1 )绝对收敛，则收敛. 

b ) 如果有有界的部分和，并且\ +1 )绝对收敛，且假定当 /2— OC 时， b ， Q ， 则收敛- 

二重序列与二重级数 

8. 28研究由下面各式定义的二重序列的两个累次极限与二重极限的存 在性： 

a )/ (夕，9)=击， b ), (夕’分 )= 击’ 

c ) 你 d )/(^, ,) = (- l )^(± + i -), 

e ) f ( p , <?) = ( ^ -1 Ofip ^ <?) = (-1) …， 

g )/( p > = h )/(/>，(?) = 清习 sin 會. 

答案： 在 （ a )、（ d )、（ e )、（ g ) 中二重极限存在.在 ( a )、（ b )、（ h ) 中两个累次极限都 存在. 在 （ c )、（ e ) 
中只有一个累次极限存在 • 在 （ d )、（ f ) 中没有一个累次极限存在 ■ 

8.29 证明下述 论断： 

a ) 正项二重级数收敛，当且仅当由部分和组成的集合有界 • 

b ) 二重级数绝对收敛可保证收敛. 

c ) 收敛. 

m^n 

8. 30假定二重级数 ^ ain ) jT 对于丨 i | <1绝对收敛，记其和为 S ( x ). 证明下面的每一个级数对于 I i I <1 

m t n 

也绝对收敛，且和为 SU ): 

GO CO 

J ^ adn ) 其中 A ( W = 

n= 1 1 —工 1 d\n 

8.31 如果 a 是实数，证明二重级数绝对收敛当且仅当《 > 2. 


p a 


提示：设 K /> ，<?)== 2 2 I ' 集合 

m = 1 1 

{m + \n * m = H … = 1 j^ 

由声 2 个复数组成 1 其中有一个的绝对值是在，有三个满足1 l + 2 i 1 < 1 m+m I <2 V 2 »有五个满足 
i 1十 3 i 1 < I m + m [ <3^2, 等等.从几何上检验这个事实，并推导出不等式 

2-0/2 2 ^ s(pfp) ^ ^ in 2 \\ Y n ' 

a = 1 n = i 

OO 

8.32 a ) 证明 D (— l ) n+1 / V ^ TT 与它自己的柯西乘积是一个发散级数 * 


b ) 证明 £)( 一 1)#/(«十1)与它自己的柯西乘积是级数 


n + 1 \ 2 n 7 


这个级数收敛吗？为什么？ 
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8* 33给定两个绝对收敛的幂级数，譬如说是^ 和 乂 X "，它们的和函数分别为 A (: r ) 和 B (: r ). 证明 

n^O n~ 0 

oo n 

= A ( x ) B ( o ：) ，其中 c „ = 

0 k = 0 

oo 尤 

8. 34 形如 ^ 的级数称为狄利克雷级数.给定两个绝对收敛的狄利克雷级数，醬如说 H aW 和 

„=i 

TO 00 _ 

D 〜/«%它们的和函数分别为 A ⑴和证明= AU ) B ( s )， 其中 c „= 乏]〜&„々• 

tj=\ n~ 1 « 

oo oo 

8. 35 如果① ）=^1/ Ym >1, 证明 = 乏] t /( nW , 其中 d ( n ) 是 《 的正因数的个数(包括 1 和") . 

«=1 «=1 

切萨罗可求和性 

8.36 证明下列每个级数有 （C , 1>和0: 

a) 1 — 1 — 1 + 1 十 1 — 1 — 1 十 1 + 1- !- + •”• 

b ) j - 1 十 + l + j + + - 1 + H . 

c) cos*r 十 cos3j:+cos5j:+ … （x 是实数， 

8-37 给定一个级数 2 a n ，设 

5 n = 2 a " tn = 2匕” ° n = 

*=1 身 =1 U k=\ 

证明： 

a ) t „ = ( nHrl ) s n — na „. 

b ) 如果是可 （ C ，1) 求和的，则收敛当且仅当 《 一 oo 时 


8.38 


c)E〜 是可 （C，1) 求和的，当且仅当 H ~Ai(«+i) 收敛 • 

给定一个单调的正项序列 {aj 使得 lim ^=0. 

n 

设 

n n w 

s n = 2 a *， Un = 2(-1 )、， Vn ~ 2(—1)、*. 
* = 1 * = 1 * = 1 

证明： 


a ) % =-^1^ + ( — l ” s n /2_ 

b ) 2(- dx 是可 ( c ， i ) 求和的，其切萨罗和为 + S (— m 

«-i n=l 

c ) D (― 1)” (1 + + + … + 1/ w ) =— log V 2 ( C ， l )* 

I 

无穷乘积 

8.39 确定下列无穷乘积是否收敛，求出每个收敛的乘积的值. 

a ) b )§ m ， 

n^2 n ~ 6 

C ) n 4 x 4 d ) n ( i + 〆 *) 当 ui < i . 

8.40 如果收敛的级数的每一个部分和 〜都不 是零，而且该级数的和本身也不是零，证明无穷乘积 

OO 

a \ ( 1 + a „ / s „-]) 收敛,其值为 A . 

« -- 2 1 
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8.41 通过建立下列恒等式并对级数求和求下列乘积 的值： 

Cx ， oo OO 00 

a) 益 ( 1+ 2”—2) =2 § 2 ' b) n s n(n +i)- 

CJO 

8, 42 确定使乘积 JX cos ( j ：/2") 收敛的全部实数 X ， 并在该乘积收敛时求出它的值. 

n= 1 

8.43 a) 对于71 = 1 ， 2, …设 〜 = ( —1)"/ V ^， 证明 H(l + a„) 发散，但是收敛. 

b ) 对于 n = l ， 2，…设 a 2n -i = _ 1 A /^， a 2n = l /^/ n -\- l / n . 证明 11(1+ a n ) 收敛，但是发散_ 
8. 44假定对于每个 n = l ， 2，…都有 〜>()• 还假定对于；1=1，2，…有 




<^ 2 n 

1 + <^ 2 n 


证明 II (1 + ( — l )* q ) 收敛，当且仅当 ^{- ira k 收敛 • 

k = 1 *= 1 

8.45 一个复值序列 {/( n )} 称为是乘性的，如果/(1) = 1，而且当饥和《互素时有 /( mn ) = /( m )/(/ i ) •(见 
第 1.7 节 ，） 该序列称为是完全乘性的，如果/(1) = 1，且对于一切 m 和; 2 有 /( mn ) = /( m )/( n ). 
a ) 如果 {/( n )} 是乘性的，而且级数 S /( n ) 绝对收敛，证明 


2/(«) = 11< 1 +/ ( 九 ） +/ ( 心 + 山 } ， 

n = 1 k ~ 1 


其中九表示第^个素数，乘积是绝对收敛的 • 
b ) 此外，如果 {/(«)} 是完全乘性的，证明 U ) 中的公式变成 





注意，对于的欧拉乘积(定理&56)是 /(72) = n ^ 的特殊情况 • 

8. 46本练习列出了公式 C (2) = tt 2 /6 的一个简单证明的要点.从对于 0< x <7 t /2 成立的不等式 siru :< x < taiu : 
开始，对每个数取倒数并平方可得 


cot 2 x <C 




< 1 + cot 2 J ：. 


现在令 x = ^/(2 ttz +1)， 其中 々和 m 是整数， Kk < m ， 并对 々求 和可得 


S cot2 




2m+1 


< 


(2 m + l ) 


7 T 


m m 

t _ 1 L 一 1 


cot 1 


kit 


2 m+V 


利用练习 1.49( c ) 中的公式推导出不等式 


m(2m — l)7t 2 / $ 1 /2m(m+l)7t 2 

3(2 m + l ) 2 3(2 m + l ) 2 • 


现在令 m — oo 则可得 ^(2) = ti 2 /6- 
8.47 利用与练习 8.46 中列出的类似的论据证明 （(4) = tc 4 /90, 


进一步参考文献 
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8.3 Knopp ， K” Theory and Application of Infinite Series ， 2nd e<L R. C . Young ， trans¬ 
lator. Hafner，New York, 1948. 




第 9 章函数序列 


9. 1函数序列的点态收敛性 

本章处理各项为实值函数或复值函数的序列{/„}，这些实值函数或复值函数在实线 R 上 
或在复平面 c 内有共同的定义域.对于在这个定义域中的每一个我们可以构成一个新的序 
列 {/„ U )}， 它的各项是相应的函数值.设 S 表示由使这第二个序列收敛的 X 组成的集合.由 
等式 


fix) = lim/„(x) , 当工 6 S 

定义的函数/称为序列 {/„} 的极限函数， 而且我们说 {/»} 在集合 S 上点态地收敛 到/* 

我们在本章主要讨论下述类型的问题：如果序列 {/ J 的每一个函数都有某种性质，诸如连 
续性、可微性或者可积性，那么在极限状态下该性质转移到极限函数上是什么情况？例如，如 
果每个函数/„在6点都是连续的，那么极限函数/在 C 点也是连续的吗？我们将会看到，一 
般来说，结论是否定的.事实上，我们将会发现，点态收敛性通常不足以把上面提到的性质中 
的任何一个从各项/«转移到极限函数 /• 于是我们希望研究较强的、确实能保持这些性质的 

收敛方法.这些方法中最重要的一个就 是一致收敛. 

在介绍一致收敛的概念之前，我们用另一种方式描述一下所要考虑的一个基本问题•当问 
及每个/„在^：点的连续性是否蕴涵极限函数/在 C 点的连续性的时候，实际上就是在问等式 



lim / n ( x ) 

= fnic ) 


是否蕴涵等式 





lim /( x ) : 

x-^c 

=/( c ). 

(1) 

但是 （1) 式也可以写为 





lim = 

^ _ A . 置 L t 1 M 1 纛 A _ ^ 

lim 

威、 昝、 • — 广 JbJL * I - 1 為 - 

(2) 

Art r . L . 白 


所以，关于连续性的问题变为：是否能够交换 （2) 式中的极限符号？我们将看到，一般地说是 
不能交换的.首先， （1) 式中的极限未必存在.其次，即使该极限存在，它也未必等于 /( c ). 


在第8章中，在与累次级数有关的研究中我们遇到过类似的情况，当时我们发现，”) 

OT = 1 n = 1 


未必等于 

是否可以交换两个极限过程的次序这个一般性的问题在数学分析中总是一次又一次地出 
现. 我们将会发现，对于有效地交换某些极限的次序来说，一致收敛是一个相当有效的 充分条 
件，但是它并没有对这个问题提供完全的答案.我们将会遇到一些这样的 例子： 在这些例子 
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中，虽然序列不是一致收敛的，但是两个极限的次序可以被交换, 


9.2 实值函数序列的例子 


下面的例子描述了在构建一个实值函数序列的极限函数的时候可能会出现的某些情况. 

例 1 一个连续函数序列带有一个不连续的极限函数 . 当 xGR ， n=l, 2 ，…时设 = 
x 2 V(l+x 2n ). 该序列中几项的图形如图 9-1 所示 . 此例中对于每一个实数 x 存在， 

rt—►oo 

而极限函数/由下式 给出： 

1 当 I |< 1， 

/(x) = ^ 当 I 工 I = 1 ， 

、1 当 I x 1 > 1. 

每个/„在11上都是连续的，但是/在^:=1和1处是不连续的. 



9-1 




/ (x) = lim f n (x). 

71 — 


例 2 — 个 lim 


/ rt (x) da: 9^ lim/„ (x) dr 的函数序列 • 当： r6R ， n = l ， 2 ， …时设 


0 ir 


f n U)=n 2 x(l-x)\ 如果0<工<1，则极限函数 /U) = lim/„(x) 存在且等于 ()• （见图 9-2.) 


因而 


f(x)dx = 0. 但是 


f n (x)dx 


n 


:c(l — x^ n dx 


n 


(I — t)t n dt 


n 


n 


ri 


n + 1 n + 2 (n + l)(n + 2) 


所以 limf /„ (: r ) dx = l . 换句话说，这些积分的极限不等于极限函数的积分 • 因而“极限”运算 
与“积分”运算是不能交换的. 

例 3 — 个可微函数序列 {/„} ，其极限函数为常数 0 ， 发散 . 当： r€R，n = l, 2 ,…时 
S/„(x) = (simix)A /^， 则对于每个 x 都有 lim/ n O) = CL 但 r) =Wcosnx ， 所以 lim/„ '(: c ) 对 

►oo 行 — 00 

于 任何工 都不 存在. （见图 9-3.) 


[2191 
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9.3 —致收敛的定义 

设 {/„} 是一个在集合 s 上点态地收敛到一个极限函数/的函数 序列. 这表明，对于在 s 内 

的每一个点 X 和每一个 e >0 都存在 N (依赖于和 e 二者)使得 
[220| n> N 蕴涵 | /„(: c )—/(: c ) |< e . 

如果同样的 iv 对于在 S 内的每一个点都适用，则该收敛称为在 s 上是一致的.就是说，我 
们有 

定义 9.1 函数序列 {/„} 称为在集合 S 上一致地收敛于/，如果对于每一个 e >0 都存在 N 
(仅依赖于 e ) 使得只要 n > iV , 就对于 S 内的每一个 j ： 都有 

I /„( 工）一 /( 工）丨 < e_ 

用符号来表示则写为 

/„ — / 一致于 S . 

当序列 {/» 丨的每一项都是实值函数的时候，一致收敛有一个有用的几何解释*不等式 

| /„(_ t )—/( jc )| 等价 于两个 不等式 

fix) — £ <C / n (x) <C fioc) +e. (3) 

如果 (3) 式对于所有的 n > N & S 内的一 切工都 成立，则表明 / n 的整个图形（即集合 Uh y ): 
y = f „ U ), 位于一个高度为 2 e 的“带状区域”之 

内，这个带状区域对称地座落在/的图形附近 •（见 

图 9-4* ) 

序列 {/„} 称为在 s 上是 一致有界的， 如果存在一个 
常数 M >0 使得对于 S 内的一切 I 和所有的 n 都有 


y = 八上 / 





函教序列 


179 


| f n U ) I < M . 数 Af 对于 {/„} 称为一 致界. 如果每一个函数都是有界的，而且 /„— /在 S 上 
是一致的，则容易证明{/„}在 S 上是一致有界的.（见练习 9. 1. )这个结果经常使得我们能够判 
断一个序列不是一致收敛的.例如，看一下图 9-2 立即可以得知例2中的序列在包含原点的一 
个邻域的任何子集上不可能一致收敛.然而，该例中的收敛在不包含原点的每一个紧子区间上 
都是一致的. 

9.4 一致收敛与连续性 

定理 9.2 假定 /„— / 一致于 S . 如果在 S 的一个点 c 处每个/„都是连续的，则极限函数 
/在 c 点也是连续的. 

注如果 c 是 S 的一个聚点，则该定理蘊涵着 

limlim /„( x ) = lim lim / n ( x ). 1221 S 

x-^c rt—oo x-^C 

证明如果 c 是 S 的一个孤立点，则/在 C 点是自动连续的.于是，假定 C 是 S 的一个聚 
点.按照假设，对于每一个 e >0 都有 M 使得只要《>从，就对于 S 内的每一个 x 都有 

I /„(x) — fix) | < 

因为 / M 在 C 点是连续的，所以有一个邻域 B ( C ) 使得只要:就有 

! /m(x) — /m(c) I <C 

但是 

I fix) — /(c) 1^1 fix) — /m(:) /m ( 工）一 /m(C) l + l /m(c) — fic) I . 

如果 xeB ( c ：) n < S ， 则上式右边的每一项都小于 e /3, 从而丨 I < e . 定理得证. ■ 

注对于把连续性从函数序列中的每一项传递到极限函数而言，的一致收敛是充 
分而不必 要的. 在 （第 9.2 节） 例2中，我们有一个有连续的极限函数而不一致收敛的 
连续函数序列. 

9.5 一致收敛的柯西条件 

定理 9.3 设 {/„} 是定义在集合 S 上的函数序列.于是，存在一个函数/使得 /»—/ —致 
于 S ， 当且仅当下述条件（称为柯西条件）得到满足：对于每一个 e 都存在 N 使得只要 m > N 且 
”> N , 就对于 S 内的每个工都有 

I f m (jo) —/"(X) | < e. 

证明假定 /»— /—致于 S ， 于是，给定 e >0， 我们可以找到 N 使得只要” > iV ， 就对于 
S 内的一切工都有 I fA 工) —/(工）丨 < e /2. 取 m 〉 n ， 也有丨 f m (工) —/(尤 ） I < e /2， 从而对于 
S 内的一切 X 都有丨 / m ( x )-/ a ( x ) I < e . 

反过来，假定柯西条件得到满足，则对于 S 内的每个 X ，序列 {/ n ( o :)} 都是收敛的 * 设当 
: r6 S 时 /(:r) = lim/ n (x). 我们要证明 /"— / 一致于 S. 如果给定 e>0 ， 可以选取 iV 使得只要 

n > N f 就对于每一个々 = 1, 2，…和 S 内的每一个 z 都有丨 /„( x ) —/ n + “ J ：) 丨 < e /2. 由此可 
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得 lim | /,( x )—/ w ( x ) | =丨 /；( x ) — /( z ) 丨 < e /2. 从而，只要 / z > iV ， 就对于 S 内的每一 
个 X 都有 I /„(_ r )—/ U ) I < e . 这就证 明了/ >-/• 一致于 S . _ 

注点态收敛性及一致收敛性可以在度量空间的更一般环境中描述.如果/„与/是 
从一个非空集合 S 到一个度量空间（了， d T ) 的函数，我们说/—致于 S ， 如果对 
于每一个 e 都有 N (仅依赖于 e ) 使得只要”>"，就对 S 内的每一个 X 都有 
|222| d T (f„(x)<€• 

定理 9. 3在这个更一般的环境中成立，而且，如果 S 是一个度量空间，则定理 9.2 也 
成立，适当地用度量 A 和代替上述证明中的欧几里得度量，则同样的证明也能通 
过.因为我们主要对于定义在 R 或 C 的子集上的实值函数或复值函数感兴趣，所以， 

除了下面这个例子之外，我们将不再进一步讨论这种推广 • 

例 考虑由一个非空集合 s 上的全部有界实值函数构成的度量空间 （ b ( s )， c /), 其度量为 
d ( f ， g )= II f-g II ,其中 || /|| =sup I fix ) I 是上确界范数 • （见练习 4, 66.) 于是在度量空 

s 

间 （ B ( S ), d ) 中当且仅当 /„— / 一致于 S . 换句话说，在 S 上一致收敛与在度量空间 
( B ( S ), A 中的通常的收敛是一样的. 

9.6 无穷函数级数的一致收敛 

定义 9.4 给定一个定义在集合 S 上的函数序列 {/„}• 对于在 S 内的每一个工，设 

n 

s n { x ) = 2 f k ( x ) (n = 1，2,…) • ⑷ 

k = i 

如果存在一个函数 / 使得 h —/ —致于 s ， 我们就说级数 S /, U ) 在 S 上一致收敛，并写为 


[223] 


U/ rt (x) = fix) 在 S 上一致 - 

1 

定理 9. 5( 关于级数一致收敛的柯西条件） 无穷级数 2/„ U ) 在 S 上一致收敛，当且仅当 
对于每个 e >0 都有 iV 使得只要” 就对于每个/> = 1，2，…和 S 内的每个工都有 

rri-p 

2 < £• 

k^rrtl 

证明按 (4) 式定义 &并应 用定理 9. 3. _ 

定理 9. 6( 魏尔斯特拉斯 M •检验法） 设是一个由非负的数组成的序列，对于”= 
1，2，…及 S 内的每个 x 有 

0 <| /„(x) 丨 < 

于是，如果 2 M „ 收敛，则 S /„( X ) 在 S 上一致收敛. 

证明应用定理 8. 11 和 9. 5, 并结合使用不等式 


TTTp I rrry 

k — n +1 A = rrhl 

定理 9_7 假定2人（^)=/(:?：)(在 S 上一致 ）• 如果每个/„在 S 的一点 X 。处都是连续的， 


则/在 X 。点也是连续的 • 
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证明按 (4) 式定义 V 每个/„在: T 。 点连续 蕴涵〜 在 Xa 点连续，于是由定理 9. 2立即可 
以得出结论. ■ 

注如果 A 是 S 的一个聚点，则本定理使我们能够交换极限与无穷求和的位置，如 
下式 所示： 

oo oo 

Y \ m ^ f n ( x ) = /“:*:)• 

… «=1 工一 x o 


9.7 —条填满空间的曲线 


我们可以应用定理9, 7构造出一 条填满空间的 曲线. 这是 R 2 中的一条通过单位正方形 
[0, 1] X [0, 1] 的每一个点的连续曲线 • Peanoasgo ) 最先给出了一条这样的曲线的例子.此处 
介绍的例子应归于 I . J . Schoenberg(Bulletin of the American Mathematical Society , 1938)， 

可以把它叙述 如下： 

设必按下述公式在区间 [0, 2] 上 定义： 

0， 当■，或者吾 

3 f — 1， 当 

1’ 3香0<"|■’ 

— 3^ + 5,当音 音. 



用等式 

+ 2) =麥⑴ 

把多的定义延拓到 R 的全部点，这使得4成为以2为周 
期的函数 • G 的图形如图 9-5 所示 •） 



现在用下面的方程定义两个函数和/ 2 : 


r “、 ▽ 於 (3 2rt ^ 2 ,) r ^ x ▽ 於(3 2 『4) 

/i(^) = Zj — 2 n —" ， A ⑴ = 2j — 2 n ^ ' 

n = 1 一 n = 1 

这两个级数对于每个实数 i 都绝对收敛，而且它们在 R 上一致收敛.事实上，因为对于一 
切 t 都有 I 0(0 I <1，取％„ = 2_”则可以应用魏尔斯特拉斯 M - 检验法.因为#在 R 上连续， 
所以由定理 9.7 可知和/ 2 在 R 上也是连续的•设/ =(/ i » / 2 )，并设 r 表示单位区间 
[0, 1] 在/下的象.我们将证 明广‘ 填满”单位正方形，即厂=[0, 1] X [0, 1]. 


首先，对于每个 r 显然有0</!⑴<1和0</ 2 ⑴<1，因为 [2 - n = i . 因而 r 是单位正_ 

1 

方形的一个 子集. 其次，需要证明只要 （ a ，6)6[ o , 1] X [0, 1]，就有 （ a ，6) er . 为此，我 
们把 a 和6用二进制写出来，就是说，把 a 和6写为 




182 


第 9 章 


a = S 

w=l L n=l L 

其中 每个〜 和每个或者是0,或者是 1. (见练习 1. 22.) 现在设 


U _，其中 c 2; 
«=1 ° 


a n , c 2n = b n y n = 1 ， 2, 


明显有 0< r < l ， 因为2 = 我们将证明 / 1 ( c )= a &/ 2 ( c )=& 

n— 1 

如果能证明 

炎 (3* c ) = c *_ h ，对于每一个々= 0,1，2，-"， (5) 

则可 得到? K 3 2 ”— 〜和奴而这将给出 f 2 ( c )= b . 为了证 
明 （5) 式，我们写 

3 k c = 2 2 + 2 S = 一个偶数的整数+ A ， 

n = l ^ »=4+I ^ 

OO 

其中 A =2^] cw /3' 因为多以2为周期，由此可得 

^ = 1 

^(3^ c ) = Hd k ). 

oo 

如果 t Vhl =0, 则有 0< A <2^]3 i = 1/3,从而夂 4) = 0. 因此在这种情况下可得 M 3 A c ) = 

«=2 

qh . 剩下的只需考虑^ +1 =1的 情况. 此时我们可得2/3<心<1，从而? KA ) = 1. 于是在一切 
情况下都有 ? K 3* c)=q + 1 ， 这就证明了 fz ( c )= b . 因而 r 能填满单位正方形. 

9,8 —致收敛与黎曼-斯蒂尔切斯积分 


定理 9.8 设 a 在 [ a ，6] 上是有界变差函数，假定序列 {/ rt } 的每一项都是实值函数，使得对 
于每一个 n = l ， 2，…都有/„ [< 2 ， &]• 假定 /„— / 一致于[< 2 ， 6] 并 定义仏 （ x )= f „( t ) da ( t ) ， 

J a 

当 6]，7 Z =1， 2， •••• 于是我们有 

a )/ eR ( a )[ a 9 6]- 

—致于 [ a ，6]， 其中发 ( x ) = J * / ⑴ da ⑴. 

注本定理的结论莲涵对于 [ a ，6] 内的每一个 j : 都可以写 

lim [ f n Ct ) da ( t ) = lim / n (^) da (^). 

n-^ooj a J a «^°° 

[225] 这个性质经常描 述为： 一致收敛的序列可以被逐项积分. 

证明 我们可以假定 a 是递增的， a ( a )< a (6). 为了证明 （ a )， 我们将证明/在 [ a ，6] 上满 
足关于 a 的黎曼条件.（见定理 7. 19.) 

给定 e >0, 选取 iV 使得对于 [ a ，6] 中的一切 x 都有 

丨 ’⑴ —’n (工）丨 < 3[ a (6)- a («)]' 
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于是，对于 [ a ，6] 的每一个划分 P , 可得(使用定义 7. 14的记号） 

I LKP ，/— •和 丨 L(P ， /—/ N ,a) |<+， 

对于这个 N , 选取匕使得只要 P 比尺细 ，就有 LKP ， f N ， cd - UP ， f N ， aXe /3. 于是对 
于这样的 P 我们有 

t/(P,/,a) -L(P,/,a)<U(P,/-/ N ,a) -L(P,/-/ N ,a) +U(P,/ N ,a) -L(P,/ N ,a) 

<1 U(P,/~/ N ,a) l + [ L(P,/-/ N ,a) l+y <£• 

这就证明了 （ a ). 为了证明 （ b ), 设 e >0 已给定，选取 iV 使得对于一切 ”>iV 及|>， 6] 内的每 


个 f 都有 


I /„⑴ 一 /⑴丨< 


£ 


2[ a (6) — a ( a ) J * 


如果工6[>，6]，则有 

I gn(x) — g(x) |< 

这就证明 — g —致于[〜 &]• 


八⑴ - /⑴ I - 


■ 


定理 9*9 设 a 在 |> ， 6] 上是有界变差函数，并假定 2/„(x) = /(x)( — 致于 [a ， 幻），其 
中每个 /„ 都是实值函数使得 /„€ 只 (《)|>, 6 ]. 于是有 
a )/ Gl ?( a )[ a , 6]. 


b ) 2^/ rt U ) da ⑴= 2 /«(0 d cr ( i ) ( —致于 [ a，6]). 

」 a ti= 1 n = 1 众 

证明把定理 9. 8 应用于部分和 序列. 

注本定理可以描 述为： 一致收敛的级数可以被逐项积分. 


■ 


9.9 可以被逐项积分的非一致收敛序列 

如同在下面的例子中看到的，对于逐项积分而言，一致收敛是充分条件，但不是必要条件._ 
例 设/„(0：)=：1：”，当 0< x < l .( 见图 9-6.) 极限函数/在 
[0， 1) 内的值为0,而/(1) = 1.因为这是一个连续函数序列而极 
限函数不连续，所以该序列在[0, 1] 上不是一致收敛的.然而在 
此例中，逐项积分可以导致正确的结果.事实上，我们有 


f n { x)dx 


所以 lim f n { x)dx 


x 


n dx 


n + 1 
f { x)dx = 0. 


0 当 n 



上例中的序列虽然在 [0, 1] 上不一致收敛，但是它在[0, 1] 的 
任何一个不包含1的闭子区间上是一致收敛的.下面一个定理是在 

这类例子中允许逐项积分的一个一般性的 结果. 增加了的部分是我们假定在 [ a ， 幻上一致有 
界，而且假定极限函数/是可积的. 
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定义 9.10 —个函数序列 {/,} 称为在丁上是有界收敛的，如果 {/„} 在 T 上是点态收敛的 
而且是一致有界的. 

定理 9 . 11 设 {/ J 在 [ a ，6] 是有界收敛 序列. 假定每6]，而且极限函数 
RLa , 6]. 再假定[〜有一个划分 P ， 譬如说是 


[ W 7] 


P = {x Q ,x l ， … ， x w } ， 

使得在不包含 这些心 中任何一点的每一个子区间[£■，幻上，序列 {/„} 一致收敛于/，于是， 

我们有 


户 b 


n—►ooj a 


rb 


lim f n it)dt = lim /„( i)dt = 


( 6 ) 


证明因为 / 是有界的而且{人}是一致有界的，所以存在正数 M 使得对于[〜 6] 内的一 
切工及一切有丨 fix ) | <%及1 /„( x ) | < M . 给定 e >0 使得 2 e < || P || ,设 
/i = e /(2 m ), 其中 m 是 P 的子区间的个数，并考虑 |>， 6] 的由 

p f = {x 0 >x 0 +h^Xi — hjXi + A ， ••• — hjX m -i + h^x m — h 9 x m ) 


给出的一个新的划分因为 I f - f n I 在 [ a ， 6] 上是可积的，而且以 2 M 为界，所以， | f ~ f n | 


在区间 

[ x 0 ， x 0 +/i]，[Xi — hfXi + A ]， …， — h f x m -i — h f x m ^\ 

上取的积分之和至多是 2 M (2 mh ) = 2 Me . [ a , 6] 的其余部分(称之为 S ) 是有限个闭区间的并集， 
在其中每一个闭区间内{八}都一致收敛到 /• 因此，存在整数 N (仅依赖于 e ) 使得对于 S 内的 


一切 I 都有 


I f ( x ) — f n ix ) | < e 只要 n > 

于是 I f-fn I 在 S 的这些区间上的积分之和至多是 e (6— a ). 所以 


I f ( jo ) — f n ix ) I dx ^ (2 M - b — a)e 只要 n > N . 


这就证明当 n — 〜时 


"6 rb 

f n ( x)dx /( x ) dx . 



有一个更强的归功于阿尔泽拉的定理不需要任何关于一致收敛的假设. 

定理 9.12( 阿尔泽拉）假定 {/„} 在[〜 6] 上是有界收敛的，并假定/„在|>， 6] 上是黎曼 
可积的 • 再假定极限函数/在 [ a , 6] 上是黎曼可积的，则有 


lim 


rb 


f n ( x)dx 


rb 


Cb 


lim / rt ( x ) dx = /( x ) dx - 


(7) 


可以想象，阿尔泽拉定理的证明比定理 9. 11 的证明更难 • 在这里不准备给出该定理的证 
明.在下一章我们将证明一个关于勒贝格积分的定理，那个定理包含阿尔泽拉定理作为一个特 


殊情况■(见定理 10.29.) 


注容易给出一个黎曼可积函数序列 {/„} 有界收敛，而极限函数/不黎曼可积的例子. 
如果 { r !， r 2 ， … } 表示由[0， 1] 内的有理数构成的集合，对于全部（ = 1，2，…， w ， 
当 ： c = r 4 时定义/„(: r ) 的值为1，在其他情况下定义 /„ U ) = 0. 于是对于每个《，积分 

f l / n ( x)dx = 0 ,但是点态极限函数/在[0， 1] 上不是黎曼可积的， 
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9. 10 一致收敛与微分 


按照与定理 9. 2和定理 9. 8类似的方式，人们也许会期待下述结果 成立： 如果 /«— /—致 
于|>， 6], 而且 /„' 对于每一个《都存在，则/存在且/„、/'一致于[〜 6]. 然而，第 9. 2 节的 
例 3 表明此命题不可能成立.虽然例 3 中的序列{/„}在议上一致收敛，但是序列在 R 上甚 

至不是点态收敛的•例如，{/„'(0)}发散， 因为/ >'(0)== V ^， 因而对于微分而言，与定理 9 . 2 和 

定理 9. 8类似的结果必定要取一种不同的 形式. _ 

定理 9_13 假定 {/„} 的每一项都是实值函数，它们在开区间 U ， 6 ) 的每个点上都有有限 
的导数，假定 ( a ， 6 ) 内至少有一点: r 。 使序列 {/„ U Q )} 收敛，再假定存在一个函数 g 使得//―尺 


一致于 U ， 6 )， 则： 

a ) 存在一个函数/使得 /„— / 一致于 （ a ，6). 

b ) 对于 U ，6) 内的每个 X ， 导数/ ^(工)存在且等于 g ( x ). 
证明假定 6), 定义一个新的序列 如下： 


/ n U) —fn(c) 当尤关。， 

g „( x ) = < x _ c 

[ fn ( c ) 当 I = C . 

如此定义的序列 U n } 依赖于对 C 的选择 • 可以从定理的假设推知序列{心（3}收敛， 

fAc 、, 我们将证明 { g „} 在 ( a ，6) 上一致收敛 • 如果我们有 

,、 ，、 h(x) 一 hie) 

gn (x) — g m U) = - — - ， 


( 8 ) 


因为 gn(c) = 


(9) 


其中/ ^(1) = ^(^)—/ m (: C ). 现在/ /(X) 对于 U ， 6) 内的每个: C 都存在且其值为/^ )— 尤(工)_ 


在 (9) 式中应用中值定理可得 

g„(jo) — g m (jo) = /’„( 工 1 ) — /’m ( 工 1 ) ， （ 10 ) 

其中 A 位于： c 与 c 之间. 因为 {/„} 在 ( a ，6) 上一致收敛（按照假设），我们可以用 （10) 式与柯 

西条件（定理 9. 3) —起推出 { gj 在 U ，6) 上一致收敛 • 

现在能说明 {/ J 在 ( a ，6) 上一致收敛了 • 我们构造相应于特殊点^ =々的特殊序列 U ”}， 

这里的 A 就是假定的使 {/„(&)} 收敛的点.从 (8) 式可以写 

f„(,x) = f n (X 0 ) + (X — X Q )g„Cx) > 

这是一个对于 U ，6) 内的每个 x 都成立的等式.因而我们有 

f n (J：) — f m ( X ) = (X 。 ） 一 f m (xo ) — X 。 ） [g"n (X) — g m (xo )1* 

由这个等式并借助于柯西条件可以建立 {/»} 在 ( a ，6) 上的一致收 敛性. 这就证明了 （ a ). 

为了证明 （ b )， 先回到由 （8) 式对于 ( a ，6) 内的任意一点(:定义的序列 { gJ ， 并设 G (: r ) = 
lim ^( x )./： 存在这一假设的意思是换句话说，每个 g „ 在 c 点都是连续的 • 

G —致于 U ， 6)，所以极限函数 G 在 c 点也是连续的 • 这表明 

G(c) = limG(j ：)， （ 11) 

x-*-c 

该极限的存在性是要证的结论的一 部分. 此外，对于工我们有 


[2291 
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G ( x ) = limg n ( x ) = lim ,”(：）—/“〔) = 设） 一/⑺ , 

n-^oo «-*oo X 一 C X — C 

于是， （11) 式说明导数 /( c ) 存在且等于 G ( c ). 但是 

G ( c ) = limg ”（ c ) = lim / Uc ) = gCc ) ; 

n—►oo ft-p-oo 

因而有 /'( c ) = g ( c ). 因为 c 是 U ， 6) 内的任意一 点， 这就证明了 （ b ). ■ 

用级数的 语言重 述定理 9. 13 可得 

定理 9. 14假定每个/ „ 都是定义在 （ a , 6) 上的实值函数，导数/„'(工）对于 U , 6) 内的每 
个 x 都存在.假定在 U ，6) 内至少有一个点 x 。 使级数 2/„( x 。） 收敛.进一步假定存在一个函 
数 g 使得2/„'(工）=以工）（一致于 U ，6)). 于是： 

a ) 存在一个函数/使得 S /„(_ r ) =/( j :)( —致于 （ a , b )). 

b ) 如果6]，则导数/(工)存在且等于 2 X ( 工) • 

9. 11级数一致收敛的充分条件 


一致收敛级数的重要性在前面一些定理中得到了广泛的叙述.因此人们自然希望寻找一些 
简单的方法检验级数的一致收敛性而不必在每一种情况下都使用一致收敛的定义.在定理 9. 6 
中曾经叙述过一种这样的检验法， 即魏尔斯特拉斯 姑 检验法. 当 姓 检验法不适用时，有其他 
几种检验法可能是有用的，其中之一类似于定理 8. 28. 

定理 9.15( —致收敛的狄利克雷检验法） 设表示级数 E / Jx ) 的第个部分和，其 
中每个/„都是定义在集合 S 上的复值 函数. 假定{匕}在 S 上是一致有 界的. 设{心}是一个实 
值函数序列，对于 S 内的每个 : c 和每个 w = l ， 2，…都有 g„+i ( xXg „( x ) ，并假定尽„-^0—致 
于 S . 于是级数2/„0)客„(工)在 S 上一致收敛. 

证明设 5„( x )= ^ f k ( x ) g k ( x ). 按部分求和公式我们有 

k = \ 

n 

s n (x) = y]F k (x)(g k (x) — gm ( 工 )） +g»+i(x)F w (x ) ， 

是 =i 

由此，如果 n > m ， 则可写 


230 


S n (x) — s m (x) 


n 

= 2 F k (x)(g k (x) — g k ^ (x)) + g n ^(x)F n (x) — g m+1 (x)F m (x). 


因此，如果 M 是的一致界，则有 


I 5„(x) — S m (x) 丨 < M 2 ( 心⑴一 ☆+〆：)）+ Mg rt ^(x) + Mg m ^(x) 

k = nr\-l 

= M(g m+1 ( x ) — g n+i (x)) + Mg n+l ( x ) 4 - Mg m+1 ( jt ) 

= 2 Mg m+1 ( j ：). 

因为 gn -^0 一致于 S ， 所以此不等式（连同柯西条件一起)蕴涵 S/„Cr) 仏 GO 在 S 上一致收敛. 

■ 

用一种类似的方式对定理 8. 29( 阿贝尔检验法）加以推广以导出一个一致收敛检验法，这 
对读者来说应该没有困难（练习 9. 13). 
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例设兄00= 在上一章(见定理 8. 30) 我们导出了不等式 | F n U ) | <1/| sin ( x /2) | , 

k=i 

该不等式对于每一个实数 ^ 关 2 m 7 t ( m 是整数)成立.因此，如果0<3<心则有估计式 

| F ” Cr ) |< l / sin (^/2) 当3<工<271 —表 

于是， {&} 在区间以一«上是一致有界的.如果 u „} 满足定理 9. 15的条件，就可以断定 
级数1^„(：1：)6' > "在|>， 2 tt — 幻上一致 收敛. 特别地，如果取 g rt (： c ) = l /«， 而且 0<3< tt ， 这就 
建立了级数 

oo . 

V 

n 

在[匕27： — 幻上的一致收 敛性. 应注意在这种情况下用魏尔斯特 拉斯純 检验法不能证明一致 
收敛性，因为丨 e if M =1. 

9. 12 一致收敛与二重序列 

作为一致收敛的一个不同类型的应用，我们来推导关于二重序列的下述定理，可以把该定 
理看作是定理 8. 39的逆定理. 

定理 9. 16设/是一个二重序列， Z + 表示正整数 集合. 对于每个 ra == l ， 2，…在 Z + 上定 
义函数 如下： 

gnirn ) = /( m ， w ) ， 当 w G Z + • 

假定仏—致于 Z +， 其中发 （ m ) = lim /( m ，/!)• 如果累次极限 lim ( lim /( w ， n )) 存在，则二 

° n -^oo ui-^oo n-*oo : 

重极限 lim firrif n ) 也存在，且有同样的值 • 

防， n-^oo 

证明给定 e >0, 选取 M 使得只要打〉〜"就对于 Z + 内的每个 m 有 

f /( m ,«) — g ( m ) I < \23 l \ 

设 < 2 = lim ( lim /( m ， n ))= \ img ( m ). 对于这同一个 e ， 选取凡使得只要 w 〉 N 2 就有 I g ( m ) — a \〈 

川一 ^OO n—P*UO 

e /2, 于是，如果 N 是 N 〗 和 N 2 中较大的那个，就有丨 f ( m 9 n)~a | < e , 只 要 m > iV 且 ”> N •换 
句话说，我们有 lim /( w ， n )= a . ■ 

9. 13平均收敛 * 

本节中的函数可以是实值函数或复值函数. 

定义 9. 17设{/„}是定义在|>， 6] 上的黎曼可积函数序列，假定/6尺[>， 6 ]. 序列 {/„} 

称为在 O , 6] 上平均收敛到/，并写为 

1. i . m . /„ = / 于 [ a ， 6]， 

n— 

如果 

lim | fnix ) — fix ) \ 2 dx = 0. 

n^ooj a 


如果不等式丨 f ( x )- fSx ) \ < e 对于 [ a ，6] 内的每一个 X 都成立，贝！ I 有 


I fix ) — f n { x ) I 2 dr ^ 
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Hb - aX 因而， {/,} 在 [ a ，6] 上一致收敛到/蕴涵着平均收敛，假定每个/„在 [ a ，6] 上都是 
黎曼可积的.一个相当出乎人们意的事实是，平均收敛未必蕴涵在该区间的任何一个点上的 
点态收敛.可以从下面的例子中看出这 一点： 对于每个整数把区间 [0, 1] 分成2” 个相 
等的子区间，并设表示右端点是（々 + 1)/2"的子区间，其中6 = 0，1，2，…，2”_1•这 
就得出了由[0, 1] 的子区间构成的一个集族{1^，…}，其中最初的几 个是： 


[0 ， 1 ] ， 






h = 







[2321 


等等. 在 [0， 1] 上定义 / rt 如下： 

AU ) 




0 


当 X 6 ， 

当工6 [0,1] — 


于是 {/ J 平均收敛到0，因为 1 人 U ) I 2 dx 是的长度，当 72— oo 时该长度趋向于0•另一 


方面，对于[ 0 ， 1 ] 内的每个 X ， 我们有 

lim sup/ n (x) = 1 和 lim inf /„( x ) = 0. 

7i**co 

(为什么？）因而， {/ n UM 对于[0, 1] 内的任何: c 都不收敛. 

下面一个定理描述了平均收敛的重要性. 

定理 9 . 18 假定在 [ a ， 6 ] 上 1 . i . m ./„ = /• 如果 gei ?[ a ， 6 ]，定义 

h ( x ) = h n ( x ) = [ 

J a J ^ 

当 6 ]. 则 / i”—/i 一致于|>， 6 ]. 

证明 本证明基于不等式 

0< (| I fit) — f„(t) I I g(t) I di) < ( I fit) — f n it) l 2 di)( ^ ! giO i 2 ck) ， （ 12) 

它是关于积分的柯西-施瓦茨不等式的直接应用.（见练习 7. 16对于柯西-施瓦茨不等式的说明 
及其证明梗概 .） 给定 e >0， 可以选取 iV 使得只要《>]\^，就有 • 

| 1 fit) — /„ (t) 1 2 di <C » (13) 


其中 A = l + P I g ( t ) \ z dL 把 （13) 式代入到 （12) 式中可以发现，只要 《> N ， 对于!>，幻内的 

J a 

每一个 j ： 都有 | h ( x )~ h „ ix ) | <€. ■ 

这个定理在傅里叶级数理论中特别有用（见定理 11. 16.). 下述推广也很有意义 • 

定理 9. 19假定在 [ a ，6] 上 l . i . m . /„ = /及 l . i . m . g n = g ， 定义 

H - ** 00 r 

h { x ) = P / ⑴ g ⑴ ck ， h n ( x ) = f n ( t ) g n U ) dt , 

J a J a 

当： 6 ]. 则 h„—h 一致于 [ a ，6]. 

证明我们有 
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h n (x) — h(x) = (f — fn)(g — gn^t+ ( fngdt — fgdt) + ( fg n dt — f fgdt^ 

J a a J a / a J a / 

应用柯西-施瓦茨不等式，我们可以写 

0 < ( \ f ~ fn \ \ g — gn \ dt) < ( I/— /„| 2 &)( I g — gn I 2 df). 

本定理的证明现在是定理 9. 18 的一个简单的推论 • ■ _ 

9. 14幂级数 

形如 

00 

a 0 + 2 a n {z — z 0 Y , 

1 

或者更简洁地写为 

oo 

y ] a n (z — z Q ) n (14) 

n = 0 

的无穷级数，称为的幂级数•这里 6 z 。 和 a„(n = l ， 2，…）都是复数.每一个幂级数 
(14) 联系着一个圆盘，称之为收敛圆盘，级数对于此圆盘内部的每一个 z 绝对收敛，对于此圆 
盘外部的每一个 z 发散.此圆盘的圆心在 A 点，它的半径称为幂级数的收敛半径.（在极端情 
况下，收敛半径可以是0或者 +〜. ）下面一个定理建立了收敛圆盘的存在性并给我们提供了一 
种计算收敛半径的方法. 

OO 

定理 9.20 给定一个幂级数 U a„(z — A) rt ，设 

A = lim supv^l a n \ ， r = + ， 

(其中当义二十⑺时广二^)，当 A = 0 时 r =+° o ). 于是该级數当丨 z — X 。丨0时绝对收敛，当 
| z-zo | > r 时发散 • 而且，该级数在收敛圆盘内部的每一个紧子集上一致收敛. 

证明应用根检验法（定理 8. 26)，我们有 

lim sup I a„iz — zqY | = — - ?2_L, 

rt—co T 

因此 z 。）" 当 I I < r 时绝对收敛，当 I A 丨 >广时 发散. 

为了证明第二个论断，只需注意到，如果了是收敛圆盘的一个紧子集，则了内有一点 
使得 z 6： T 蕴涵 

I z — z 0 | ^ | p — Zq \ <C r. 

因而，对于丁内的每个 z 都有！ a„(z — z 0 ) n I < ! a n ip — z Q y I ,于是可以应用魏尔斯特拉斯 
M 检验法. ■ 

注 如果极限 lim | a „/ a n + 1 | 存在 （或 如果此极限为屮⑺），它的值也等于幂级数 （14) 

” 一►00 

的收敛半径.（见练习 9. 30.) 

例1 与这两个幂级数有同样的收敛半径，即在收敛圆盘的边界上， 
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第一个幂级数无处收敛，第二个幂级数处处收敛. 

oo 

例2级数的收敛半径『=1，但是它在 z = l 处不收敛.然而，由狄利克雷检验法 

71 — 1 

(定理 8. 28) 可知它在收敛圆盘边界的其他点上处处收敛. 

这些例子说明了为什么定理 9. 20没有对幂级数在它的收敛圆盘的边界上的性质作出任何 
论断. 

CO 

定理 9. 21 假定幂级数 D a n (z — z Q ) n 对于 B ( zo ; r ) 内的每个 z 都收敛，则由等式 

«=0 

oo 

/( z ) = 2 a n {z — z 0 Y^ 当 z ^ JB (2： 0 ; r ) (15) 

n = 0 

定义的函数/在 J 3(2：。 ； r ) 上连续. 

证明因为 BU 。； /*) 内的每个点都属于 BU 。； r ) 的某个紧子集，所以本定理的结论立即 
可以从定理 9. 7推出. _ 

注 （15) 中的级数称为在 BU 。； r ) 内表示/，它也称为/在 z 。 附近的幂级数展开式. 

有幂级数展开式的函数在收敛圆盘的内部是连续的.然而，在收敛圆盘内部成立的论 
断远不止这一点.我们稍后将会证明，这样的函数在收敛圆盘内部有每一阶的导数. 

其证明要用到下述定理： 

定理 9. 22假定 — %)”当 r ) 时收敛.假设已知等式 

OO 

fiz) = U a n {z — z 0 ) n 

ff=0 

对于 B ( z 。； r ) 的某个开子集 S 内的每一点2：都 成立. 于是，对于 S 内的每一点々，存在一个 
邻域 R)^s f /在此邻域中有形如 

oo 

f(z) = ^b k Cz — Zi ) k (16) 

Jfe = 0 

的幂级数展开式，其中 

CO 

b k = ^ — ^ o ) n_ * (是= 0，1，2,…） • （17) 

n=k 、钇’ 

证明如果则有 

cjo oo 

f(z) = 2 a n {z — z 0 ) n = 2 a « ( 之一 Z\ + — z 0 ) n 

n=0 n=0 

= 2 a ” 2 (r)( z — Zi )*( Zi — z °) n-k = 2 "⑷， 

n=0 k=0 n=0 * = 0 

其中 

{^aAz-z.yCz.-Zor-^ 当是 < n ， 

c n (k) = 

、0， 当 6 
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现在选取尺使得 B ( z 1; R ) GS ， 并假定 i ?). 于是累次级数绝对收敛, 

«=0 k=0 

因为 


其中 


2 2 卜 “ 是） I = 2 I dn I ( I Z — ! + I 2：1 — ^0 l) rt = X I a” 丨 (z 2 — Zo)% 

n = 0 k~0 n=0 « = 0 


z 2 = 之 0 + I Z — Zi | + | 2；1 — Z 0 I • 


( 18 ) 


但是 

I 2:2 — z 0 I < -R +| 2：i — z 0 I ^ r , 

由此可知 （18) 式中的级数收敛.因而，按照定理 8. 43,我们可以交换求和的次序从而得到 

oo oo oo oo oo 

f(z)= 2 2 C ” ( 是 ）= 22 《 !)*( 々 — z 0 ) n ~ k = ^jb k iz — ziY , 

■ 

(19) 


k = 0 n= 0 k^O n — k ^ k = 0 

其中&由 （17) 式给出.这就完成了本定理的证明. 

注从该定理的证明过程中可以看出，我们可以使用满足条件 

B ( z l ； R ) ^ S 

的任何尺 >0. 


定理 9.23 假定 %) rt 对于 BU 。； r ) 内的每一个 2 收敛，则由等式 

oo 

f ( z ) = 2 a n (z — z 0 ) n ^ 当 z G B(z 。 ； r ) (20) 

n = 0 

定义的函数 / 对于 BU 。； r ) 内的每个 z 都有导数 /( z )， 该导数由下式 给出： 

oo 

f ； ( z ) = ^ Tta n {z — z 0 ) n ~ l - (21) 

n= 1 


注 （20) 式和 （21) 式中的幂级数有同样的收敛半径 • 

证明假定 A 6^(2：。； r ) ，并在 a 附近把/展开成幂级数，如 （16) 式中 所示. 于是，如 
果 R )， 则有 

—/( Zl ) = 办1 + ^b k+l Cz — z^y. (22) [236] 

z 一 z i *=i - 

按照连续性，当 A 时， （22) 式的右边趋向于于是存在且等于匕.用 （17) 式计算 
b x 可得 

OO 

b x = y^nanizi — z 。）” 一 1 . 

n— 1 

因为 々是 BU 。； r ) 的任意一点，所以这就证明了 （21) 式. 这两个级数有同样的收敛半径，因 
为当00时^^1. ■ 

注重复应用 （21) 式可知，对于每个々 = 1, 2,…，导数 / ( «( s :) 在 BO 。； r ) 内存在， 

而且由下面的级数 给出： 
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如果在 （23) 式中取之= 


( A ) 


(z) 


n \ 




(n — k )\ 


n (Z — Z 0 ) n 


Z 0 , 则可得重要的公式 


(23) 


f ik) ( z 0 ) = k \ a k (k = 1，2,…） • (24) 

这个等式告诉我们，如果两个幂级数 和 Eb n (z — z Q ) n 在一个邻域 B ( z 0 i r ) 
内表示同一个函数，则对于每一个 n 都有 a „= 乂.就是说，函数/在一个给定的点; r 。 附 
近的幂级数的展开式是唯一确定的（前提是如果它存在），并由等式 

/ u ) = f ] f { n )( z °\ z - z 0 r 

«=o 71 - 

给出，该展开式对于收敛圆盘内的每个 ^ 都成立. 


9* 15幂级数的乘法 

定理 9.24 在原点附近给定了两个幂级数展开式，誓如说是 

oo 

f ( z ) = 之"， 当之 6 B (0 ； r ), 

n= 0 

和 


g ( z ) — 2 b n z n , 当之 6 B (0； i ?)- 

n=0 

则乘积 /(2) g ( Z ) 由幂级数 

DO 

f { z ) g { z ) = ^ c n z n , 当 z 6 B (0; r ) f | BC 0； R ) 

n — 0 

给出，其中 

n 

c n = Y\a k b^ k (/z = 0 ， 1 ， 2,…） • 

Jfe=0 

证明所给的两个级数的柯西乘积是 


oo rt oo 

Yj {^ j akzkb ^ kzn ~ k ) = 2 c 〆 ， 

n= 0 A = 0 rt=0 

于是本定理的结论可以从定理 8. 46( 梅尔滕斯定理) 推出. 

注如果这两个级数恒等，则可得 

OO 

fizY = 

« = 0 

其中 C„ = 2 O-kQ-n-k = 2 .记号2表示求和是对于全部和为《的非负整 

Jfe — 0 » t | +»«2 ~ « m l ^ m 2 ™ n 

数叫和叫进行的.类似地，对于任何整数 P >0， 我们有 



fuy - 


其中 
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c „( p ) = 2 a mi ." a m 〆 

1 坩 i+ 〜 + 帘广 ” 

9. 16代入定理 

定理 9. 25 在原点附近给定了两个幂级数展开式，譬如说是 

fiz ) = 2 '之、当2： 6 B (0; r )， 

n = 0 

和 

oa 

giz ) = 2 b n z n ， 当 2 € B (0 iJ ?), 

n=^0 

oo 

如果对于 S (0; i ?) 内的一个固定的 Z 有 2 I b n z n |< r ，则对于这个 z 可以写 

fi=0 

oo 

/ [ 茗 ( 之 )] = ， 

Jt = 0 

其中系数 G 是按照下面的方法得 到的： 由等式 

oo oo 

g n iz ) = = ^ jb k { n ) z k 

k = 0 A= 0 

OO 

定义各数 ~( n )， 然后对于 A = 0， 1，2，…令乏] ‘ h ( n ) • 

n=0 

oo 

注 级数 2^* 是在/的幂级数展开式中用的幂级数代替 ％，然后按 ^ 的升幂 
顺序重排各项而形式地生成的幂 级数. 

oo 

证明按照假设，我们可以选取 Z 使得 H 丨 i < r . 对于这个 Z 我们有1 g ( z ) | < r ， 
因此可以写 

oo OQ oo 

/[ g (2：)] = 2 a nS^y = 2 S ^ nbk ( n ) z k . 

fi —0 « = 0 k = Q 

如果可以交换求和的次序，则有 

oo OO OO 

/ [ 尽 ( 之 )]= 2( S ^nbk(n))z k = 2 C 〆 ， 

Jfe=0 n=0 k^O 

这就是要证明的 结论. 为了证明确实可以交换求和的次序，我们将建立级数 

22 I a„b t (n)z k I = y] I 1 y] 1 b k {n)z k | (25) 

n^- 0 ife — O rt=Q 失 =^0 

的收敛性，现在每一个数 ~( n ) 都是一个形如 

b h Cn ) — 2 6m i … 

的有限和，因而 I b k { n ) | < 2 I K I - 1^1- 另一方面，我们有 

»«】+*.*+% =^k 
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oo oo 

(2 I 乂 | 乂）" = 2氏 ㈤ 

是 =0 k=0 

其中 B ,( n )- 2 1 \丨… I 、丨 . 回到 （25) 式，我们有 

m-, +-'*+wi = k 

1 ft 

CO oo oo oo oo oo 

2 丨 a 」2 I b k(n)z k l< 2 丨 a 」\ z k I = 2 I I ( 2 丨 0 ， 

rt=0 A —0 w = 0 Jfe = 0 n=0 Jfe~0 

这就建立了 （25) 式的收敛性. ■ 

. 9- 17幂级数的倒数 

作为代人定理的一个应用，我们将证明 z 的幂级数的倒数还是 z 的幂级数，只要常数项不 

为 0. 

定理 9. 26假定我们有 

OO 

piz ) — 当 z G B (0; h ) ， 

rt = 0 

其中 fi (0) 关0,于是存在一个邻域乃（0; 5)， P 的倒数在此邻域中有形如 

[239] 的幂级数展 开式. 进一步还有 go = l / A >. 

oo 

证明不失一般性，我们可以假定/>。 =1.( 为什么?)于是 〆 0)=1. 设 PU ) = 1+ [ I 々 〆 丨， 

fi— 1 

当 A ). 按照连续性，存在邻域 B (0 ; 扪使得 | P ( z )-1 I <1， 当斤 B (0; 幻. 于是定 
理的结论可由应用定理 9. 25 及下面的等式 得到： 

OO oo 

/(z) = = Yi zn 和 尽 （之 ）=1 — = 2 p 〆* _ 

丄—之 n = 0 n=l 

9. 18实的幂级数 、 

如果 X ， X 。 和 〜都是 实数，则级数工。）"称为实的幂级数.它的收敛圆盘交实轴 
于一个区间（: r 。一 r ， x 0 + r ) , 称为收敛 区间. 

每个实的幂级数都定义了一个实值的和函数，它在收敛区间内的每个 i 点上的值由 

OO 

fix ) = 2 ‘(工一工 0 )” 

« = 0 

给出.该级数称为在收敛区间内表示/，并称为/在 X 。附近的一个幂级数展开式. 

在这里我们关心两个 问题： 

1) 给定级数，找出和函数/的性质 • 

2) 给定一个函数/，看它是否可以用一个幂级数来表示 • 

结果是只有相当特殊的函数才有幂级数展开式.不过，有幂级数展开式的函数类包括大量 
在实践中产生的例子，所以对它们的研究非常重要 • 

问题 （1) 可以用我们对于复的幂级数已经证明了的那些定理来回答.幂级数对于开的收敛 
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区间（ I 。一 r ， ： r Q + r ) 内的每个 x 绝对收敛，而且在收敛区间的每一个紧子集上一致收敛.因为 
幂级数的每一项都在 R 上连续，所以和函数/在收敛区间的每一个紧子集上连续，从而/在 

( x 0 — r ， : ro + r ) 上连续 • 

因为一致收敛，所以定理 9. 9告诉我们，可以在收敛区间内部的每一个紧子区间上对幂级 
数逐项积分.这样一来，对于( X 。一 r ， xo + r ) 内的每一个 x 都有 

OO f 工 00 

^ a n it — ) n dt = 2 ' 1 ~ x o ) w+1 * 

^ X Q « = 0 」 A n =0 打 十丄 

被积的幂级数与积分所得的幂级数有相同的收敛半径. 

和函数在收敛区间内有每一阶导数，这些导数可以由对级数逐项微分得到.此外， [240] 
/ u > ( x Q )= n ! a „, 所以和函数可以由幂级数 

/( x ) = 2 (26) 

n^O 71 - 

来表示. 

现在我们转到问题 (2). 假定给出了一个定义在某个开区间 （ A — r , x Q + r ) 上的实值函数 
/,并假定/在该区间内有每一阶 导数. 于是我们当然能够构建出在 (26) 式右边的幂级数•该 
级数除了 X = Xq 以外对于任何: C 收敛吗？如果收敛，它的和函数与 /(： r ) 相等吗？ 一般来说， 

对于这两个问题的回答都是“否（见练习 9. 33中的 反例. ） 肯定地回答这两个问题的一个必要 
且充分的条件在下一节借助于泰勒公式(定理 5. 19) 给出 • 

9. 19由函数生成的泰勒级数 

定义 9.27 设/是定义在 R 内的一个区间 I 上 的实值 函数. 如果/在 了 的每个点上有每 
一阶导数，我们就写 / ecr 于 

如果在点(:的某个邻域有则幂级数 

云 ㉔ 一)" 

^ n ! 

称为由/ 在点 C 附近生成的泰勒级数. 为了表示是/生成的这个 级数， 我们写 

fix) ― 2 ^ ^ {x — c)\ 

n=0 71 • 

我们感兴趣的问 题是: 什么时候我们可以用等号=代替符号〜？泰勒公式告诉我们，如果在闭 
区间 [ a , 6] 上 / EC 00 , 而且 ce [ a ，6], 则对于 [ a ，6] 内的每一个 x 和每一个 n 有 

/( x ) = 2 + ^ ^ U - cY ， (27) 

* = 0是. 71 * 

其中 Xi 是在 X 与 C 之间的某 个点. 点 a：l 依赖于 Z 和 C ， 也依赖于于是泰勒级数收敛到/(工） 
的一个必要且充分的条件是 

- lim —~ ¥上) (工 一 c )” = 0. (28) 

n-^oo n I 

在实践中处理这个极限可能相当困难，因为未 知点々 的位置 • 然而，在某些情况下，可以对 
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[2411 于 / u> ( A ) 得到一个适当的上界，从而可以证明该极限是零.因为对于一切 A ， 当 n-oo 时， 
A n / n \ —0, 所以如果有一个正常数 JVf 使得对于[^， 6] 内的一切 x 都有 

I 广) U ) |< M n , 

则等式 (28) 将肯定成立•换句话说，函数/的泰勒级数收敛，如果 n 阶导数 / u> 增长得不比某 
个正数的《次幂快.这在下面的定理中得到更正式的表述. 

定理 9.28 假定 / eC 30 于|>，6]，并设 c 6|>，6]. 假设有一个邻域 B ( c ) 和一个正常数 M 
(它可能依赖于 C ) 使得对于 B ( c ) nu ， 幻内的每一个 X 和每一个 n = l ， 2，…都有丨 / n > (* r ) 1 < 
M ", 则对于 B ( c ) ni >，6] 内的每一个 x 都有 


/(x) = 


oo 

E 

« n 


广 )（ c ) 

! 一 


(x — c )' 


|242| 


9.20 伯恩斯坦定理 

本节将证明由伯恩斯坦 (& Bernstein ) 阐述的关于/的泰勒级数收敛性的另一个充分条件.为 
了简化该条件的证明，我们先得出泰勒公式的另一种形式，它把误差项用一个积分表示出来. 
定理 9.29 假设/在某个包含 c 的开区间 I 内有 w + 1 阶连续导数，而且对于 I 内的 x 用 

等式 


/(x) = 2 




(c) 


— o 


是！ 


U - c) k + E n U ) 


(29) 


定义 E „ U )， 则 EJx ) 也可以由下面的积分给出 


E n ( x ) 


n \ 




(30) 


证明本证明对 n 使用归纳法 • 对于 ”=1 我们有 

Ei ( x ) = fix ) — /( c ) — /'( c ) (x — c ) = [ Lfit ) — /'( c)]ck 


JC 

u ⑴ dk ; ⑴， 


其中 — t — 进行分部积分可以得出 


X 


u ( t ) dv (0 — u ( x ) v ( x } 一 u { c ) vic ) — v ( t ) du (0 


{x _ t ) 


这就对于证明了 （30) 式.现在假设 （30) 式对于 rt 成立，我们来证明 （30) 式对于 w +1 成 
立.从 (29) 式我们有 

E n+1 Cx ) = E „( jc ) — — c )" +1 . 


把 E rt (;r) 写成一个积分并注意 (i — c )” +1 = ( n +1) 




n \ 


rj ： 






ix — t )” dU ， 可得 

ix 一 t) n dt 


(x-i) rt [/ c ^ o (0-/ ( ^ n (c)]dr 


n \ 


u ( t ) dv ( t ) ^ 


其中 w ( i ) = /( n+1> ⑴一 / u+n U ) ， — 进行分部积分可得 
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(x) 




-I 

Hi Jr 


( t ) du ( t ) 


( 行 +1)!J 


(x — t) n 


+1 rCrt +2) 


( t)dt 


这就证明了 （30) 式， 


注作变量替换 t = x ^( c - x ) u 可以把 （30) 式中的积分变形为 


E n U ) = 


( x - c ) K+1 


w n / (?rfl) [x + (c — x)u}du. 



(31) 


定理 9.30( 伯恩斯坦）假设/及其一切导数在一个紧区间|>， 6+ r ] 上都是非负的 • 于是， 
如果 6< x <6 + r ， 则泰勒级数 


oo 

2 

k^Q 


~ k ]~ 




收敛到 fix ). 

证明 利用平移，可以假设 6=0. 如果 ： c = 0, 则结果是平凡的，所以假设 0<: r < r . 利用 
带有余项的泰勒公式可以写 


fix) = 2] ^-^x k +E n U). 

k = Q 女 • 

我们将证明误差项满足不等式 

0^E n (x) < ( 爹 ) ” + V(r). 


这蕴涵当时艮（: r )— 0，因为当 0< Cr < r 时 ( x / r ： T +1 40. 

为了证明 （33) 式，我们用 （31) 式并取 c =0, 对于[0, r ] 内的每一个 o : 可得 


E n U ) 


x^ 1 r 1 

n ! Jo 


u n f in¥ ^ 


(x — xu)duy 


如果 x #0， 设 


(32) 


(33) 


函数广 +” 在 [0, r ] 上是单调递增的，因为它的导数是非负的.因此，当 0< M <1 时有 

f M 1) U ~ xu ) = [ x(l - m )] < f ^ l} [ r(l - «)], 

这蕴涵当 00 <广时尸„( 0 ：)<仄 0 ).换句话说，有 E „( x )/ V +1 <£„( r )/ r " +1 ， 或者 

E „ U ) < (^) n +1 E n ( r ). (34) 

在 （32) 式中令 :c = r ， 可得 E „( r )</( r )， 因为和式中的每一项都是非负的•在(3 4 )式中使用这 
个结果就可以得到 （33) 式，这样就完成了证明. ■ 


9.21 二项式级数 

作为描述伯恩斯坦定理用途的一个例子，我们将得到下面一个展开式，称为二项式 级数： 

( l + x) a = 当 一 1<工<1， (35) 
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其中 a 是任意一个实数， — 1 ) … （a — n + l )/ w ! _伯恩斯坦定理在本例中不能直接应 
用.但是我们可以按下述方式进行 证明： 设 /(•!：)=( 1—_2：广％其中 C >0, X <1 , 则有 

/ Cn) (x) = c(c: + l) … （c + w— 1)(1— x) - 门 1 ， 

因而对于每个 n 都有/ ( ”>( 1 )> 0 ,只要 1 < 1 .取 6=— 1， r =2, 应用伯恩斯坦定理可知 / Cr ) 
在点附近有幂级数展开式对于一 1< x <1 收敛.因此，按照定理 9. 22, /( x ) 在0点附 

oo 

近也有幂级数展开式 fix ) = ^ f k ) (0) x k / k \ 对于 一1< x <1 收敛.但是 / w (0) = 

Jfe=0 

— 1)1!，所以有 

C )(-1) V , 当 一1< x <1. (36) 

在 (36) 式中用 一 a 代替 o 用 一 x 代替 * r ， 可以发现 （35) 式对于每一个 a <0 成立.而现在利用 
逐次积分的方法可以把 (35) 式推广到全体实数 a . 

当然，如果 a 是一个正整数，譬如说《 =讲， 则 对于” >饥有(^)=0， （35) 式就化 成了一 



个有限和（二项式定理). 


9.22 阿贝尔极限定理 


[244] 


如果一 1< x <1， 则对几何级数 



进行积分可得级数展开式 

oo 

log(l — x) =— 2 (37) 

该式对于 一1< X <1 也成立.如果在 （37) 式的右边令 — 1，可得一个收敛的交错级数，即 
E ( — 1)" + 7«.是否可以在 (37) 式的左边也令 x = — l ? 下面这个定理用肯定的方式回答了这个 
问题. 

定理 9. 31( 阿贝尔极限定理）假设有 

OO 

fix ) — 2 a ^ n ^ 当 一 r < X < r * (38) 

如果该级数在 j ： = r 时也收敛，则极限 nm /(: r ) 存在，且有 

4" - 

lim/(x) = 2 a rX n - 

证明为叙述简单起见，假设 r = l ( 这相当于改变比例尺 ）• 于是对于一 1<1<1有/(工）= 


Sa rt x % 而且2‘收敛.记/(1)= y ； a ,. 我们要证明 lim / U ) = /( l )， 或者，换句话说，要 
证明/在 X = 1 处是从左边连续的 • 
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如果用几何级数乘以 /( x ) 的级数，则利用定理 9. 24可得 

oo n 

-/( X ) = ^C n x n ,其中 = 2 a *- 

1 一工 n^O 

于是有 


/( x )-/( l ) = (1 — 当 一1< J：<：L (39) 

n=0 

按照假设， limc w =/( l ). 因而，给定 e >0, 可以找到 iV 使得只要就有 | /( l ) | < 

FI — 的 

e /2, 如果把 （39) 中的和式分成两部分，则可得 

N — 1 00 

/(工）—/⑴= (1 — 工) [ c « — /( I )]? + (1 — 工 ) S [ Cn 一/(1)]工' (40) 

n^O n=N 

设 JVf 表示丨 c n —f(l) I (« = 0，1，2，…， iV —1) 这 iV 个数中最大的一个.如果 0< j ：〈1， 则 
由 （40) 可得 

00 

| fix) — /(I) 1^(1 — x)NM + (1 — X) 

= (1 — x) NM + (1 — 工 ）+ r-^ —〈 （1 — x)NM + 

Z 丄 X Z 


现在设 5=e/2iVM. 于是 0<1 —: r <3 蕴涵 | /U)—/(l) | <£，这表明 lim / U ) =/(1)_ 这就 

完成了证明. ■ 

例可以在 （37) 式中令 x = — 1而得到 


log 2 = XI 

7t= 1 


(~l) n + l 

n 


(见练习 8. 18 对此公式的另一种推导方法 •） 

作为阿贝尔极限定理的一个应用，我们能推导出关于级数乘法的下述结果： 

OO Co 00 00 

定理 9. 32 设 U ' 和乂是两个收敛的级数，^]“表示它们的柯西 乘积. 如果乏]收 

« = 0 ii = 0 «=0 + it — 0 

敛，则有 

n = 0 n = 0 n = 0 


麵 


注这个结果与定理 8.46 类似，只是没有假定所给的两个级数中的任何一个是绝对 
收 敛的. 但是，我们假定了它们的柯西乘积收敛 • 

证明和 E 匕: c ” 这两个幂级数对于 x = l 都收敛，因而它们在邻域 B (0; 1) 内收 
敛.运用定理 9. 24,保持 | :r | <1，并记 

C „ x " = ( 6„ x ”) ， 

fl = 0 n=0 n = 0 

现在令 X —1 —，并应用阿贝尔极限定理即可. ■ 
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9.23 陶伯定理 

阿贝尔极限定理的逆命题一般来说不 成立. 也就是说，如果/由 （38) 式给定，则极限 /( r 一） 
可能存在，但是级数还是可能不收敛.例如， 取〜 ==( — 1)%则当一 1<1<1时， 
/( x ) = l /( l + x ), 而且当 1—1 一时 / U )—1/2. 但是 2( —1)" 发散. 陶伯 （ A . Tauber ) (1897) 
发现，如果对系数进一步加以限制，则可以得到阿贝尔极限定理的一个逆定理.现在已经 
知道了大量的此类结果，它们都称为陶伯定理.这些定理中最简单的一个（有时候称为陶伯第 
一定理的）是下面这个 定理： 

OO 

定理 9. 33( 陶伯）设对于 一1< x <1 有 f ( x )= Y ] a n x % 并假定 lim / m rt =0. 如果 1 — 

評 0 ^°° 

OO 

时 /( x )— S ， 则 D a „ 收敛，其和为 S . 

n=0 

n 

证明设抓^乏> 丨 a , 丨，则当 n — oo 时％ — 0. (见定理 8.48 下面的注 •） 而且，如果 
x n = l - l / n , 则 lim / U n )= S . 于是，给定 e >0, 可以取到 JV 使得只要 n > iV ， 就有 

/I—►do 

I 一 〜<"!*， 音. 

n 

现在设2^，则对于 一 1<上<1可以写 

k = 0 

n oo 

s n - S = /(^) — S + ^]cik (1 —工 *) — a k x k . 

k = 0 A= n+1 

现在保持 X 在 (0, 1) 内，则对于每一个々都有 

(X — J ：*) = (1 — ： C )(1 +：C + …+ X 卜]) ^ k (.\ — X )， 

因而，如果 n > iV 且 0< X <1， 就有 

n 

I — S I ^ I fix ) — S |+(1— 之丨 2 n Q £ _ 

取 x = : c rt = l —1 /w 可得 I h — S I < e /3+ e /3+ e /3= e . 这就完成了证明 • ■ 

注另一个陶伯定理见练习 9.37. 


练习 


—致收敛 

9.1 假定人 — / 一致于 S ， 并假定每 个人在 S 上都是有界的_证明 {/«} 在 S 上是一致有界的. 
9-2 定义两个序列{/«}和{^}如下： 

/ fl ( x ) = JC (1 + 丄)当 X 6 R ， n = l ，2, …， 

\ n f 

f 丄 当 i = 0或: r 是无理数， 

n 

g „( x ) = < 

6+— 当 a ： 是有理数，醬如说工=+，6>0_ 

^ n o 
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设 h n ( x ) = f n Cx ) g n ( x ). 

a ) 证明 {/ J 和 { g „} 在每一个有界区间上都一致收敛. 

b ) 证明 {&} 在任何有界区间上不一致收敛. 

9* 3假定 /„— / 一致于 S ， —致于 S . 

a ) 证明 + /+ g —致于 S . 

b ) 设 jtG * S 时 A n ( x ) = /„ ( x ) g „ (: c ) ， A ( x ) = f ( j ：) g ( j ：)^ 练习 9_2 表明，论断心 ― /i 一致于 S —般来说是 

不正确的. 证明： 如果每个/„和每个^在 S 上都是有界的，则该论断是正确的_ [247] 

9.4 假定入 —/ 一致于 S ， 并假设有一个常数 M >0 使得对于 S 内的一切 x 和一切 n 都有丨 人 U ) | •设 
g 在圆盘 B (0; M ) 的闭包上连续，并定义 Mi ) = g [/ n ( x )]， fc ( x ) = gr [/( j ：)], 当证明心 ― A — 

致于 S . 

9.5 a ) 设 /„(_ r ) = l /( m + l )， 当 0< Cr < l ， n = l ， 2，…证明 {/„} 在 （0，1) 上点态收敛，但是不一致收敛- 
b ) 设 a (工） = 尤/([ + 1)，当0<工<1， n = 1» 2 , …证明 0—致于 （0 ，1)_ 

9.6 设人 （1)=/. 序列 {/«} 在[0， 1] 上点态收敛，但不一致收敛 • 设 g 在[0， 1] 上连续，且 g ( l ) = 0. 证明 
序列 U ( i )： r n } 在[0， 1] 上一致收敛. 

9.7 假定人 — / 一致于 S ， 而且每个 A 都在 S 上连续.当 xGS ， 设{^}是5内的一个点列使得 a — i ， 证 
明 fAdx \ 

9.8 设 {/„} 是定义在一个紧集 S 上的连续函数序列，并假定 {/„} 在 S 上点态收敛到极限函数 /. 证明人 — / 

一致于 S , 当且仅当下面两个条件 成立： 

i ) 极限函数/在 S 上连续. 

ii ) 对于每个 e >0， 都存在 m >0 和3>0，使得对于 S 内的一切 x 和全部1， 2 ，…，只要《>7«和 
I fkix ) — fix ) \ 就有丨 /*+« (: c )_/( x ) 丨 < e . 

提示： 为了证明 i ) 和 ii ) 的充分性，证明对于 S 内的每一个 x Q 有一个邻域 BU 。） 和一个整数々（依赖于 


: T 。） 使得 

| /,(x)-/(x) \<d 当 U 

按照紧性，整数的一个有限集，譬如说是 A ={ t ， …， I }，有这样的性质 ，即： 对于 s 中的每个 I ， 
有 A 中的某个 A 满足丨 f k ( x )~ f { x ) | < d . 一致收敛是此事实的一个简单推论_ 

9_9 a ) 利用练习 9. 8证明下述迪尼 （ Dim ) 定理： 如果 {/„} 是在一个紧集 S 上点态收敛到一个连续的极限函数 
/的实值连续函数序列，而且对于 S 内的每个 o ： 和每一个71 = 1，2,…都有 /„( x )>/” + 1 ( J ：) ，则 — 


/ 一致于 S . 

b ) 利用练习 9. 5( a ) 中的序列证明 S 的紧性在迪尼定理中是必不可少的_ 

9_10设对于实 数工和 有 / n ( x ) = n f : r(l — x 2 ) rt _ 证明{/„}在[0， 1] 上对于每一个实数 c 点态收敛‘确定 
使此收敛在[0, 1] 上是一致收敛的那些 c 以及在[0, 1] 上逐项积分可导致正确结果的那些 c 的值. 

9.11 证明 Sjc ”（1_ x ) 在[0， 1] 上点态收敛但不一致收敛，而 E ( — l )” x"(l — J ：) 在[0， 1] 上一致收敛_这表 
明2/«(1)—致收敛及 I ：丨 Z „( x ) t 点态收敛未必蕴涵 S I f n U ) I 一致收敛， 

9.12 假定对于丁内的每一个工和每一个” = 1，2，…都有 g „+“* r )< g rt ( x )， 并假定 g ”— 0—致于丁.证明 
2( — 1)" +1 a ( x ) 在 T 上一致收敛. 

9. 13证明关于一致收敛的阿贝尔检 验法： 设 { A } 是一个实值函数序列使得对于了内的每一个工和每一个 [248] 
71 = 1 , 2，…都有办+1 (■rXgn (: c ) ，如果{办}在 T 上一致有界且 S / n ( x ) 在丁上一致收敛，则 2 / n (1) 私 （ J ：) 

在: T 上也一致收敛 • 

9.14 设当： c 6 R 时人 （ x )= x/(l + no : 2 )，/ z = l , 2，…求出序列 {/„} 的极限函数/和序列的极限函数心 




a ) 证明 /( I ) 对于每一个: T 都存在但是/(0)关 〆 0) •对: r 的什么值有 /( x ) = g ( x )? 

b ) 在 R 的什么样的子区间上 /,—/ 是一致的？ 

c ) 在 R 的什么样的子区间上 f n ^ g 是一致的？ 


9.15 设当： 时入 U) = (l/n)e_” V , n=l, 2, … 证明人 —0 —致于 R ， 欠― 0 点态于 R ， 但是在包含原 
点的任何区间上{允}的收敛不是一致的. 

9.16 设{/„}是定义在 [0, 1] 上的实值连续函数序列，并假定 /„— /一致于 [0, 1]. 证明下式成立或不成立 


「1一 i /« 

lim /„( x)dr = 

n »ooJ 0 


_1 

/( x ) dx . 

o 


9.17 来自 Slobfcovia 的一些数学家认为黎曼积分太复杂，所以他们用 Slobbovia 积分代 替黎曼积分，定义如 


下： 如果/是定义在[0, 1] 内的有理数集合 Q 上的函数，则/的 Slobbovia 积分（用 S (/) 表示）定义为 


9. 18 


极限 



只要这个极限存在•设 {/ J 是一个函数序列， S ( A ) 对于每一个 n 存在， 而且入 — / 一致于 Q ， 证明 
{ S (/„)} 收敛及 S (/) 存在，而且当 n — oo 时 S ( A )— S (/). 

设当 O ^ rgl 时 /„( x ) = 1/(1 + ti 2 x 2 )， W = l ， 2,…证明 {/„} 在 [0, 1] 上点态收敛但不一致收敛.是否 
可以对它逐项积分？ 


9. 19证明当 a > l /2 时 ^] W(l + nx 2 ) 在 R 内的每一个有限区间上一致收敛.它在 R 上一致收敛吗？ 

«= 1 

oo 

9. 20 证明级数 $] (( — 1 )V V^)sin(l + ( i /;0) 在 R 的每一个紧子集上一致收敛_ 

rt = 1 

oo 

9.21 证明级数乏] ( x 2 frM /(2 n + l ) — xd /(2 n 十 2)) 在 [0,1] 上点态收敛但不一致收敛 • 

n=0 

oo oo oo 

9.22 证明如果 D 丨〜丨收敛，则2 a n sinnz 和 s a „ cosnr 在 R 上一致收敛- 

n= 1 n= 1 flat 1 

9.23 设 U „} 是一个正项递减序列.证明级数 Ea „ S imi : c 在 R 上一致收敛，当且仅当 oo 时0_ 

oo oo 

9.24 给定一个收敛级数证明狄利克雷级数 awl 在半无穷区间 0<5<+ oo 上一致收敛 • 用此结果 

1 f 1= 1 

oo oc 

证明 lim <^ nn~ s = 2 

n=l 

OO 

9.25 证明级数 05) = 在每一个半无穷区间 l + h < s <+ oo 上一致收敛，其中 A >0. 证明等式 

1 

⑽ =- E ， 

对于每一个 .>1 成立，并对于 i 阶导数 f (5) 得出一个类似的公式_ 

平均收敛 

9.26 设/„ (: r ) = n 3/2 : r e i V . 证明 {/ J 在[_1， 1] 上点态收敛到0,但是在[一1, 1] 上 1. i . m . /,关0_ 

it，oo 

9.27 假定 {/ rt } 在 [ a ， 幻上点态收敛到/，在[<2, 6] 上证明：如果/和 g 都在 [ a ，6] 上连续，则 
/=&• 

9. 28 设 0< J 7<7 T 时人 ( x )= cos " x . 

a ) 证明在[0， 7t ] 上 1_ i . m . /„ = 0，但是 {/„ (7 T ) } 不收敛. 
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b ) 证明 {/ J 在[0, tt /2] 上点态收敛但不一致收敛. 

9. 29 设 0<:r<l/n 或时 /”（ j ：) = 0， 而当 l/«<x<2/n 时设/„ ( i ) = w •证明 { /„ } 在 [0 ， 1] 上点态 
收敛到 0 ， 但是在 [0 ， 1] 上 1. i‘ m . /„_0. 

FI ►-< 


幂级数 

9.30 如果 r 是 V 的收敛半径，其中每一个〜关0，证明 

lim inf ^ r ^ lim sup 」 

rk. Cl n CL 


9.31 已知幂级数 S ； A ? 的收敛半径是2,求出下列各级数的收敛 半径： 

rt — 0 

a ) ， b ) anZ ^ » c ) E a ”’ _ 

㈣ 

在 （ a ) 和 （ b ) 中，々是固定的正整数- 

rxj 

9. 32已知幂级数 H 的系数由一个形如 

H — 0 

a„ + Aa, r \ + Ba 『2 = 0 (m = 2 - 3 •…） 

的等式联系着. 证明： 对于任何使这个幂级数收敛的 I ，该幂级数的和为 

g 0 H ~ (^1 ~h Aao ) j . 

1 + Ar + Bx 2 

9.33 设: r 关 0 时 /(: r ) = cy 2 ， /(0) = 0. 

a ) 证明 / u> (0) 对于一切存在 _ 

b ) 证明在0附近由/生成的泰勒级数在 R 上处处收敛，但它仅在原点处表小 • /• 

9.34 证明二项式级数 （ l +* r ) a= 在点 * r =± l 上有下述 性质： 

n -n n 

a )，： r =_ l 时，该级数对于收敛，对于 a <0 发散 _ 

13)31=1 时，该级数对于 cr < — 1发散，对于在区间 一]< a <0 内的 a 条件收敛，对于 a >0 绝对收敛_ 
9.35 证明： 如果乙‘收敛.则 I ： 〜 /在[0, 1] 上一致收敛•用这个事实给出阿贝尔极限定理的另一个证明. 
9.36 如果 每个〜 >0且发散，证明当广*1_时 — + (假定 Su ” 对于丨 I | <1收敛，） 

9. 37如果每个而且 Um 存在并等于 A , 证明 Sa " 收敛，其和为 A •(与 定理 9. 3 3比较 * ) 

x ►!- 

9.38 对于每个实数^定义/ 〆 工）=狀."/( 〆 一1)， 3 ieR ， /,(0) = 1_ 
a) 证明有一个圆盘 B(0; 5)，/,在此圆盘中可以表示为工的一个幂 级数. 


b ) 用等式 


定义 PAt ), P , U ), P 2 U ), 


//( x ) = 2尸”⑴ 

n=0 * 

…，并用恒等式 


当工 6 B (0；5) 


n = 0 



S p “ 0) 


£； 

n 


证明尸 *(0) f ”—*. 这表明每个函数 P " 都是一个多 项式. 这些多项式称为伯努利 
( Bernoulli ) 多项式.数 = (0) (”=0，1 ， 2".) 称为伯努利教.推导出下述进一步的性质： 

c) B 0 = l, 2 {k) Bk ^ 0t 当 7 ^ 2 , 3 ,… 

d ) P „ / (0 = nF „- i(/)t 当 n = l ， 2，… 
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当 n = l ， 2，… 

op n a-o = (-irp n u) 

g ) B 2n+ , =0，当 rt = l ， 2,… 

h ) l fl + 2 n + - + Q — l )” = L +1( 々 ） : f JI + 1(0) («=2, 3，…) • 

71十1 
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第 10 章勒贝格积分 


10- 1引言 


黎曼积分 f >( x ) dLr ， 就像在第7章中所陈述的那样，是目的很明确的，它叙述起来很简单，而 

J a 

且对于初等微积分的所有需要都是有用的.然而，这种积分不能满足高等分析的全部要求.本章 
将讨论黎曼积分的一种扩展，称 为勒贝格积分 . 勒贝格积分允许用更一般的函数作为被积函数， 
能够同时处理有界函数和无界函数，并且使我们能够用更一般的集合去代替区间 U ，6]. 

勒贝格积分也给出了一些更令人满意的收敛性定理.如果一个函数序列 {/„} 在区间 [ a ，6] 
上点态地收敛于一个极限函数/，那么可以期待在一种最少的附加假设下断定 

lim f n ( x)dx = f ( x)dx 
► 00 J a J a 

这种类型的最终结果是勒贝格的控 制收敛定理， 它允许逐项积分， 只 要序列 {/ J 中的每一项都 
是勒贝格可积的，而且这个序列由一个勒贝格可积函数所控制.（见定理 10.27.) 在这里勒贝 
格积分是必不可少的，该定理对于黎曼积分不成立. 

在黎曼的积分方法中，积分区间被划分成有限个子区间.在勒贝格的积分方法中，积分 
间被划分成更一般类型的集合，这些集合称为可 测集. 在1902年发表的一篇经典的论文 
" Integrale , longueur aire ” 中，勒贝格给出了点集的测度的定义，并用这一概念阐述了他的新 
型积分. 

从勒贝格的早期工作幵始，测度理论和积分理论经历了很多总结和修改.杨 （ Young )、 丹 
尼尔 （ Daniell )、 里斯 ( Riesz )、 斯通 （ Stone ) 以及其他人的工作表明，勒贝格积分可以通过一种 
不依赖于测度理论而是直接着眼于函数及其积分的方法来引入.本章采用这种方法，就像在参 
考文献 10. 10中所概括的那样.唯一需要的出自测度理论的概念 是零测度集， 有时也把它说成 
测度为零的集合， 这是在第7章曾介绍过的一种简单的 思想. 稍后，我们将简洁地指出测度理 
论可以如何借助勒贝格积分而得到发展. 

10.2 阶梯函数的积分 

这里所用的方法是首先对阶梯函数定义积分，然后对于一个较大的函数类（称为上函数）来 
定义，这个较大的函数类中包含了某些递增的阶梯函数序列的极限函数，最后对于一个更大的 
函数类，即勒贝格可积函数类来定义 • 

我们回顾一个定义在紧区间!>， 6] 上的函数 s , 它称为阶梯函数，如果 [ a ，6] 有一个划分 
P = U 。， ^，…，使得 s 在每一个开的子区间上都是常数，譬如说 

six ') — c k 当 x 6 iXk-1 , x k ). 

阶梯函数在每一个子区间[> 卜 ， ， X *]上都是黎曼可积的，而且在这个子区间上的积分由 


= € k {x k — Xk^i ) 
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给出，而不管 > 在端点上的值是多少.因此5在 [ a ，6] 上的黎曼积分等于下式中 的和: 


(: r)dr = {x k 一工卜 i 乂 


(1) 


注如果以等式 （1) 作为阶梯函数的勒贝格积分的定义，则勒贝格理论的展开可以不 
必预先了解黎曼积分的知识.需要注意的是在 （1) 中的和是不依赖于对 p 的选择的， 
只要 s 在 P 形成的开子区间上是常数. 


宜去掉对阶梯函数的定义域在紧的方面的限制. 

定义 10.1 用 J 来表示一个一般的区间（有界的、无界的、开的、闭的或者半开 的）. 一个函 
数、称为 I 上的一个阶梯函数，如果 I 有一个紧子区间 [ a ，6]使得 s 在 [ a ，6]上是一个阶梯函数，而 


当 X G J — [ a ，6] 时 s ( x ) =0.5在1上的积分用 


(: r ) cLr 或者 s 来表示，定义为5在上的 


积分，就像 （1) 式所给出的那样. 

当然，■可能在许多紧区间 [ a , 6] 外面的值都是0,但是 S 的积分是不依赖于对|>，«的选 
择的. 

两个阶梯函数的和以及乘积也是阶梯函数 • 以下的关于阶梯函数积分的性质是很容易利用 
前面的定义推导出 来的： 

(S + 0 = [5+ ft ， f C 5 — C f 5 对任意常数 C , 


12531 




当 s ( x ) < Kx ) 对于 J 内的所有: r . 


另外，如果 7 能被表示为有限个子区间的并集，譬如说1 = 0 [^，匕]，其中任何两个子 

r= 1 

区间都没有公共的内点，则有 


(x)d: = ^ 


(x)d:r. 


10.3 单调的阶梯函数序列 


定义在集合 S 上的实值函数序列 {/„} 称为在 s 上是递增的，如果对于 S 内的一切 X 及全 
部 n 有 

/„(x) < / 斤 1 (x). 

递减序列是满足与上式相反的不等式的 序列. 

注我们提醒读者， R 的一个子集 T 被说成测度为0，如果对于每一个 e >0， 了都可 
以被一个可数的区间族所覆盖，这个区间族中全部区间的长度之和小于匕如果某个 
性质在 S 上除了一个测度为0的集合（称为零测度集）之外处处成立，那么我们就说这 
个性质在集合 S 上几乎处处成立（写做 a . e . 于 S ). 


记号如果 {/„} 在集合 S 上是一个递增的函数序列，使得在 S 上几乎处处有 /«— /，则我 
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们用下面的记号来表示： 

/„// a . e 于 S . 

类似地，记号/„\/ a . e . 于 S 表示 { /„ } 在 S 上是一个递减序列，它在 S 上几乎处处收敛 
于 /• 

下一个定理是关于一个一般的区间I上的递减的阶梯函数序列的. 

定理 10.2 设是一个递减的非负阶梯函数序列，使得〜\0 a.e •于区间 /• 于是 



证明证明的思想是对区间/进行分解，把&的积分写成 



其中 A, B 中的每一个都是有限个区间的并集.集合 A 的选择是使得当《足够大时，它所含的 
区间上的被积函数 很小. 在集合 B 所含的区间上，被积函数未必小，但是 B 所含的区间长度 

的总和很小.为了实现这个思想，我们如下进行. 

有一个紧区间 [a, 6]，^在 [a，6] 之外为 0. 因为对于 J 内所有的I有 

0 ^ s„(x) ^ Si (x) , 

所以在 [a， 幻之外每一个 &均为 0. 现 在〜在 O，6] 的某个划分的每一个开子区间上都是常 

OC 

数-用表示由这些子区间的端点所成的集合，并且设 D = 因为每一个 D ”都是有限 

71= \ 

集，所以 D 是可数集，而且它的测度为0_用 E 表示由区间 [a ，6] 内的不使序列收敛于0 

的点所成的 集合. 按照假设， E 的测度为零，所以集合 

F=D\JE 

的测度也为零.因此，如果给定 e>0, 就可以用由开区间 F” F 2 ， …构成的一个可数的区间 
族来覆盖这些区间的长度之和小于 e. 

现在假设 xGO, 6] —F. 于是 J ： 备所以当 72— 00 时， s „( a:)—0. 因此有一个整数 N 二 
NU) 使得 sjvUXe . 而且， x ^ D ， 所以: r 是 5 , v 的某个常数区间的 内点. 因此，有一个开区 
间 B(x) 使得对于 BU) 中所有的 t 都有 M“)<e. 因为 U} 是递减的，所以对于一切 w>N 和 
B(x) 内的一切 f 也有 

s„(t) <. e. ⑵ 

当: c 取遍[>， 6] —F 时，由此得到的全部区间 BU) 组成的集合与区间 F! ， F 2 ，-起形 

成 O, 6] 的一个开 覆盖. 因为 [a，6] 是紧集，所以存在有限的子覆盖，譬如说 

[a»6] Q U 紙 ) U 0 匕 

1=1 r =1 

设队表示整数 NUO ，…， NCxJ 中的最大值 • 从 （2) 式可以看出，对于一切和 

U BU ) 内的一切 i ， 都有 
1 


现在定义 A 和 B 如下: 


s n (t) <C e. 


(3) 
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B = U F , ， A = [a ， 6] — R 

r=? 1 

于是 A 是有限个不相交的区间的并集，并且有 



首先我们估计在 B 上的积分.设 M 为 51 在[心 6] 上的一个上界，因为 {&} 是递减的，所 
以对于!>, 6] 内的一切 x 都有 h ( x )<^( x )< M . 在 B 内的区间长度之和小于 e , 所以有 

其次我们估计在 A 上的 积分. 因为，所以不等式 （3) 表明，当： 

i = 1 

N 。 时有 ^ U )< e . 在 A 内的区间长度之和不超过 6 —i 所以有估计 

* 

s n 《（b — a)e 当 rt> N 0 . 

J A 


这两个估计一起可以给出5«<(对+6_“) £ ，当^1>]^，而这就表明 lim = 0. 

J / n-^ooj / 

定理 10. 3 设 U „} 是区间 7 上的一个阶梯函数序列，使得 
a ) 有一个函数/使得 L / / a . e . 于 I ， 


和 

b ) 序列丨收敛. 

则对于使 〆 xX /( x ) a . e . 于 J 的任何阶梯函数£，有 



t ^ lim 

证明在 J 上定义一个新的非负阶梯函数序列如下: 


(4) 


( jo ) 




t(x) — ( 工）当 ti^x) ^ t n (x) 9 

0 当 Kx ) < t n ( jo }. 

注意 5 „( x ) — max { tix ) — t n { x ) ,0}. 现在在 J 上是递减的，因为 “ n } 在 J 上是递增的，而且 

(x) — max{Kx) — /(工） ，0}a* e. 于 J. 但是 t ( x ) < /( 工） a. e •于 I，所以 \0狂. e . 于 J •因此， 


由定理 10. 2可得 lim \ = 0•但是对于 J 内的一切 x 都有、(: r ) 〜 c )， 所以 

rt—ooj J 



现在令 n ^ oo 就可以得到（4)式. 


10-4 上函数及其积分 


设 sa ) 表示由区间 I 上的全部阶梯函数组成的 集合. 勒贝格积分已经对于 s ( d 内的全部 
函数都有了定义，现在我们将把这个定义扩充到一个较大的函数类 u ( i ) 上，它包含某些递增 
的阶梯函数序列的极限函数.这个函数类中的函数称为上函数，它们的定义 如下： 
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定义 10 , 4 定义在区间 J 上的一个实值函数/称为 Z 上的一个上函数并记为 /6 LT ( J )， 如 
果存在一个递增的阶梯函数序列使得 
a)s n / f a . e •于 I ; 


和 

b)lim 是有限的， 

^-►ooj I 

这时称序列 { s n } 生成 /. / 在 / 上的积分定义为如下的等式： 

A f 

f = lim s n * 

J J n-*.ooj f 

注 因为丨是一个递增的实数序列，所以条件 （ b ) 等价于说 { 是上有界的. 


(5) 


下面的定理表明 （5) 式中积分的定义是有明确意义的 • 

定理 10,5 假定 / GLKI )， 并设和是生成/的两个函数序列，则有 


lim s n 

n-^ooj I 


lim 


证明 序列 { ij 满足定理 10. 3 中的假设 ( a ) 和 （ b )， 并且对于每一个 n 都有 

S n (x} ^ fix') a , e . 于 I ， 


所以由 （4) 式可得 

A /• 

< lim t m . 

J 1 I 


因为此式对于每一个〃都成立，所以有 


lim 


s n ^ lim 


把序列与交换，则同样的讨论可以得到相反的不等式并完成证明* ■ 

容易看出，每一个阶梯函数都是一个上函数，而且它们的作为由（ 5 )式给出的积分和在 
10. 2节中作为较早的定义所给出的是同 样的. 关于上函数积分的进一步性质将在下面的定理 


中叙述. 

定理 10.6 假设 /617( D 且发 则有： 

a ) (/+ g ) 6 L 7( J ) 且 

( f + g ') = / + g - 

« l J ^ ^ 

b) 对于每一个常数 有 c/eci(i)， 且有 

' Cf = c \ /. 

J I J I 


c ) 如果 /( x )^^ r ( x ) a . e •于 J ， 则有 j ,/ ^ J 

注 在 ( b ) 中要求(: >o 是必要的.有一些 /6 i /( i ) 但是 一 /磋 ua ) 的例子（见练习 io _ 4 ). 
然而，如果 / GLT ( J ) 且 S 6 SCJ )， 则有 /— 因为 /—5=/+(-：0. 




210 


第 JO 章 


^57] 证明 （ a ) 和 （ b ) 是阶梯函数相应性质的简单推论.为了证明 （ c )， 设 {&} 是一个生成/的 

序列， } 是一个生成 g 的序列.于是 a . e . 于 a . e . 于 I ，而且 

lim [ =「 f ， lim “ 


[258] 


但是对于每一个 m ， 我们有 

(x) ^ fix) ^ g(^c) = V\mt n (x) 

n—^oo 

因此，由定理 10.3， 

「 w 「 r 

s m 《 nm t n = \ g. 

J I /|-*ooJ / J l 

现在，令 m — oo 就可以得到 （ c ) 的结论. 

下面的定理叙述了 （ c ) 的一个重要推论. 

定理 10.7 如果/617(1)， geuci ), 且/(1)=尽（工) 


a , e 于 


于/，则有/ 


证明我们在 J 上几乎处处有两个不等式和 g ( xXfix ), 所以由定理 10. 6( c ) 可 

广 广^'广 

以得到/<尽和 /• _ 

j / J / J / J I 

定义 10.8 设 / 和发是定义在区间 I 上的实值函数 . 我们定义两个函数 max(/ ， 发）和 
min(/, g) , 对于 ]^ 内的每一个 x 其值分别为 max{/(x) ， g(x )} 和 min{/(x) ， g(x)}. 

读 者很容易验证最大函数和最小函数的下述 性质： 

a) max(/ ? 尺） +min(/ ， g*)=/+ 尺， 

b) max(/+/i ， 尺 +/0=max(/ ， g) +A, min(/+A ， g+A) = min(/ ， g)^rh. 

如果 /«// a . e . 于 J ， 且 g „ / g a _ e . 于 I ，则有 

c) max( f n , ^J/^maxC /, 尽） a.e 于 I ， min(/„ ， g” ） /min (/， g ) a . e. 于] \ 

定理 10_9 如果 /6LKJ) ， J) , 则 max (/， g)6LKJ )， min (/， 

证明设 U ,} 和 “„} 分别为生成 / 和 g 的阶梯函数序列，并设 m „ = max (〜， 6)， v „ = 
min (6. rt ，£„) •则 和 z ;„ 是阶梯函数， 使得〜 / max (/，^) a - e * 于 I ， v n / min (/, g ) a . e . 于 J . 


为了证明 min (/， g ) 6 U ( J )， 只需证明序列 


是上有界的.但是％ = min(5 fl jt n ) ^ 


f a . e •于 I ，所以 w < 

J / J 

u n = 、 + ~ ，因此可得 


因此序列 


收敛.序列 


也是收敛的，因为由性质 U )， 




/+ g — rnmif . g ) 


下面这个定理描述了这种积分关于积分区间的加法性质 • 

定理 10.10 设区间 J 是两个子区间的并，譬如说 UL ， 其中 I !与 h 没有公共的 


内点 ■ 


a) 如果 / GLKJ ) 且 />0 a . e . 于 I ，则 /6 L /( L )， f ^ U ( I 2 ) 9 而且 

* 广广 

/=/+/• 
b I * V In 


(6) 
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b ) 假定 f z emi 2 )， 并设/在 j 上定义 如下: 


则 /6 LT ( J )， 且 


/U) = 


f/i (x) 

\fz(x) 


当 x 6 A ， 
当工 6 I — 1 } . 


/ = /i + h ， 

h J i x Ji 2 

证明如果 { s „} 是一个在 I 上生成 / 的递增的阶梯函数序列，对于 I 内的每 个工设 4 (工） = 
m a xUU )，0}， 那么是一个在/上生成/的非负递增的阶梯函数序列（因为/>0)•此外，对 

于 I 的每一个子区间 J ， 我们有 st < st < /，所以 { d } 在 J 上生成/，并且有 

J J J I J / 

ft 广广 

^ = st + st , 
j ’ J ’1 J ’2 

所以令^可以得出 （ a ). 对 （ b ) 的证明作为练习留给 读者. ■ 


注对于可以表示为有限个两两无公共内点的子区间的并集的区间有相应的定理（可 
以用归纳法证明）. 


10.5 黎曼可积函数作为上函数的例子 


下面的定理表明上函数类包括全部黎曼可积函数. 

定理 10.11 设 / 在紧区间 |> ， 6 ] 上定义且有界，假设 / 在 1> ， 6] 上几乎处处连续.于是 
/eL7([a, 6]) ， / 作为 U([a ， 6]) 内的一个函数，它的积分等于黎曼积分 P/(x)d ： r. 

J a 

证明 设 P „ = U 。， x , ，…，： r 2 ”} 是把 [ a ，6] 划分为 2" 个区间长度为 (6— a )/2” 的相等的 
子区间的划分. P „ +1 的子区间则是把 P n 的子区间二等分得到的.设 

= inf {/( x ) :x 6 [ x *- i ， x *]} 对于 1<是<2"， 

并在 O , 6] 上定义阶梯 函数〜如下： 

s „ ( x ) = m k 当 Xk-i <i jc x k f s „ ( a ) = m x . 

于是对于 [ a ，6] 内的全部都有 s n (* rX /( x ). 另外， { i ’„} 是递增的，因为/在 [ A - i ， A ] 的 
一个子区间上的下确界不会小于它在区间 [ A -! ，工*]上的下确界 • 

接下来，我们证明在使/连续的每一个内点上有、（工)—/(工).因为/在区间[«，幻上的 
间断点集的测度为零，所以这将表明在 U ， 幻上几乎处处有如果/在 z 点连续，则对 
于每一个 e >0 都有 5( 依赖于 x 和 e )， 使得只要工一3<：^<工+ 5， 就有 f ( x )- e < f ( y 、< 
fix ) +£. 设 w (5) = inf {/ X ： y ) : yE : r +谷）}， 则有 /( x )— 饥⑻所以 /( 工 X 肌⑻ + e - 

某个划分 Piv 有一个子区间 [ i *- i ， x *] 包含 x 并位于区间 （ X — 3， ： c +^) 之内 • 因此’ 

〜 （ x) = m(<5) + e ^ H~ e — 5^ (x) + e. 

但是对于所有 的”有 ，对于所有的有 h ( x )<； s „(* r ). 因此， 

5„( a :) ^ /(^) ^ 5„( x ) +e 当 w > iV ， 

这表明当 n — oo 时〜(: r )—/( j :)_ 
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积分序列 心收敛，因为它是一个递增序列，而且以 M(b - a ) 为上界，其中 M = 


sup {/( x ) ：x G [ a ，6 ]h 此外，还有 


^ m k { x k — x k - i ) = L ( P n ， f )， 


其中 L ( P tt ，/) 是一个黎曼下和.因为一个递增序列的极限等于它的上确界，所以积分序列 ^ 

' J a 

收敛于/在区间 [ a ，6] 上的积分“黎曼积分 r / Xx ) dx 存在，因为有勒贝格检验法，即定理7.48_ 


注上面已经提到过，存在函数 / eu ( j ) 使得 一 /茫 U ( D . 因此函数类 L /( I ) 确实比 I 
上的黎曼可积函数类大，因为如果在 J 上有 /6 i ?， 则在 J 上也有 一 /6尺， 

10.6 一般区间上的勒贝格可积函数类 

如果 《和1 是上函数，则 M — t 的差未必是上函数.我们希望通过扩大可积函数类的方法 
来消除这个不令人满意的性质. 

定义 10.12 我们用 L ( I ) 表示由具有 /=w — I 这种形式的全部函数/所组成的集合，其 
中在 L ( J ) 中的每一个函数/称为在了上是勒贝格可积的，它的积分由下 
面的等式 定义： 

m /■ 

f = u — v . (7) 

J / J / J I 

如果 / GL ( I )， 则把 / 写成两个上函数的差的方式可能不只 一种. 下面的定理表明 
/的积分不依赖于对 W 和 V 的选择 * 

定理 10. 13设 Z /， T ；， W " 奶为 U ( J ) 中的函数，使得!/=〜 一 ％•于是有 

^ n 

u 一 v = \ u\ 一 V\ . (8) 

J z J I J I J I 

证明 函数 W + 奶和 A + I ； 都在 U ( D 中，而且《 +奶=因此，根据定理 10. 6( a )， 我 
们有 a + v Y = u } + v ，此 式证明 （8) 式成立 • ■ 

%j I ^ I 一 1 * / 

注如果在扩充实数系 R * 中区间 J 有端点 a 和6,其中也可以把勒贝格积分/ 


写作 


f ( x)dx 


我们还定义/ =— /. 

J b J a 

如果!>， 6] 是一个紧区间，则在[>， 6] 上黎曼可积的每一个函数都在 LT ([>， 6 ])内，因此 
也在 L ([ a ，6]) 内. 
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10.7 勒贝格积分的基本性质 

定理 lo. 14 假定 /euz), geL(j), 则有： 
a) 对于每一个实数 a 和 6 ，有 （a f+bg) 6L(J ) ，而且 

iaf + bg) = a f + b g. 
J i J i J / 


b ) f / > 0 当 fU )>0 a . e 于厂 
J / 

c ) f ^ g 当 f ( jo )^ g ( x ) a . e 于 I . 

J i J i 

fs 广 

d ) f = g 当 /( x ) =^( x ) a , e 于 

J i J i 

证明 a ) 很容易从定理 10 . 6 得到. 为证明 b ) ，我们写/= m — w 其中 w € U ( I),ve U ( I ), 

m 广 

那么 z / U ) > z /( x ) a . e •于7,因此，由定理 10.6 c ), 我们有 u > t ；， 因此可得 

^ / V / 


m p f* 

f = M — V ^ 0 . 

J / J I J I 

把 b ) 应用于/一&，可以得到 c )_ 应用 c ) 两次，可以得到 d ). _ 

定义 10.15 如果/是实值函数，它的正的部分用/+表示，它的负的部分用/ _ 表示，分 

别由下面的等式来定义： 

/+ = max(/ ， 0 ) ， f~ — max (— / ， 0). 

注意/+和 /- 都是非负函数，而且 

/=/+—/_， I /1 =疒+厂‘ 

例子如图 10-1 所尔. 



定理 10. 16 如果 / 和 g 均在 UD 中，则函数广，厂，丨 / 丨， max(/ ， g) ， min(/ ， g) 也 
在 L(I) 中，并且有 

f / < [ I / I • (9) 

J I J I 

证明设 / = m — 幻，其中 wei 7( J )， v ^ UCI )» 则有 

f + — max(w — t;,0) = max(u,x；) — v. 

但是由定理 10. 9, max(w ， v ) ^ UCI ) 9 v ^ U (, I ) t 所以 _/" + €[( 了 ). 因为 / = f + — /’ 所以可 
以得到 / _ 6 L (/). 最后，由于 I / I =/++/ 一，所以丨 / I 

因为对于 I 内一切 x 都有一 I /(工 ） I </( x )< | /( x ) | ，所以我们有 
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- !/!<[/<[ I /U 

j I j I j I 

此式证明 （9) 式成立.可以使用下面的关系式完成最后的 证明： 

max(/,g) = y(/+g+| f~g |), min(/,g) = y(/ + g~| f—g ! ). ■ 


下面的定理描述了当对积分区间进行平移、拉伸或收缩、或关于原点的反射时勒贝格积分 
的情况.我们将使用下面的记号，其中 C 表示任意实数. 


1 十 <：= { X + C：X G 1} ^ cl = {cx I X G I}* 

定理 10. 17 假设 / GLa ), 则有： 

a) 平移下的不 变性. 如果对于 I + c * 中的 j: 有 g (: r) —f(x — c) T 则 L ( J + c ) ，而且 




b ) 在拉伸或收缩下的 情况. 如果对于 cJ 中的 x 有 gix )^ f ( x / c ) f 其中 c >0， 则 g ^ Lid ) , 
而且 


[262] 


j / 叫 /• 

c ) 反射下的不 变性. 如果对于 一 I 中的 1 有 g ( x )— f ( — x ) 9 则 g 6 L ( — I ) ， 而且 

* ^ 

尽= /• 

J _ / J I 


注如果 J 有端点其中 a 和6都在扩充实数系 R * 中，则 （ a ) 中的公式也可以写为 


m b^rc 

J a+c 


/ (x — c)dx = f(x)dx. 


性质 （ b ) 和 （ c ) 可以被合并为包含正的 c 值和负的 c 值的一个公式： 


f f(x/c)dx = | c | fix)dx 当 c 尹 0 

J ca J a 


证明证明这种类型的定理的过程总是相同的.首先针对阶梯函数来验证这个定理，其次 
对上函数验证这个定理，最后对勒贝格可积函数验证这个 定理. 在每一步的讨论中结论都是很 
直接的，因此我们略去细节. ■ 

定理 10. 18 设区间 JT 是两个子区间的并，譬如 U / 2> 其中 A 和 h 没有公共的 
内点. 

a ) 如果 /6 L ( D ， 则 / eiXh ), / eL ( I 2 ), 而且 


^ A A 

/=/+/• 

b ) 假设 AGLa ), / 2 gl ( j 2 )， 而且 / 在区间了上定义 如下: 


fix )= 


1 / 2 (^) 


当 x g 厂， 

当 a ： € i —1 : . 


则 / G L ( I ) 且 / = A + f 2 . 

J f J L J /o 
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证明记/ = « — T ；， 其中 Meu(l )， T ； e U CD ， 则 M = M+ — ， v — v " —V~, 所以 

f = u + + v ~~ Cu ~+ v + ). 现在把定理 10. 10分别应用于非负函数 U ++ XT 和 tt _+ T ； + ， 就可以 
推出 （ a ), ( b ) 的证明留给读者. _ 

注对于一个可以表示为有限个两两没有公共内点的子区间的并集的区间，定理 10. 18 
有一个 推广. 读者可以自己把它叙述出来. 

我们以两个以后会用到的逼近性质来结束本节.第一个逼近性质告诉我们，每一个勒贝格 
可积函数/都等于一个上函数 M 减去一个积分很小的非负的上函数 A 第二个逼近性质告诉我 
们，每一个勒贝格可积函数/等于一个阶梯函数 S 加上一个积分很小的可积函数仏更确切地 

说，我 们有： 

定理 10.19 假定 /eiXD, 并设给定了 e >0， 则有： 

m 

a ) 在 U ( J ) 中存在函数 w 和吏得 /=“一 w 其中 r 在区间 J 上几乎处处是非负的，而且 

V I 

b ) 在 LCD 中存在一个阶梯函数5和一个函数 g ，使得/ =^ +容，其中 Ig * 丨 

J I 

证明 因为 f e l (/), 所以可以写 / -= ut — vi ，其中 a 与別都在 u ( i ) 中，设 u n } 是一个 

A 

生成奶的序列•因为 — I ' m 所以可以选取 N 使得0< ( vr - t ^ Xe . 现在设力=奶一〜 

J / J I 」 1 

及 tt 二〜，则 tt 和 I ；二者都在 t / G ) 中，且 《—U = Ml — A = /. 此外， U 在 I 上几乎处处是非 

负的，且 f p < e •这就证明了 （ a ). 

J / 

为证明 （ b ) 我们按 ( a ) 的结论在 U ( I ) 中选择 w 和”，使得 a . e . 于 I ， 

m 

f = u — v 且 v 

J J ^ 

m 

现在选择一个阶梯函数 s 使得0 < ( W -5) < e /2. 于是 

j f 

f = u 一 V — .? + (m — s) — V = s + g ， 

其中 g=(M — S) —V. 因此 geLd ) 且 

| g I M — 5 |+ |1|<音 + 音 = 匕 ■ 

J 1 J J J ^ L L 

10. 8勒贝格积分和零测度集 

本节中的定理表明勒贝格可积函数在零测度集上的的情况不影响它的积分. 

* 

定理 10. 20 设/在 I 上定义，如果/ = 0 a. e. 于 J , 则/ 6 L ( J ) ， 且丨/ = 0. 

证明对于 J 内的一切工，设 s „ U ) = 0•则是一个递增阶梯函数序列，且在了上处处收 
敛于0.因此 u „} 在 I 上几乎处处收敛于 /. 因为 5 „ = 0，所以序列{ 收敛.因此/是一个上 

J I * 

m 广 

函数，所以 / G L ( J ) ，且 / = lim 5 n = 0. 

J j n^ooj J 


■ 
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定理 10.21 设 / 和 g 在 J 上定义，如果 /GLa)J/=g a.e* 于 J ， 则 gGUD 且 [ f =\ g . 

J i J i 

m 

证明 对 /—g 应用定理 10. 20, 则 /— gGL ( D ， 且 （/— g ) = 0•因此 g = /—(/— g ) e 

J i 

L ( I )， 且 g = / — (f — g)= /• ■ 

V j I ^ I ^ t 

例在区间 [0, 1] 上定义 / 如下： 

= |1 当: T 是有理数， 

[2641 f X = \0 当 工是无理数. 

则 /=0 a . e . 于 [0, 1]， 所以 / 在区间 [0, 1] 上是勒贝格可积的，且它的勒贝格积分为 0. 
在第7章中已经注意到，这个函数在区间[0, 1] 上不是黎曼可积的. 

注从定理 10. 21 可以想到一种对于在 J 上几乎处处有定义的函数的积分的定义.如 
果 g 是一个这样的函数，且 gU ) = /( x ) a . e . 于 J , 其中 /6 L ( J )， 我们就说裒€ 
L (7), 并且 

, 广 

g = /• 

JI J 1 

10.9 莱维单调收敛定理 

下面转向关于单调函数序列的逐项积分的收敛定理.我们从莱维 （Beppo Levi) 的一个著名 
定理的三种形式开始.第一种形式关于阶梯函数序列，第二种形式关于上函数序列，第三种形 
式关于勒贝格可积函数序列.虽然这些定理都是对递增函数序列叙述的，但对于递减函数序列 
也有相应的结果. 

定理 10. 22( 关于阶梯函数的莱维定理） 设 U „} 是一个阶梯函数序列，使得 

a ) {\} 在区间 I 上是递增的，并且 

b ) lim s „ 存在， 

n / 

则 在/上 几乎处处收敛于一个 (7(1) 内的极限函数/，且有 



证明不失一般性，假定阶梯函数&是非负的.（否则，考虑序列如果定理对 
于成立，那么对于也成立 .） 设 D 是 I 内的使 (: r )} 发散的 x 的集合，并设 e >0 
是给定的.下面我们通过证明 D 可以被一个可数的区间族所覆盖（这个区间族中区间长度之和 
小于 e ) 来证明 D 的测度为零. 

因为序列收敛，所以它以某个正常数 M 为界.设 

t n ix ) =点^“工）当工6^， 

其中 b ] 表示小于或等于5的最大整数 • 则是递增的阶梯函数序列，且每一个函数值 “ U ) 
均为非负整数. 
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如果 u ( x )} 收敛，则 u ( x )} 有界，所以有界，而且由于每一个 GU ) 均为整数， 
所以对于所有充分大的 n 有 i „ +1 (: r ) = 

如果 U ( x )} 发散，则也发散，且对于无穷多个作的值有 i „ +1 ( x )— t H ( x)>l .设 

D n = {xxx I ^ t^i ix ) — t n ( x ) ^ 1}. , 

则认为有限个区间的并集，这些区间的长度的和用 I | 来表示.现在有 

OG 

D Q [J D ”， 

n— 1 * 


所以如果证明了 D I D n |< e , 那么就表明 D 的测度为零 • 

n— 1 

为此，我们在 J 上对非负阶梯函数积分，可以得到下面的不等式: 


j 户… - U > j D ”=1 |: 

因此对于每个 m > l ， 有 


m m 广 

y] I 2 (Qi 一 

__ 一 i ^ — i j 






< 




e 


2 MJ 


S m+l 


因此 I I 认 |< e /2< e ， 所以 D 的测度 为零， 

n— 1 

这就证明了 在区间/上几乎处处收敛.设 

(\ims H (x) 当工 6 I — D ， 

/(文）=七— 

lo 当 x 6 D . 

jm f* 

则/在区间 J 上处处有定义，且在/上几乎处 处有〜 -►必因此，/ € LKD ， 且_ 

定理 10. 23( 关于上函数的莱维定理）设 {/„} 是一个上函数序列，使得 

a ) {/ J 在一个区间 J 上几乎处处是递增的， 

并且 

b) lim[ /„ 存在. 

则 {/ J 在区间 I 上几乎处处收敛于一个 U ( D 内的极限函数/，且有 

/* j% 

f = Hm f n . 

J / n-**ooj / 

证明对于每一个匕有一个生成 /* 的递增的阶梯函数序列用等式 

t„(X) = max{5 rt ,i (x) ,5„,2 (x) , •** >5„,„ (x )} 

在 J 上定义一个新的阶梯函数匕，则在 J 上是递增的，因为 

t^i (x) = maxb—a ( 工 ) ， … (x)} ^ m&x{s„,\ (x) , ••• ( 工 ) } 

> max{5„,i ( 工）， … ，九， „(x)} = t n {x). 

但是、 〆 : cX / 〆 :*:)， 而且 {/*} 在/上几乎处处递增，所以在/上几乎处处有 

t»ix) ^ max{/i (x) ， … ， /„(x)} = /«(x). (10) 

因此，由定理 10. 6( c ) 可得 
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^ n f n* 


(ID 


但由 （ b ) 可知，是上有界的、因此递增序列也是上有界的，因而收敛.由关于阶梯函 
数的莱维定理， { t „} 在 I 上几乎处处收敛于 IK J ) 内的一个极限函数/，而且 f / = Hm [ t n . 接下 


( 12 ) 


来证明在 I 上几乎处处有 

G ( x ) 的定义蕴涵，对于所有的々<72和 I 内的一切: c 都有令 n — oo , 在 J 
上几乎处处可得 

/* (工）</(工)_ (12) 

因此，递增序列 {_ A (： r )} 在 J 上几乎处处以 /( x ) 为上界，所以它在 J 上几乎处处收敛于一个极 
限函数 g , 这个极限函数在 I 上几乎处处满足 gU )</( x ). 但是 （10) 式表明在 J 上几乎处处 
有 LU )</„ U )， 所以设 n — 的，可以在 J 上几乎处处得到 /( zXgU ). 换句话说，在 I 上 
几乎处处有 

lim/ n (x) = /(x). 


m J* 

最后，我们来证明/ = Hm /„.在 （11) 式中令 n — 00 ,可得 

J I rt-^ooj I 


/ < lim f n . 


(13) 


[ 267 ] 


现在，对 （12) 式积分，再次运用定理10, 6( c ) 可得 /*< /•令 oo 可得 lim /,< / •此结 

J i J / / J J 

果和 （13) 式一起可以完成证明. ■ 

注上函数类 L /( J ) 是通过一定的过程由阶梯函数类 S ( I ) 构建的，可以称此过程为 P ， 

莱维定理表明，当把 p 应用于 L / a ) 时，它给出的还是 ua ) 中的函数.下面这个定理 
表明，当把 P 应用于 L(D 时，它给出的还是 IXD 中的函数. 

定理 10. 24( 关于勒贝格可积函数序列的莱维定理）设 {/„} 是 La ) 中的一个函数序列， 


使得 


a ){/„} 在 I 上几乎处处是递增的， 


并且 

_ 

b)lim /„ 存在. 

n-^ooj J 

则{/„}在 J 上几乎处处收敛于 L ( D 内的一个极限函数/，而且有 

， 广 

/ = lim f n . 

J I 1 

我们将从一个等价的关于函数级数的结果来推出这个定理- 

定理 10. 25( 关于勒贝格可积函数级数的莱维定理）设是 L ( I ) 中的一个函数序列， 


使得 


a ) 每一个 心在 J 上几乎处处是非负的， 
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并且 


b ) 级数 XII Sn 收敛. 

«=1 J J 

OO 

则级数乏] 心 在 I 上几乎处处收敛于 L ( I ) 内的一个和函数 g ， 且有 

广 OO OO 

= S 

J 1 n=l n^l JI 

证明因为 g n eui )， 所以定理 io . i 9 告诉我们，对于每一个£> 0 ,可以写 

gn = U n — V n , 


(14) 


其中… e UU ), v n e mi )， v n >0 a . e . 于 I ，且 


< 


•选取相应于 e =( j ) 的“„和1„，则 


关于 


U„ = g n + V„ , 其中 〆 „ < ( + ) . 

„的不等式确保级数 f ] f h 收敛.现在〜 > o a . e •于 J ， 所以部分和 


U n ( x ) = y ^ Ujfe ( x ) 

k^l 

构成一个在 I 上几乎处处递增的上函数序列因为 


u n 




= S 


Uk 


S 


gk + 


§ L - 


所以积分序列 { jy 收敛，因为级数自心 和紐 ，猶 敛. 因此，由关于上函数的莱维定 


理，序列在 J 上几乎处处收敛于一个 t /( D 内的极限函数17,且 


U = lim 


但是 


K = E 


u k 


所以 




u k 


类似地，由 

n 

V n ix) = J ] 扒 ( 工） 
k = i 

给出的部分和序列 {7„}在 I 上几乎处处收敛于 LT ( I ) 内的一个极限函数 V ，且有 


V= |J ， 


因此 17— V 6 UI )， 而且序列%}在^上几乎处处收敛于以 — V . 设 V ， 


则 geun 而且 





220 


第】 0 章 


269 


广 广 广 r 

g = U — V = 2] (wjt — v k )=^ g k . 

J i 是 = 1」/ 是 = 1」/ 

这就完成了定理 10. 25 的证明. ■ 

定理 10. 24的证明假定{/„}满足定理 10. 24的假设.设幻=/\， g n = f „- f n - An > 2 ), 

使得 

ft 

fn = 

Jfe-1 

OO 

对 UJ 应用定理 10. 25 可知仏在 J 上几乎处处收敛于 La ) 内的一个和函数心而且等式 （14) 

rt— 1 

成立.因此在 I 上几乎处处有/„ — g ， 且 g = Hm / rt . ■ 

J I «-^ooJ / 

在下面这个关于级数的莱维定理中，没有假定级数的各项都是非负的. 

定理 10.26 设 U „} 是 jL (7) 中的一个函数序列，使得级数 

S [ I ^ I 

rt=l ^ J 


是收敛的，则级数在 J 上几乎处处收敛于 L ( I ) 内的一个和函数尽，而且有 

n— 1 

r 00 00 r 

= S 心 . 

」 J n=l rt =l 」 J 

证明 记 = ， . 对于序列 } 和 { g；r } 分别应用定理 10. 25. ■ 

下面的例子描述了关于序列的莱维定理的使用. 

例 1 对于 1>0 设 /Oc) =〆，/(()) =0 .证明勒贝格积分 P/U)dr 存在，且当 s> — 1 时， 

Jo 


其值为 1/ G +1). 

解如果 s >0, 则/有界且在区间[0, 1] 上黎曼可积，其黎曼积分值为 1/ G +1). 

如果 5 <0,则/在 [0, 1] 上无界，因而它在[0, 1] 上不是黎曼可 积的. 定义一个函数序列 
{/„} 如下： 

\x s 当 a > 1/ n , 

/n(x) = lo 当 0< x < v «. ' 

则 {/„} 是递增的，且在[0, 1] 上处处有每一 个人在 [0, 1] 上都是黎曼可积的从而是 


勒贝格可积的，而且 


J ^/”(: c)dr 


dx 


l/n 


山 ( 卜去 ). 


如果5+1>0,则序列收敛于 1/ G +1). 因此，关于序列的莱维定理表明，/存在且等于 


1 / ( 5 + 1 ). 

例2 同样类型的讨论表明勒贝格积分 da : 对于每一个实数 y > 0 存在. 这个积分 
在后面讨论伽马 （ Gamma ) 函数时将会 用到. 
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10. 10勒贝格控制收敛定理 

莱维定理有许多重要的 推论. 首要的一个就是勒贝格控制收敛定理，女是勒贝格积分理论 
的奠基石. 

定理 10. 27( 勒贝格控制收敛定理） 设 {/„} 是区间 J 上的一个勒贝格可积函数序列. 假定 
aM/J 在 J 上几 乎处处收敛于一个极限函数/， 

并且 

b ) 在 L ( J ) 内有一个非负函数 g 使得对于一切都有 

I /„( 工）工） a ， e . 于 

则极限函数 /6 L ( J )， 序列收敛，而且 

» /* 

/ = lim /„• (15) 

J I n-^ooj J 

注性质 （ b ) 可以描述为，序列 {/„} 在区间 J 上几乎处处被 g 控制 • 

证明证明的思想是希望得出如下形式的上界和 下界： 

g„(x) < /„(*r) < G rt (x) (16) 

其中 {^} 在 J 上几乎处处递增而 { G „} 在 J 上几乎处处递减，并且都趋向于极限函数 /. 然后用莱 

« J* 广 

维定理证明/ 6 LU) 和/ = lim g n = lim G n ,由此可以得到 （15) 式. 

J I n-^ooj I n-^ooj / 

为了构造 Ud 和 { G „}， 我们重复运用关于 L ( j ) 中的序列的莱维定理.首先定义一个序列 
{ G„,i }如下： 

G n<l (x) = max!/! (x) ，/ 2 ( 工）， … ， /»( 工 ） }. 

按照定理 io . 16 ,每个函数而且序列 { a ，！} 在 I 上递增 • 因为在 I 上几乎处处有 
| G ^ U ) | 所以有 

G„,i ^ I G„,\ I ^ g. (17) 

J I J I J / 

因此递增数列 I 以 g 为上界，所以 lim G rttl 存在 •按 照莱维定理，序列 { GLi } 在 J 上几乎 

处处收敛于 L ( I ) 内的一个函数 G ，而且 

Gi — lim [ G„,i < g . 

J I n-^ooj / J I 

_ n 

因为有 （17) 式，所以还有不等式一 g < Gi •注意如果 x 是 J 中的一个点满足 G nA U ) 
GU )， 则我们还有 

G 1 (x) = sup{/\ (x)，/ 2 ( 工 ），… }_ 

用同样的方法，对于每一个固定的当时设 

G nrr (x) = max{/ r (:c) ， /r+i (x) ， •“ ， /«( 工） } ， 

则序列 { a ， d 在 J 上几乎处处递增且收敛于 L ( I ) 内的一个极限函数 G r ， 满足 
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- g < Gr < g . 

J i J i J i 

而且，在使(: c )— G r ( x ) 成立的点，有 

G r {x) = sup {/ r (j ： ) ， / 斗 1 (x) ，•••}， 

所以 

/ r ( x ) ^ G r ( x ) a . e . 于 J . 

现在我们考査序列 { G „ U )} 的性质.因为蕴涵 supA < supB ， 所以序列 { G r ( x )} 在 J 
上几乎处处递减因而几乎处处收敛.接下来证明只要 

limf n ( x ) — fix ), (18) 

如果 （18) 式成立，则对于每一个£>0,有整数 iV 使得对于所有有 

fix ) — £ <C /„( x ) 〈 fix ') + e . 

因此，如果 m > JV ， 则有 

/(工） — £ < sup {/ M ( x ) ,/„+! (: C ) ，…} < fix ') + e . 

换句话说， 

m^N 蕴涵 fix ) -e < G m U ) < f ( x ) + e , 

而这蕴涵着 

limG m (: r ) = fix ') a . e •于 i ". (19) 

m 一 oo 

另一方面，递减数列 {| g „} 是以 一 为下界的，所以它是收敛的.由 （19) 式和莱维定理可以 
知道 L ( D , 并且 

lim G n = f • 

n-*ooJ I J I 

当 n ^ r 时对于序列 

g nt r(jo) = min {/ r (o:) ,/^i (^) ,**• t/„(x) } 

进行同样的讨论可知序列递减且几乎处处收敛于 L ( J ) 内的一个极限函数仏，其中 

g r (x) = inf{/ r O) ， / 七（ : c) ， … } a. e . 于 L 
并且在 I 上几乎处处有 l(x)</ r Cr) 、 { 仏 } 递增、 lim g J:r)=/Cr )， 且 

Hm[ g n = f. 

n-^ooj / J I 

因为 （ 16 ) 式在 J 上几乎处处成立，所以有 [< [ /” < [ G„ • 令 n — ⑺可知外 /J 收敛，且有 

J I J I J 1 U / > 

lim[ f n = /. ■ 

n—ooj f J l 

10. 11 勒贝格控制收敛定理的应用 

第一个应用是有关级数的逐项积分的，这是一个与关于级数的莱维定理相伴的结果. 

定理 10. 28设{仏}是 L ( J ) 中的一个函数序列，使得 
a) 每一个仏在 J 上几乎处处是非负的， 
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并且 

oo 

b ) 级数乏]在 r 上几乎处处收敛于一个函数 g， g 是以 l ( d 中的一个函数为上界的* 

It — 1 

则 g e L ( J )， 级数收敛，而且有 

「 00 °° P 

L 2^ = I ] Sn ^ 

J J n=l n=\ Jt 

证明设 

n 

f n ( x ) = 2 心 (工） 当工 6 [ 

则在 I 上几乎处处有 /»— g , 而且{/„}在 J 上几乎处处被 LCD 中的作为 g 的上界的那个函数所 
控制 • 因此，由勒贝格控制收敛定理， gCL ( D ， 序列^ 收敛，而且 f 《=这就 

V J / I J I I 

证明了本定理. ■ 

下一个应用，有时称为勒 贝格有界收敛定理， 涉及一个有界的区间. 

定理 10. 29设 I 是一个有界区间.假定 {/»} 是 L ( I ) 中的一个函数序列，它在 I 上几乎处 
处有界收敛，就是说，假定有一个极限函数/和一个正常数 M ， 使得在 I 上几乎处处有 

lim / n (： r ) = f ( x ) 和 | f n ix ) |< M ， 

n-^oo 

则 / 6 L ( J ) ，且 lim )' /„ = /• 

I J I 

证明 对于 f 内的一切 x 及 g ( x )= M 应用定理 10. 27，则可知 g € L ( D ， 因为 I 是一个有 
界区间. ■ 

注定理 10. 29的一个特殊情况是前面叙述过的阿尔泽拉 （ Arzela ) 定理（定理 9. 12). 

如果 {/„} 在一个紧区间|>， 6] 上是有界收敛的黎曼可积函数序列，则每一个/”€ 
L ( j >，6]), 极限函数 / eu [ a ， 6])，而且有 



如果极限函数/是黎曼可积的（就像在阿尔泽拉定理中假定的那样），则勒贝格积分 j / 

与黎曼积分 f / u ) cb : 是一样的， 

J a 

下面的定理通常用于证明函数是勒贝格可积的 • 

定理 10.30 设{/„}是[(1)中的一个函数序列，它在 J 上几乎处处收敛于一个极限函数 /- 

假定在 L ( J ) 中有一个非负函数 g ， 使得 

| fix') |<g ( 工） a. e. 于 I. 

则 feui ). 

证明在 J 上定义一个新的函数序列 如下： 

g„ = max{min(/„ jg) ^ ~ g}- 
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从几何上看，函数仏是从/„出发，切掉/„的在 g 以上的图像和在一 g 以下的图像来得到的，如 
图 10-2 所示.于是在了上几乎处处有 | (: r ) 丨(: c ). 容易验证在 J 上几乎处处有仏―/. 
因此，由勒贝格控制收敛定理， /6 L ( J ). _ 



10. 12无界区间上的勒贝格积分作为有界区间上的积分的极限 

定理 10.31 设/在半无穷区间 J = [ a , + oo ) 上有定义.假定对于每一个/在紧区 
间 U ，6] 上是勒贝格可积的，而且存在一个正常数 M ， 使得对于每一个都有 


l<M. 


( 20 ) 


则 / e La ), 极限 iim /存在，且 


f = lim 


( 21 ) 


证明设{匕}是任意一个递增的实数序列满足，使得 lim \ = + cx =). 在 I 上定义一个 


序列 {/«} 如下： 

/w 、 f /( x ) 当 a < X < b n ， 

fnix)= 

10 其他 • 

每一个 /„ 6 L ( D ( 按定理 10. 18)， 且在 I 上有因此，在 J 上有丨/„ | — |/| •但是 
I f n \ 是递增的，而且由 （20) 式可知，序列^ | /„ G 是以 Af 为上界的.因此 limf 丨人丨存在_ 

\ J / t rt-^ooj / 

按照莱维定理，极限函数 I /丨 6 L ( J ). 现在在 J 上每个丨/„丨< | /丨且/„-/，所以按照勒 


贝格控制收敛定理，/€ L ( I)，lim /„ 


. 因此，对于所有递增趋向于 + oo 的序列有 


lim "/ 


[2741 这就完成了本定理的证明. . 

当然，对于区间（一…， a ] 也有相应的定理，该定理断言，如果对于一切 c < a 都有 


M ， 则有 
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如果对于一切满足条件 c 6的实数 c 和6都有 


< M ， 则这两个定理结合在一起表明/ 6 


IXR )， 而且 


'+«= fa Cb 

f = lim f + lim 

— oo C —^ _ ooj c 办一 ►+°°J fl 


例 1 对于 R 内的一切: T 设 /(X) = 1/(1+了 2 )_我们将证明 /e L ( R )， 且 


k . 现在/ 


是非负的，而且如果 c < 6,则有 


/ = 11 T 


+ X : 


arctan 6—— arctan c ^ tc* 


因此， / eL ( R ), 而且 


limf + Urn f 卓 

- ooj C 1 十 X 卜 +ooJ 0 丄十工 


丌 , 7T 


例 2 在这个例子中， （21) 式右边的极限存在，但是设1=[0, + oo ) 并在 J 上 
定义/ 如下： 

r/ \ ( 1) __ 1 一 一 一 — 1 O * - * 


fix ) 


当 1< X <72， / Z = l ，2, 


如果6>0,设772=[6]为小于或等于6的最大整数，则有 


/+ /= S 


(― ir , (6 —m)(-ir 


当办4 + 00时，最后一^项 - K )， 我们得到 


lim I / = S 


i-ir 


log 2. 


6-^+oqJ 0 


现在假设 / GIXD ， 则会得出矛盾 • 设/；定义 如下： 

I | /(工） j ， 当 0 < jc < n， 

fn^) = 、上、 

10, 当 X > 7 Z . 

则 {/„} 是递增的，且在 J 上处 处有八 U )— 丨/(工 ）I . 因为 /6 L ( J )， 所以也有 | /丨 6 L ( J )_ 


但是在 f 上处处有 I fnU) | < | /(X) | ， 所以由勒贝格控制收敛定理可知序列 /n 收敛 • 


但是这是一个矛盾，因为 


m 

fn 

J J 


~7^ * l ~ 00 ， 当行 


10. 13 反常黎曼积分 


定义 10.32 如果对于每一个/在 [ a ，6] 上都是黎曼可积的，而且极限 


lim /( x)dx 

6- ^+ooj a 


~ 十00 OO 

存在，则称/在 [ a ， 十⑺）上是反常黎曼可积的，/的反常黎曼积分用 /( x ) dz 或 /(: r ) d : c 表 
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示，由下面的等式定义 


/ ( x)dx = lim / { x ) dx , 


在上一节的例2中，反常黎曼积分 f 存在，但/在 [0，+ oo ) 上不是勒贝格可积的. 

Jo 

这个例子与下面的定理是相反的. 

定理 10.33 假定对于每一个/在|>， 6] 上是黎曼可积的，并且假定有一个正常数 
M 使得对于每一个有， 


fix ) \ dx 


( 22 ) 


则/和1/丨在 [ a ，+ oo ) 上都是反常黎曼可积的.而且，/在1>， + oo ) 上是勒贝格可积的， 
其勒贝格积分等于其反常黎曼积分. 

证明设 Fib ) = f I fix ) \ d : r ， 则 F 是一个以 M 为上界的递增函数，所以 limF ( fe ) 存在. 


因此丨/1在 |>，+ oo ) 上是反常黎曼可积的•因为 


厶一 +oo 


所以极限 


0<| /( x ) \~ fix ) <2 I /(X) 丨， 


lim { 1 fix ) \— /( x ) }d 


也 存在； 因此极限 lim f /( x ) dx 存在•这证明/在区间 [ a ，+ oo ) 上是反常黎曼可积的•现在可以 

用不等式 (22) 和定理 iq . 31推知/在 [ a ，+ oo ) 上是勒贝格可积的，而且它的勒贝格积分等于其 
反常黎曼积分. B 


注对于形如 


[276] 


f ( x)dx = lim 


fix)djc = lim f ( x)dx 


、b 


/( x ) dx = lim /( x ) dx , 


的反常黎曼积分有相应的结果，读者自己应能叙述出来. 

如果积分 p / U ) cLc 和 + °°/ U ) dr 都存在，我们就说积分 j * / U ) dx 存在，它的值定义为 

- 一 oo J H °° 


前二者 的和: 


fix)Ax 


f ( x ) dx + f ( x ) dx . 


如果积分 [°°/( x ) dx 存在，它的值也等于对称的极限 


lim /( jr ) dx . 

厶—卜 ooj —fj 
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然而，重要的是应意识到，这个对称的极限在 f +00 / Cr ) db 不存在的时候也有可能存在（例如，对于 

J —oo 

一切 x 取 /( x ) = I ).在这种情况下，这个对称的极限称为 r °°/( x ) dx 的柯西主值.因此， P%dr 

J — oo J —00 

有柯西主值0,但是这个积分不存在. 

例1设 / U ) = e _ J ^_ 1 , 其中: y 是一个固定的 实数. 因为当 X —+ oo 时， 

所以有常数 M 使得对于一切: r > l 都有于是所以有 

6 | f ( x ) | dx < M \ b e~ x/2 dx = 2 M (1 — e~ bn ) < 2 M . 

«/ 1 - 0 

因此积分对于每一个实数 y 不论是作为反常黎曼积分，还是作为勒贝格积分都 

J 1 

存在. 

例 2伽马函数 积分.把例 1 中的积分与第 10. 9 节例 2 中的积分相加，可以发现 

J 0 

勒贝格积分 

*+oo 】 

r ( y ) = dx 

Jo 

对于 每个; v >0 都存在.如此定义的函数 r 称为 伽马函数. 下面的例4表明了它和黎曼（函数 
的关系. 

注第 7 章中很多关于黎曼积分的定理可以转化为关于反常黎曼积分的定理.为了说 
明某些推广可以直接采用的方法，我们考虑分部积分 公式： 

f ( x ) g f ( x)dx = fib ) gib ) — f ( a ) g ( a ) — gix )/ ix ) dx . 

J a v o. 

因为 6 在这个等式的三项中出现，所以当 6—+ oo 时，要考虑三个极限.如果这三个 
极限中有两个存在，则第三个也存在，而且可以得到公式 

f Cx ) g f ix)dx = lim fib ) gib ) — fia ) gia ) 一 g ix } f f 
J a h+oo J a 


关于黎曼积分的其他定理可以用大致相同的办法推广到反常黎曼积分.然而，没有必要进一 
步给岀这些拓展的细节，因为在任何具体的例子中，只要把所要求的定理应用到紧区间[«，幻 
上，再令 h +°° 就行了. 

例3函数方程 r (; y + l ) = ：yr (: y ). 如果 0 < a < 6 ， 则由分部积分可得 

m b fb 

e" x x y dj ： = a y e~ a — b y e~ b + 3 ; e~ x x y ~ l dx* 

J a J a 


令 a — 0 +, 6 — + 00 ，可以得到 r (: y + l ) = ： yr (: y ). 

例 4 黎曼 （ 函数的积分表示.黎曼？函数？在 5 >1 时，由如下等式定义 

°° 1 

①） = 2 孑. 

n =i n 

这个例子说明了如何把关于级数的莱维收敛定理运用于推导一个积分表达式 
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^(s)r(s) 

此式中的积分作为勒贝格积分存在. 

在 r ( d 的积分表达式中进行变量替换 t 


X 


J 一 1 


0 e x — 1 


dx _ 


nx » 72>0，可得 


r ⑴ 


e ~ l t s ~ l dt = n s 


e ~ nx x s ~ l dx , 


因此，如果^>0,则有 


n ~ T ( s ) 




e 


dx 9 


如果1，则级数收敛，所以我们有 

0— 1 

oo 

^( s ) ru ) = 2 

1 

该式等号右边的级数是收敛的.因为被积函数是非负的，所以由莱维收敛定理（定理 10.25) 可 

CO 

知，级数几乎处处收敛于一个在区间[0, + oo ) 上勒贝格可积的和函数，而且 


(G)rG) = 2 

«=i 

但是 如果工 >0，则有0<6^<1，因此 

oo 

71 = 1 

此级数是一个几何级数.因此有 

OO 

E 


nx 一广1 d 工 


e j : 




e 


1- e - " e x — 1 


e~ njr x i_1 


x 


广 l 


— 1 


在 [0, + oo ) 上几乎处处成立，实际上是除了 0点以外处处成立，所以有 


力）厂(5) 


s 

1 


dx 


e x 


x 


o e x 一 1 


dx . 


10. 14 可测函数 

在一个区间 J 上勒贝格可积的每一个函数/在 I 上几乎处处是某个阶梯函数序列的极限函 
数，然而它的逆命题是不成立的 • 例如，常值函数 /=1 是实线 R 上的阶梯函数的极限函数， 
但是此函数并不在 L ( R ) 内.因此，阶梯函数的极限函数类比勒贝格可积函数类要大 • 这个较 
大的类中的函数称为可测函数. 

定义 10.34 —个定义在 J 上的函数/在 I 上称为可测函数，并记为 / eM ( D ， 如果在1 

上存在一个阶梯函数序列 { S n } 使得 

\ims n (x) = f{x) a , e . 于[ 

注如果/在 I 上可测，那么/在 J 的任意一个子区间上 可测. 
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如我们已经注意到的， L ( D 内的每一个函数都是 I 上的可测函数，但是逆命题不成立.下 
面这个定理提供了一个部分的逆命题. 

定理 10.35 如果 / eM ( J )， 且对于 L ( l ) 内的某个砟负函数 g 在 J 上几乎处处有 | fix ) | < 
g { x ), 则 / eui ). 

证明 有一个阶梯函数序列使得在 J 上几乎处处有 — 现在可以应用 

定理 10. 30推出 / eL ( I ). ■ 

推论1如果且 | /丨则 /6 UI ). 

推论 2 如果函数/在有界区间 I 上可测且有界，则 / eixi ). 

可测函数进一步 H 的性质将在下面的定理中给出. 

定理 10.36 设史是一个在 R 2 上连续的实值函数，若且 g € M ( D ， 在 J 上用 

等式 

hXx) = 炉 [/(x) ， g ( 工 ) ] 

定义 A ， 则 / iGJVf ( J ). 特别地， f+gy f • g ， 丨/1， max (/, g) f min ( f , 尽）都在 MXJ ) 内. 
并且，如果在 J 上几乎处处有 /(x) 參 0 ， 则也有 l // eM ( D . 

证明 设和 U „} 表示在 J 上几乎处处有/和 g 的阶梯函数序列，那么函数= 
u 是阶梯函数，且在/上几乎处处有、因此， heMu \ ■ 

下一个定理表明函数类 M ( J ) 不能通过取 M ( J ) 中的函数的极限来 扩大. 

定理 10.37 设/在 J 上定义，并假定{/„}是 J 上的一个可测函數序列，使得在 J 上几乎 
处处有 / n ( d — /(工），则/在 I 上是可测的 • 

证明在 L ( JT ) 内任意选取一个正函数 g ， 例如，对于 I 内的一切 x 取 g (> r ) = l/(l + x 2 ). 
对于 J 内的工，设 

r ? ， __、 — _/*n (工） 


F„(x) = g(x) 


1 +1 /„( x ) 丨， 


则在 z 上几乎处处有 


F rt (x) 


g(x)fix) 


l+i fix) r 

设 J FCr )= g (： j ：)/ Cr )/{ l + I fix) I }. 因为每一个兄在了上都是可测的，并且对于一切工都有 
| F„U) | < g ( x ) ,所以定理10.35表明每一个巧€以1).并且对于 J 内的一切 $ 都有 I FU ) 1 < 
g { x ), 所以由定理 10. 30, FeL ( J ), 从而 FeM ( I ). 现在，对于 J 内的一切 X 都有 


I /( 工 ) 


f ( x ){ g u )-\ fu ) 丨> =/⑴ 〆 工）卜 rprT ^ n 广 


F(x) f 


所以 


f ⑴- F(x) 一 

nx) ~ g (x)-\ fu) r 

因而 / eM ( I ), 因为 F ， 发和 I F I 当中的每一个都在 M ( I ) 中，而且对于 J 内的一切 I 都有 

g (x ) — | Fix) I >0. ■ 

注不可测的函数是存在的，但是上面的定理表明构造一个不可测函数并不容易•通 
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常应用于可测函数的分析运算都生成可测函数.因此，我们实际遇到的每一个函数都 
[2801 是可测 函数， （非可测函数的一个例子见练习 10. 37.) 

10. 15由勒贝格积分定义的函数的 连续链 

设/是定义在 R 2 的一个形如 xxy 的子集上的二元实值函数，其中 X 与 Y 都是 R 的一般 
的子区间.在分析中很多函数以 

F ( y ) = f { x <, y ) Ax . 

J x 

这种积分形式出现.我们将介绍三个定理，分别讨论被积函数/与积分定义的函数 i 7 在连续 
性、可微性及可积性方面的联系.下面第一个定理是关于连续性的. 

定理 10.38 设 X 与 Y 是 R 的两个子区间，/是定义在 X X Y 上的函数，它满足以下 

条件： 

a ) 对 y 中的每一个固定的: y ， 在 X 上由等式 

/，(工）= fix ^ y ) 

定义的函数 f y 在 X 上是可测的. 

b ) 在 L ( X ) 内存在一个非负函数 g ， 使得对于 Y 内的每一个都有 

I fix ， y 、 l < g ( x ) a . e •于 X . 

c ) 对 Y 中的每一个固定的: y 有 

lim /( x ,^) = /( x ，_ y ) a . e •于 X . 

I ” 
m 

于是勒贝格积分 /(: r ，： y ) dr 对于 Y 中的每一个： y 都存在，而且由等式 

J x 

■ 

F(y) = / (jcjy)dx 

J X 

定义的函数 F 在 Y 上连续.也就是说，如果 yGY ， 我们就能得到 

m /n 

lim f(x f t)dx = lim/ (: r ，，） cLr. 

t—yj x J X t^y 

证明因为在 x 上可测并且在 X 上几乎处处受 l (; o 内的一个非负函数#控制，所以由 

*% 

定理 10. 35可知八 e L ( x ) .换句话说，勒贝格积分 /(: r ，： y ) dr 对于 Y 内的每一个 y 存在 • 

J X 

现在，在 y 内选取一个固定的并设{乂,}是 y 内任意一个使】>的 点列. 我们将证明 
|281| limfX %) = F ( y ). 设 G „( x ) = fix <, y H ) ，每个 6 L ( X ) 及 （ c ) 表明 G „( x ) — fix ，: y ) a . e . 于 X . 

注意 H %) = f G „ (: r ) dr . 因为 ( b ) 成立，所以勒贝格控制收敛定理表明序列 $(%)} 收敛，并且有 

J X 

iimF(^«) = f ( x ^ y)dx = F ( y ). ■ 

n* ^ J x 

■+oo 

例 1 伽马函数 r ( y ) = e ^ x y ~ x dx 对于每一个 3 ； > 0 的连续性 * 对于 X = [ 0 , +⑺）， 

Jo 

Y = ( 0 , + 00 ) 应用定理 10. 38. 对于每一个 : y > 0,被积函数作为的函数在 X 上是几乎处处连 





勒贝格积分 


231 


g (工） 


续的（因而是可测的），所以 U ) 成立.对每一个固定的 x > 0,被积函数作为^的函数在 Y 上是连 
续的，所以 （ C ) 成立.最后我们来验证 ( b ) ，不是在 y 上，而是在每个紧子区间 [ a ，6] 上，0 < a < b . 
对于!>，«内的每一个 >被积函数被函数 

:旷 1 当0 < X < 1， 

M^ xn 当 a ： > 1， 

所控制，其中 M 是某个正常数.由定理 10.18, g 在 X 上是勒贝格可积的，所以由定理 10.38 
可知 r 在 U ，6] 上是连 续的. 但是因为此结果对于每一个子区间都成立，由此可知厂在1^ = 
(0， + oo ) 上是连续的. 

例2 函数 


F ( y ) 


S1T1J ： 


dx 


对于: y>0 的连续性. 在这个例子中，当工 =0 时，商式 (sinx)/:c 用 1 来代 替 . 设叉 =[0 ，十⑺）， 
7=(0 ， +°°) ，定理 10. 38 的条件 (a) 和 （ c) 得到满足 . 像在例 1 中一样，我们在每一个子区间 
y a = [a , +oo)( a >0 ) 上验证 （ b). 因为丨 （ sinx)/:c 丨 <1 ,所以对于 :i:>0 被积函数在上被 

函数 

g(x) = e - 01 

控制. 因为 g 在X上是勒贝格可积的，所以1"在 Y a 上对于每一个 a>0 连续； 因此厂在1^= 
(0， +oo) 上连续. 

为了说明勒贝格控制收敛定理的另一个用途，我们将证明当 : V— + °° 时 F (:V)— 0. 

设 {%} 是任意一个递增的实数序列，满足条件且当 00 时％ - ► + 00. 我们将要 
证明当 w—oo 时 F (: y„)—0. 对于 x>0 设 

― sinx 


fnix ) 


x 


于是在 [0 ， +°°) 上几乎处处有 ( 工 ） = 0 ，实际上，除 0 之外，对一切： r 都有此结果 

«-»00 

现在， 

% > 1 蕴涵 I /„ U ) I < 对于一切 Z 彡 0. 

并且每一个 / n 对于每一个6>0在[0， 6] 上都是黎曼可积的，而且 


I fn 


dx 〈 1_ 


r 

因此，由定理 10. 33 可知 /„ 在 [0 ， +OC) 上是勒贝格可积的 . 因为序列 {/„} 被在 [0 ， +oo ) 上 


勒贝格可积的函数容 ( 工 ) 




e 


^ x 


控制，所以由勒贝格控制收敛定理可知序列 

-oo p-foo 

fn = lim/ n = 0, 

Jo 


f n ) 收敛，而且 


但是 =f (%)， 所以当 


时 — 因此，当 y 


时 F (； y ) 0. 


注在下面的许多资料中，有时需要处理涉及商式 （ sinx)/:c 的积分 • 当 x = 0 时，把 
这个商式理解为用 1 来代替 • 类似地，如果遇到的是形如 （ sinj ：： y)/x 的商式，则当 
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x = 0 时，我们把这个商式理解为用它在: c —0 时的极限3/来代替.更一般地，如果处 
理的一个被积函数在积分区间内的某些孤立点上有可去间断点，我们约定，这些间断 
点是“可以被去掉的”，所用的方法是在这些例外的点上重新定义被积函数.在被积函 
数没有定义的点上，我们认为被积函数的值为 0. 

10. 16积分号下的微分法 

定理 10.39 设 X 与 Y 是 R 的两个子区间，/是定义在 XXY 上的一个函数，它满足以下 
条件： 

a ) 对于 Y 内的每一个固定的: y ，由等式 / y ( x ) =/( x ， ： y ) 在 X 上定义的函数/,在 X 上是 
可测的，并且对于 Y 内的某个 a 有/«€乙（；0* 

b ) 对于 XXY 的每一个内点（: c ， 3；)，偏导数 D 2 / Cc ， y ) 存在 • 

C ) 在 L ( X ) 内存在一个非负函数 G 使得对于 XXY 的全部内点有 

丨 D 2 /( x ， y ) |< G ( x ), • 

那么勒贝格积分 f ( x , y ) dx 对于 Y 内的每一个 y 存在，而且由 

J x 

F(y) ― ^f(x^y)dx 

定义的函数 F 在 Y 的每一个内点处是可微的.此外，它的导数由公式 

F f (y) = D 2 f(jo,y)dx 
J x 

给出. 

注 通常说导数 F ' (: y ) 是用积分号下的微分法得到的. 

证明 我们首先对于 XXY 的全部内点 Oc ， 建立不等式 

I fyix ) t^l / a ( x ) | + | : y — a I G ( x ). (23) 

由中值定理可知 

/(x ， 3/) —/( j ：, a ) — (;y — a)D 2 /(x ， c) ， 

其中 c 位于 a 和 5 之间 . 因为 I D 2 /( x , c) I <G(x), 这蕴涵 

I fix^y') I ^ I /(x,a) | + | y — a \ G(x) y 

这就证明了 （23) 式.因为 /, 在 X 上是可测的，而且在 X 上几乎处处受 L ( X ) 内的一个非负函数 

% 

控制，所以由定理 10.35 可知 /, 6 L(X). 换句话说，积分 /U ，： y)dz ： 对于 Y 内的每一个 : y 

j x 


存在. 

现在，在 Y 内任取一个点列使得每一个但是 lin ^„ = ： y . 在 X上用等式 

/、 /( 工， y «) — /( 工， y ) 

yn~ y 

定义一个函数序列{%}•于是％并且在 X的每一个内点处有 D 2 /( j :，：y) •按 
照中值定理我们有 lU) = D 2 /(x，c n ), 其中 c „ 介于 3U 和: y 之间.因此，由 （c)， 在X上几乎 
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处处有 I g «( x ) | < G ( x ). 勒贝格控制收敛定理表明序列 收敛，积分 D 2 /( x ，： y ) dx 存 

U x ) J x 


在，而且 


lim q n = lim ^ = D 2 /( x ，： y ) d : r , 

^-►ooj X J X J X 


但是 


qn 
J X 


y n — yj x 


{/( jo , y n ) — f ( x , y)}dx 


Fiy n ) — F ( y ) 
y n — y 


因为最后这个商式对于一切序列趋向于一个极限，由此可知存在，且有 


F f ( y ) — lim q 


D z f{x^y)dx. 


例1伽马函数的导数.导数尸 (30 对于每一个: y >0 存在，并且由积分 

r+oo 

r'iy) — e~ x x^ l \ogxdx 
Jo 

给出，该积分通过对 r (: V )的积分表达式进行积分号下的微分得到.这是定理 10.39 的一个推 
论，因为对于 [ a ，6](0< a <6) 内的每一个 > 偏导数 D 2 ( 厂〜厂 1 ) 几乎处处受一个在 [0 ， 
+ 00) 上可积的函数 g 控制.事实上， 

DzCe ^ x ^ 1 ) = -^-( e ^ x ^ 1 ) = logo : 当 x > 0， 

3 y 

所以，如果则偏导数受函数 

x a ~ l I logj ： i 当 0 < J ： < 1 ， 
g(x) = ^ MeT x/2 当 i > 1 ， 

.0 当 x = 0 ， 

控制（除了 0 点之外），其中 M 是某个正常数.读者可以很容易地验证 g 在[0, + OC ) 上是勒贝 

格可积的. 

例2 求积分 


g(x) = ^ Me~ x, 


F(v) 


e 一巧 

x 


的值.应用定理 10. 39可得， 


F \ y ) 


e _x> sinardx 当 ： y > 0. 


(像在例1中一样，我们在每一个区间八== U ，+ oo )( a >0) 上证明这个结果 •） 在这个例子中， 

黎曼积分 re - usimdi 可以用初等微积分的方法计算（用两次分部积分) • 对于一切实数 J 有 
Jo 

IV， sinxdx = e^(-y S in6-cos6) + 1 , (24) 


1 + y 


1 +， 


令 6—+ oo ， 可得 


e~ xy sinxdr = - ~:— f 当： y > 0 

1 +y 
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因此，当^>0时有 〆 ( y ) = _ i /( i + y ). 对这个等式积分可得 

[y At 

Fiy) — F(b) =— — ~ T = arctanfe — arctany , 对于： y 〉 0,6 > 0 . 

J & 1 十 i 

现在令 6 — + 00 ，则 arc tan 6 — 兀 /2 ， F(6)—0 ( 见第 10. 15 节例 2 )，所以 PX 3 O =tt/ 2 — arctany. 
换句话说，我们有 


e~ xy — arctany ， 当： y 〉 0. 

x L 


(25) 


如果 y = 0, 该等式依然成立，即有公式 


siru : 


0 I dx = T . 


(26) 


然而，不能在 （25) 式中令 : y = 0 推出此结果，因为我们并没有证明 F 在0点连续.事实上， 
[2851 (26) 式中的积分作为反常黎曼积分存在.作为勒贝格积分它是不存在的.（见练习 10. 9). 

例3公式 


— dx = lim —dx = ^ 


0 X 


的证明.设是对于一切实数^由等式 

gn ( y ) 


—dx 
x 


(27) 


定义的函数序列.首先我们注意当 n — 0,因为 


I gn ( n ) |< e _OT dx 


n 


现在对 (27) 式微分并运用 （24) 式可得 


仏) =-}； e-sinxdx =- 〜卞;广) + 1 ， 

这是一个对于一切实数: y 都成立的等式.这表明对于一切都有 ^(: v )—— i /( i + y )， 而且 

I g ： Cy ) j < e - y ( 0 ) + i 对于一切: y > 0 . 

因而由 

以叫0当 

定义的函数/„在[0, + oo ) 上是勒贝格可积的，而且它受非负函数 

,、 e _y (y + l) + l 
心 )= -^+y — 

控制. g 在[0, + oo ) 上也是勒贝格可积的.因为在[0, +00)上/„(3；) — — l/(l + y )， 所以由 
勒贝格控制收敛定理可得 


g *(》） 


lim f n 


1 + y 


但是我们有 
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10. 17 交换积分次序 

定理 10.40 设 x 和 y 是 r 的两个子区间，々是一个在 xxy 上定义的连续且有界的函 

数，譬如 

I k(j ,y) | < M 对于 X X Y 内的一切 0 ，： y). 

假定 /6 1 AX ). ^ e . L ( Y ). 则有 

/* 

a) 对于 V" 内的每个 v • 勒 贝格积分 / (./.)/:(.* 存在，而且在 7 上由等式 

、 J \ " 

F( v) — f (.r)k(x ^y)dx 

定义的函教 f 在 y 上连续 . 

1)) 对于 X 内的每个 x ， 勒贝格积分 g(y)k(x ^y)dy 存在，而且在 X 上由等式 

J r 

r 

Gix) — giy)k(x^y)dy 
J y 

定义的函数 G 在 X 上连续 . 

n* /• 

c) 尽 （ 30 F( 3 ； )d 3 ； 和 f(x)GU)dx 这两个勒贝格积分都存在而且相等.即 
J y J x 

j* ^ f* —* p C — 

/( x ) g(y)k(x f y)dy dx — g(y) f(x^>k(x 9 y)dx (28) 

« X ^ ^ V — V —fcX J 

证明对于 Y 内的每个固定的: V ， 设八 ： y )， 则八在 X 上可测而且满足 
不等式 

| f y (, x ) | = I f ( x ) kCxyy ) 1 ^ M j fix ) I 对于 X " 内的一切 x . 

而且，因为々在 XXY 上连续，所以有 

lim / ( x ) k ( x ^ t ) = f ( x ) k ( x f y ) 对于 X 内的一切 x . 

因而，从定理 10. 38可以推出 U ). 用类似的讨论可以证明 （ b ). 
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现在乘积 /. G 在 X 上可测，而且满足不等式 

I /(x)G(x) |<| fix) I I g(y) I I k(x,y) I dy<M’ ！ /(x) ! ， 

J v 

m 

其中 M ' = M [ giy ) \ dy . 由定理 10. 35 可知 / • G € UX ). 用类似的讨论可以证明 g * FG 

J y 


L ( Y ). 

接下来证明 （28) 式.首先我们注意，如果 / 和 g 都是阶梯函数，则 （28) 式成立.在这种情况 
下，/和 g 在一个紧区间的外部都是0,所以它们每一个在那个区间上都是黎曼可积的，于是 (28) 
式是定理 7. 42的一个直接推论. 

现在我们使用定理 10. 19( b ) 用阶梯函数逼近/和如果给定了 e >0, 则有阶梯函数 s 与 
t 使得 


所以有 


其中 

丨 A ] | 

我们还有 


其中 


因而有 


其中 


I f—s | < e, I g — t\ < 


/ -G 


• G + A ! ， 


(29) 


(/- 5 > - G 




I f—s I I g(y) I I k(x 9 y) I dy < eM | g 


所以 （29) 式变为 


类似地可得 


G(x) 


茗（: y ) 是（: r ，： y ) d：y 


t(y)k(x^y)dy + A 2 ， 


[ A 2 [ 


(g — t)kix^y)dy 


^ M I g — t j <1 eM. 


G 


(x) 


A3 


^2 


(x)dx 


t(y)k(x $ y)dy^ 


<eMj 


dx + A 3 ， 


X 


<eM {| s-f\ + \ f\}<e 2 M + eM\ 1/1 ， 


/•G 


(jo) t(y)k(jc^y)dy dx + Ai + A 3 . 
-J y J 


(30) 


g 9 F = \ t(y) 


(x)k(xjy)dx 


dy + By + B 3 ， 


(31) 


其中 
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1 B 】 丨<叫又丨 / | ， 1 压 |<eM|y h |<e 2 M+eMj^ | g | . 

但是 （30) 式和 （31) 式右边的累次积分是相等的，所以有 

/ * G — * F ^ | A ] | + | A 3 | + 1 | + | JB 3 I <C 2 e 2 M + 2 eM | I / 1 + I S 

J X JY 

* 广 

因为此式对于每一个£>0成立，所以有/ • g - F ， 这正是所要证明的结 论. 

J x J y 

注 定理 10.40 的一个更一般的说法将在第 15 章用二重积分来证明（见定理 H 6.) 


10. 18 实线上的可测集 

定义 10. 41给定 R 的任一非空子集 S •由 


Xs ( x ) 


当 ： r e s ， 

当 j ： G R 一 S 


定义的函数 h 称为 S 的特征函数，如果 S 是空集，则对于一切 X 定义 Xs ( x )=0_ 

定理 10 . 42 设 R=( — oo ， + 00 )，则有 

a ) 如果 S 的测度为0,则6 6 L ( R ) 且1^5 = 0, 

m 

b ) 如果 Xs 6 L ( R ) 且 l = 0 ，则 s 的测度为 0. 

J R 

证明 （ a ) 的结论可以由在定理 10. 20中取 得出. 为了证明 （ b )， 对于一 切”设 /"= 
Xs ， 则有 I / n I 所以 

Sj R I /" 1= S{ R Xs = 0. 

„=1 J R n^l JK 

OO 

按照关于绝对收敛级数的莱维定理，由此可知级数在 R 上除了一个测度为 0 的集合了 

n= 1 

之外处处收敛.如果工 e S ， 则该级数不可能收敛，因为每一项都是 1. 如果^冬 S ， 则该级数收敛， 
因为每一项都是 0. 于是 T = S ， 所以 S 的测度为 0. ■ 

定义10,43 R 的一个子集 S 称为可测集，如果它的特征函数 Zs 是可测 函数. 此外’如果 

Xs 在 R 上是勒贝格可积的，则集合 S 的测度 〆 S ) 由等式 

_ 

户( 5 ) = . R Xs 

定义.如果 Xs 是可测的但在 R 上不是勒贝格可积的，则定义 〆 S ) = + oo . 如此定义的函数户 

称为勒贝格测度. 

例 

1. 定理 10. 42表明，零测度集 s 是可测的，而且 〆 S )=0. 

2. 每一个区间 1( 有界的或无界的）都是可 测的. 如果 J 是端点为的有界区间，则 
fAD = b — a . 如果 J 是无界区间，则 〆I ) = + QO . 
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3 . 如果 A 和 B 都是可测的，而且则有 〆 A )<^( B ). 

定理 10.44 a ) 如果 S 与了 都是可测的，则 S —了 也是可测的. 

oo oo 

b ) 如果 Si ， s 2 ， …都是可测的，则 u &与 n 也都是可测的. 


证明 


则有 


为了证明 （ a )， 我们注意到 S — 了的特征函数是 h — 为了证明 （ b )， 设 

n m oo oo 

= |^J S ( j = 门 S z ， U = Si f V — |^| S ( . 

I = 1 i —1 i— 1 i= 1 


Xv n = rmix ( Xs x ，…， Xs n )， Xv n = min ( Xs ]，•••，％&)， 

所以和％每一个都是可测的.而且 Xv = HmZv . 所以 1/ 和 V 都是可测的. ■ 

” 一 f|—►oo 

定理 10.45 如果 A 和 B 是不相交的可测集，则有 

^(A U B ) - ^( A ) +"( B ). (32) 

证明 i 5 S = AUB . 因为 A 和 B 是不相交的，所以有 

Xs = Xa+Xb. 


假设 Xs 是可积的.因为 h 和 h 都是可测的并且满足 

0 ^ Xa (x) ^ Xs (x) » 0 ^ Xb ( x ) ^ Xs ( x ) 对于一切 x ， 

所以定理 10. 35表明 h 和 h 都是可积的.于是可得 

■ 广产 

〆$) = Xs = Xa + Xb = " (A) +/AB). 

K v K */ R 

在这种情况下 （ 3 2 ) 式成立，等号两边都是苟限的. 

如果 X.s +足町积的，则 X 、与 h 中至少奋一个不是可积的.在这种情况下 （32) 式成立， 

等4两边都是 无穷. ■ 

可以用归纳法证明定理 10.45 的下述推广. 

定理 10. 46 如果 { Ai ， …， A „} 是一个有限的不相交可测集族，则有 

"(Cl 八) = 

* = 1 1 — 1 


注这个性质可描述为勒贝格测度是有限可加的.在下面一个定理中我们将证 明：勒 
贝格测度是可数可加的. 

定理 10.47 如果 { A " A 2 ，•••} 是一个可数的不相交可测集族，则有 

U ^0 = （33) 

i=^ 1 i=l 

证明 设 = A :. 因为; /是有限可加的，所以对于每一个 ”都有 

I = 1 * = 1 

n 

/^ iT n ) = )• 
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我们将证明当 n — oo 时 〆 注意有 〆 丁„)<户（7\ +1 )，所以{"(乃）}是一个递增 
序列. 

考虑两种情况.如果 〆 了)是有限的，则; CT 和每 一个厶 都是可积的.而且，序列{ 〆 ^)} 
是以 〆 了)为上界的，所以该序列 收敛. 按照勒贝格控制收敛定理， ^( T „)-^( T ). 

如果 〆 T ) = + oo , 则; Cr 不是可 积的. 由定理 10.24 可知，要么有某个 L 不是可积的， 
要么每一个 L 都是可积的，但 〆 : r „)—+ oo . 在每一种情况下（ 33 )式都成立，等号两边都是 
无穷. ■ 

为了进一步研究测度论及其与积分的关系，读者可以参阅本章末尾所列的参考文献. 

10.19 在 R 的任意子集上的勒贝格积分 


定义 10.48 设/在 R 的一个可测子集 S 上定义 • 在 R 上定义一个新的函数/ 如下: 


/(工）= 


/( 工) 
0 


当 x 6 S ， 

当 x 6 R — S . 


如果/在 R 上是勒贝格可积的，我们就说/在 S 上是勒贝格可积的，并记为/在 S 
上的积分由等式 




定义. 

由这个定义立即可得下列 性质： 

如果 /eus )， 则对于 s 的每一 个子集 t 有 /eur). 

如果 S 的测度是有限的，则 〆 S ) = 1. 

J S 

下面一个定理描述了勒贝格积分的一种可数可加性，它的证明作为练习留给读者. 

OQ 

定理 10. 49 设 { A! ， Ag ，… } 是 R 内的一个可数的不相交集族，并设* S = U 人_设/在 

*= 1 

S 上有定义. 

a ) 如果 /6 L ( S )， 则对于每个/都有 / GL ( A f )， 而且 



b ) 如果对于每个 z •都有 /6 IXA ;)， 而且 （ a ) 中的级数收敛，则 /€： L ( S )， 而且 （ a ) 中的等 
式成立. 


10.20 复值函数的勒贝格积分 

如果/是定义在一个区间 I 上的复值函数，则/=« +匕，其中 W 和 D 是实值函数.我们说 
/在 I 上是勒贝格可积的，如果 t / 和 P 二者在 I 上都是勒贝格可积的，并定义 
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类似地，/称为在 I 上可测，如果 m 和^二者都在 M ( D 内. 

容易验证复值可测函数的和及乘积也是可测的.此外，因为 

I / != U 2 + t ； 2 ) 1/2 ， 

所以定理 10. 36表明，如果/是可测的，则|/丨也是可测的. 

实值函数的勒贝格积分的许多定理都可以推广到复值函数.然而，我们不准备讨论这些推 
广，因为在任何具体的情况下，把函数写为 /=“+ b 的形式并对《和^应用已有的定理通常 

[2921 就足够了.唯一需要明确叙述的结果是下述定理. 

定理 10.50 如果一个复值函数/在 J 上是勒贝格可积的，则 l / leiXJ )， 且有 

/* 

f < I /I • 

J I J I 

证明记 /=“ + b . 因为/是可测的，且|/1<丨《1 +丨1丨，所以定理 10. 35表明 

I / I eui). 

设 a = [/，则 a = W ，其中 r = U | . 我们希望证明/|/| .设 
J r J 1 

( e ^ 当 r >0 
b = • 

U 当 r =0. 

则 |6| =1 且 r = / = 6/. 现在把 6/ 写为 6/ = 1/ + ^ ，其中 L 7 和 V 是实的，则有 

J I J I 


bf = Jy ， 因为 j 户/是 实的. 由此可得 


r = bf = U ^ ! U 

J 1 J i J / 


\ bf \ = 




10,21 内积与范数 

本节介绍 内积与范数， 它们是在傅里叶级数理论中起重要作用的 概念. 傅里叶级数理论将 
在第11章中讨论. 

定义 10.51 设/与 g 是 L ( I ) 内的两个实值函数，它们的乘积 /• g 也在 L ( D 内.于是积分 

f (x)g(x)dx ( 34 ) 

J i 

称为 / 与 g 的内积，并用（/， g ) 表示.如果则非负教（/，/) 1/2 (用 II / II 表示）称 
为 f 的 L 2 范数. 

注 (34) 中的积分很像定义两个向量 X 二 （ a ，…， j ：„) 与：(: y " …，％)的点积的和 
(34) 中的函数值 /( x ) 和 g (工）充当分量々和: y * ，而积分代替求和* /的 L 2 

k =\ 

范数类似于一个向量的长度. 

下面的走理给出中的函数有 L 2 范数的一个充分条件. 

定理 10.52 如果 / eui ) 且/在 j 上几乎处处有界，则 

证明因为 /6 IXJ )， 所以/在 J 上可测，从而/在 J 上可测且在1上几乎处处满足不 
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等式 | / U ) 丨 2 < M | /( x ) | ，其中 M 是 | /|的一个上界.由定理10.35可得/6以1)._ 
10.22 平方可积函数集合 L 2 (/) 

定义 10. 53 我们用 L 2 a ) 表示由所有在 J 上使 / 2 eL ( I ) 的实值可测函数/组成的 集合. 
L 2 ( J ) 中的函数称为是平方可积的. 

注集合 l 2 ( i ) 既不比 l ( i ) 大，也不比 La ) 小. 例如，由 

fix ) = x~ 1/z 对于 0< a ：< l ， /(0) — 0, 

给出的函数在 L ([0, 1]) 内，但是不在 L 2 ([0，1]) 内.类似地，对于定义的函 
数容(工）= 1/ x 在 JL 2 ([1 ，+°°))内，但是不在 L ([ l ， 十⑺））内. 

定理 10. 54 如果 /6 L 2 ( J ) 且 g € L 2 ( J )， 则 /• 发且对于每一个实数 a 和6都有 
(. af ~\~ bg ) ^ L 2 ( /). 

证明/与 g 二者都是可测的，所以/ •尽因为 

| /( x ) g ( x )1< /!(£ l ±^>, 

所以由定理 10 . 35可知 /• geui ). 也有 U /+6 g ) eM ( D 及 

(af + bgY = a 2 f 2 + 2 abf • g b 2 g 2 , 

所以 U /+6 g ) GL 2 ( I ). ■ 

这样，内积 (/， g ) 对于 L 2 ( D 内的每一对函数 / 与 g 就都有 定义. 内积和范数的基本性质 

在下面这个定理中叙述. 

定理 10.55 如果/，容与/ I 都在 L 2 U ) 内， c 是实数，则有 

a ) (/, — /) 交换性 

b ) ( f~\~gy A ) = (/, A ) 线性 

c ) ( c /, g )= c (/， g ) 结合性 

d ) !| c / || = I c I || / I ! 齐性 

e ) I (/， g ) I < II / II \\ g II 柯西-施瓦茨不等式 

f ) II /+ gll < ll/li + || g || 三角不等式 

证明从 ( a ) 到 （ d ) 这几部分都是定义的直接 推论. （ e ) 这部分可以立即从不等式 

| fix^giy') — g(x)fCy) | 2 d^l dx > 0 
J / LJ / 」 

推出. 为了证明 （ D ， 可以利用 ( e ) 以及关系式 

II /+ g II 2 = </+ gyf + = (/ »/) + 2(/,g-) + (g,g) = || / || 2 + || g || 2 +2(/ ，总 ). ■ 

注可以把内积的概念推广到满足条件丨/丨 eL 2 ( J ) 的复值函数 /. 在这种情况下， 

(/， g ) 由等式 

( f ， g )= /(工） g ( jo)dx 

^ / 

定义，函数上方的横线表示共轭复数.引进共扼复数是为了使/与它自身的内积是一 
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个非负的量，即（/，/)= ^丨/ I 2 ./的 L 2 范数与以前一样，是 II/H - (/,/) 1/2 . 

定理 10. 55对于复值函数也成立，只是对于 ( a ) 必须用 

(35) 

进行修改.这蕴涵对于 （ b ) 有下述相应的 结果： 

(/，g 十 九）=(尺 + / i ，/) = ( g ，/) + (/ i ，/) = (/ » g ) + (/ »/ i ). 

在 （ C ) 和 （ d ) 中，常数 C 可以是复数.从 （ C ) 和 （35) 式可得 

( f “ g )= C ( fyg ). 

柯西-施瓦茨不等式和三角不等式对于复值函数也成立 • 

10.23 集合 L 2 (/) 作为一个半度置空间 

在定义 3.32 中，一个度量空间是一个集合 T 连同一个在 TXT 上定义的非负函数 d ， 该 
函数对于丁内的一切点工，： y ， z 满足下列性质： 

1. d(x , jc )= 0 . 2. d(xt 3?)〉0当 X 9^： y . 

3. d { x , y )= d ( y , x ). 4. dCx , : y )< c /( x ， z )+ d ( z , y ). 

我们尝试一下用等式 '* 

/ 「 \ V2 

d ( f , g ) = ii f - g \\ = ( I f-g r ) 

在同属于 l 2 ( i ) 的两个任意的复值函数之间定义 距离以 /，尽），从而把 L 2 a ) 转化成为一个度 
量空间 • 函数 c /(/， g ) 满足性质1、3和4,但是不满足性质 2. 如果/ 与# 是 L 2 ( J ) 内的两个 
仅在一个非空的零测度集上不同的函数，则/关心但是在/上几乎处处有/一£： = 0,所以 
d (/， g ") 

满足1、3和4但是不满足2的函数 d 称为一个半度量.集合 L 2 ( J ) 连同半度量 d —起， 
称为一个半度量空间* 

10.24 关于/_ 2 (/>内的函数级数的一个收敛定理 

下面这个收敛定理类似于关于级数的莱维定理(定理 10. 26). 

定理 10.56 设 { g „} SL 2 ( U 内的一个函数序列，使得级数 

2 ii II 

1 

收敛，则函数级数在 J 上几 乎处处收敛到 LHI ) 内的一个函数 g ， 而且有 

f ! — I 

|| g || lim 2^ < 2 11 莒* " . (36) 

证明设 M = |] || || . 由推广到有限和的三角不等式可得 
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这蕴涵 


如果: J ， 设 


( 2 i I ) dx = 2 1 


gk 


^ M 2 


(37) 


/„( x ) = ( 2] I g k ( x ) s ) * 


序列 {/,} 是递增的，每个八 6 L (/)( 因为每个心 G L 2 ( D )， 而且 （37) 式表明 /„< Af . 因此序 


列收敛.按照关于序列的莱维定理（定理 10. 24) , L (7) 内有一个函数/使得在 J 上几乎处 
处有/« - /，而且 

[/ = lim /” < M 2 . 

J J rt^ooj / 

(y ； 

因此级数在 I 上几乎处处绝对收敛.在使下式中的极限存在的那些点上设 

k-\ 

n 

g(jo) = lim ， 

并设 


k ^\ 

则每个 G „ eL ( J )， 且在 I 上几乎处处有 G „( x )— I gCr ) I 2 . 并且 

G „( x ) ^ /„( x ) ^ fix ) a . e . 于 /• 

因此，按照勒贝格控制收敛定理， | g | 2 eLa )， 且有 

1 贫 I 2 = lim G „. 

J / «-^ooJ J 

因为^是可测的，所以此式表明 g 6 L 2 a ). 而且，我们有 


j ； Gm ^ 

所以由 （38) 式 n 了得 


« 

Zj ^ 

k 1 



而由此式就可以推出 （ 3 6 ) 式. 


II g || 2 = lim 

n -*oo 




G n < /, < iVf , 

i J i 




(38) 



10.25 里斯-费希尔定理 

用我们刚刚证明了的收敛定理可以证明，半度量空间 L 2 ( J ) 中的每一个柯西序列都收敛于 
一个 L 2 ( J ) 内的函数.换句话说，半度量空间 L 2 ( D 是完备的.这个结果称为里斯-费希尔定 
理，它在傅里叶级数理论中发挥着重要的作用. 

定理 10.57 设 {/„} 是由 L 2 ( J ) 内的复值函数组成的一个柯西 序列. 就是说，假定对于每 
一个 e 〉0, 都有一个整数 JV 使得 
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II fm - fn II <£，只要 (39) 

于是在 L 2 ( J ) 中存在一个函数/使得 

lim || /„ — / II = 0. (40) 

71-^00 

证明重复使用 （39) 式可以得到一个递增的整数序列 n ( l )</ K 2)< …使得 

II fm — fn(k) II <C 只要 7W > ”( 是 ). 


设心=夂⑴，并对于々>2设心 =/„ w — fn(k~\) > 于是级数II A II收敛，因为它受 

k=l 


Wfn 


(1) 


2 II _ II < II fn(l) 11 + 2各 

k =\ L 


li Jn( 



控制. 每个仏 都在 L 2 ( J ) 内. 于是按照定理 10. 56,级数 仏在 J 上几乎处处收敛于 L 2 (D 内的 

71 — 1 

一个函数 /. 为了完成证明，我们将证明当 m— oo 时 || f m ~f\\ —0. 

为此，由三角不等式可得 

ll/ m -/ II < II /, - /»(，) II + II fnar - / II . (41) 

如果 m >« a )， 则上式右边的第一项小于1/2\为了估计第二项，我们注意到 


f ~ fn ( k ) = {/« ⑺一 fn ( r - l ) ) » 

r=kr\~l 

而且级数 II /„⑺一 f n ^v II 收敛.于是可以使用定理 10. 56的不等式 （36) 得到 

r=k+\ 

00 1 1 
II /—/«(*) II < 2 11 人 (r ) — (广” li < 2 = oft * 

r=*+l L L 

因此， （41) 式变成 

\\ fm ~ f II <.^T + ^T = 吾，当 是). 

因为当 A — 00 时 nC ^)-*" 00 » 所以这就表明当 m — 00 时 || f m ~ f \\ ~*0. 

注 在本定理的证明过程中我们证明了 L 2 ( J ) 内的每一个柯西函数序列 {/"} 都 有一个 
子序列在 J 上几乎处处点态收敛于 L 2 ( J ) 内的一个极限函数 /. 然而，并不能由此推 
出序列 {/„} 本身在 J 上几乎处处点态收敛于 /. (在 9. 13节叙述过一个反例 •） 虽然 
{/„} 在半度量空间 L 2 ( I ) 中收敛于/，但是这种收敛与点态收敛是不同的. 


练习 


上函数 

10. 1 证明 max (/， g) + min (/， g) 、 = /+g ， 而且 

max(/+ h^g^\~ h) = max(/ ， g) + 九， min (/ h^g-\~ h) = min (/ 9 g) + h. 

10.2 设 {/J 与 {g„} 是在一个区间 J 上递增的函数序，列.设 a n = max(/” ， g ”）， v n = minify 

a) 证明 U„} 和 {%} 在 J 上递增 _ 
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b ) 如果/ „ / / a * 己 于厂 g n g a . e . 于/, 证明 w / maxC /，^) a . e . 于 J 以及叫 / min (/, g ) a . e , 于 h 
10.3 设 {&} 是一个递增的阶梯函数序列，它在一个区间 I 上点态地收敛于一个极限函数 /. 如果 J 是无界的，而 

且在 J 上几乎处处有 / Cr ) 彡1，证明序列^发散. 

10,4本练习给出了在区间 J = [0, 1〕上的一个上函数/使得 一/€ LT ( J ) 的例子.设 { n , r 2 , …}表示在 
[0, 1] 内的有理数集合，并设 h = [ r n — 41, r „+4 i ] fU 当对某个《有工 e 八时设 /( x ) = 1，否则 
就设 /( i ) = 0. 

a ) 当 jtG L 时设/«( 1 ) = 1，当: r 茫/„时设 / rt ( x )=0， 并设^ 1 = maxC /〗 ，…， /„)_ 证明{、}是一个生成 
/的递增的阶梯函数序列.这表明 / et /( j ). 


b ) 证明 j /<2/3. 

c ) 如果一个阶梯函数5在 J 上满足不等式 Kx )<-/( x ), 证明在 J 上几乎处处有 5 ( x ) <-1 ，从而& 


d ) 假定一 /6 U ( D , 用 （ b ) 和 （ c ) 推出一个矛盾 • 

注： 在下列练习中，指定被积函数在无定义的点处的值为 0. 


收敛定理 


10. 5 


10. 6 


10. 7 


如果人 （: r ) = e — 虹一 2 e — 2nx ，证明 




/ n ( x)dr ^ 


2/«( x ) dx . 


验证下列 等式： 

log — dr = f ^ —dx = ^ 丄 
〕 1 - j: Jo n 71 ^ 

[ f ^ log ( i ) d ^ = § uTT ) 1 ip> 

证明关于黎曼积分的塔内里 （ Tannery ) 收敛 定理： 给定一个函数序列 {/d 和一个递增的实数序列丨 A } 使 


b ) 


n dx ~ 1. 


0). 


得当^时仏 oo t 假定 

a ) 对于每一个& / n — /—致于 [ a ， 6]_ 

b ) 对于每一个 人在 [ a ，6] 上都是黎曼可积的. 

c ) 在 [ a ，+ oo ) 上几乎处处有 | / n ( x ) | 其中 g 是非负的，且在 [ a ，+ oo ) 上是反常黎曼可 

积的. 


于是，/与丨/ I 在 [ a ， 十⑺）上都是反常黎曼可积的，序列 { fn } 收敛，而且 


10 . 8 


*+C<3 

m O 


/ (x)dx = 


lim f n ( x ) dx . 


d ) 利用塔内里定理证明 

lim [ ( 1 — — ) x p dx = e ~ s x p dx 9 当>一 1_ 

n—►ooj Q Tt % 0 

证明法图引 理：在 LU ) 内给定一个非负函数序列 {/„} 使得 （ a){/U 在 f 上几乎处处收敛于一个极限函数 

尸， 而且 （ b ) 对于某个 A > 0 和一切 n 都有人< A _ 于是极限函数 / 6 LU ) 并且/ < A . 

J I ^ 1 


注： 这里没有断定 { \ fn ] 收敛， （对照定理 10. 24. ) * 

，广 r 

提示：设私 （ 1 ) == infi/n ( jc ) ，/奸 1 ( x ) ，_•• } ，则 g ”/^/ e * 于 f 且 ^ /”< A ，所以 lim g n 存在且 < A ， 

J I J S I 
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现在应用定理 10. 24. 

反常黎曼积分 

10. 9 a ) 如果1，证明积分作为反常黎曼积分和勒贝格积分都存在. 提示： 用分部积分法. 

J 1 

b ) 如果0</><1，证明 （ a ) 中的积分作为反常黎曼积分存在，但是作为勒贝格积分不存在.提 示：设 




fx 当 对于《=1，2，_"， 

0 其他， 


并证明 


x ^ sinx 


dr > g(x)dx ^ T"- 


10. 10 a ) 用三角恒等式 sm2x = 2 siaxcos:c 及公式 （ siru：)/:cdr = jt /2 证明 


b ) 在 （ a ) 中用分部积分法推导出公式 


sinrcosj ： 」 k 

- dr =— 

o jo 4 


o x L 


c ) 用恒等式 sin 2 o ：+ cos 2 jt ：= 1 及 （ b ) 的结果推导出 


d ) 用 （ c ) 的结果推导出 


"^ dx=f 
0 X 2 4 


sin x , 7t 

—:— ax — — 


0 X 


10,11 如果 a > 1，证明 ：积分 j x ^ logxVdx 作为反常黎曼积分和勒贝格积分，当 /> <-1 时对于一切9都存 
在，当々=—丨时对于〗存在_ 

10. 12证明下列每一个积分不论是作为反常黎曼积分还是作为勒贝格积分都存在： 


a ) sin 2 — dx ， 

. 1 x 


b) j x p e _jfl dx (p 0 9 q^> 0). 


10.13 确定下列每一个积分作为反常黎曼积分或勒贝格积分是否 存在: 


a) e 


uKrh dt 9 


cosx 


叫。 7 cb ， 


logx 


C ； J, x(x 2 -l) 1/2 ^ 


d ) sin —— dx f 

Jo X 


e) logxsin —— dx ， 
Jo X 


f) e~ x log ( cos 2 jc) dx_ 


10.14 确定使下列勒贝格积分存在的 P 和 <7 的值: 


a) x p (1 — x z ) q dxj 


b) x^e - ^ dx 9 


_/^i — 

c) ^~~— dx 

Jo 丄 — x 


d)r — f 2 仏 

Jo X 9 


e) Jo TT ^ dx ’ 


f ) ( \ogx) p ( siax ) _1/3 dr ， 
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10-15 证明下列反常黎曼积分有所指出的值 (772 和72表示正整 数）: 


a) 

c) 


sin 


2n+l 


dr 


(1+ x ) 


7 r (2 n )! 

2 2 於「 ( 打 !) 2 ’ 

_ ldr = n !( m - l )! 


b ) 




( m + n )! ' 

10. 16 已知 / 在 [0，1] 上黎曼可积，/以1为周期，而且 fix ) da : = 0. 证明当5>0时反常黎曼积分 


/( x ) dx 存在. 提示： 设 〆 x ) 


/⑴也,并写 


x~ s f (x)dx 


dg ( x ). 


10. 17假定对于每一个 6 >a > 0都有/ 6 i ?[ a ，6]. 当 ： r > 0时用等式 xgU ) = 
lim gU ) 存在，并且用 B 表示这个极限_如果 a 和6都是固定的正数，证明 


/( ^ ) 士定义 g ，假定极限 


a ) 


fix ) 


dx = gib ) — gia ) + 


迎 d : 


b ) lim r = Blog —. 

t— ooj a T x a 


c) 


/(^)-/( fer ) dx ^ Blog a + 
x b 


fit) 


dt. 


d ) 假定极限 lim 

■Z-»0 + 


/ ⑴厂 2 办存在 ，用 A 表示该极限，证明 

f 1 f ( 肛） ―胸扣 = A iog A_r m dt . 
Jo X a Ja t 

e) 把 (c) 和 （ d) 结合起来推导出 下式： 

3 /(ax) ~ /( —dx= (B-A)log 


x 


b 


并用此结果求下列积分的值： 

f™ cosar — cos&r 


Ar 


x 


— e 


dx . 


x 


勒贝格积分 

10,18 证明下列各积分作为勒贝格积分存在 


a) 


:恭仏 


c) logjclog ( 1 + X) (1 工 ， 


b ) 

d ) 


x p — 1 
logo : 


dr (/> > — 1 ) ， 


「 ㈣ (1 _ jcLc . 

o a - xY n 


io . 19 假定 / 在 [ o ， i ] 上连续， /( o ) = o ,/( o ) 存在.证明勒贝格积分 / U )： r 3/2 dx 存在 • 

J 0 

10.20 证明在下面 （ a) 和 （ c) 中的积分作为勒贝格积分存在，但是在 （ b ) 和 （ d ) 中的积分作为勒贝格积分不 
存在. 


a ) 


.2 


e〜 in " dr , 
dx 


C )*[ 1 1 + x 4 sin 2 x ' 

提示：对于在点 nn(n = 1，2,3,…）适当选取的邻域上的积分得出上界和下界 * 


b ) Jo 工 3 




dx 


X dx , 


+ x 2 sin 2 x * 


用积分定义的函数 

10.21 确定由使下列各积分作为勒贝格积分存在的实数值 y 组成的集合& 
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10. 22 


10. 23 


10. 24 


10. 25 


10. 26 


10, 27 


10, 28 


a) 

c) 


cos:c：y j 
' >， 


b) 

d) 


0 X 


(x 2 + y 2 )~ 1 dx, 
e _J：2 cos 2 x 3 ； (ir. 


R 时设 F( 3 ；) = rv’ COS 2x ： ydr •证明 F 满足微分方程 + 23 ^( 3 /) = 0 ,并推导出 F(y) 


： e-> . ( 用在练习 7. 19 中导出的结果 


e 


dx 


a / tt . 


当 y > 0 时设 F( ： y) = (sinx 3 ； )/x(x 2 + l)dx . 证明 F 满足微分方程 F 〃(: ^) — F(^)+tt/2 = 0 ,并推导 

Jo 

出 F(y) = |tt(1 一 e^). 用这个结果推导对于 y>0 和 a>0 成立的下列 等式： 


sinx^ H = ^ (1 _n 

o xU 2 ^a 2 ) 2a 2 ° )， 


cosxy 
o x 2 + a 2 


dx = 


7 re 


ta 、 


roo 


xsinxy 
o x 2 + a 2 


dr = 吞 e —町 


可以使用 


sinr 

0 X 


dx 


7 C 


证明 


roo 


f(x^y)dx 




f(x,y)dy 


cLc ， 如果 


a)/ ( 工，： y) 


x — y 


( x + y ) 3 

证明在下列各积分中不能交换积分次序 : 


b)/(jc ， ： y)= 




X — y 
ix + yY 


dx 




b) 


~i p r« 

J o LJ 1 


( x 2 + y > 2 * 


(e^ — 2e" 2 ^)d3 ； 


dr. 


当（ : r ， ;y) # (0,0 ) 时设 /(x,y) 


&/[(l + :r 2 P)(l+yP)]. 证明（用初等微积分的方法 ） /(x ， 3；) 


士 ttU + W — 1 .求累次积分 


" M 厂 p 

工， 

J 0 ^ fc 0 


y)dx 


办的值以便导出 公式 : 


(arctanx) 


JO 


dx = 7 tiog 2 * 


当 : y > 0 时设 f(y) 


(sinxcos^y) /xdx, 证明（用初等微积分的方法）：当 0< ： y< 1 时 /O) 

当 :V > 1 时 /( 3 ?) = 0_ 求积分 f(y)dy 的值以便导出公式 

J 0 

y 当 0<a<l ， 


= tc /2, 


sinax sinx 


o X 


dx 


if 当 d 


a) 如果 ^ >0 且 a >0 , 证明级数 


s 


n 


sin2??7r 


-d. 


x 


收敛，并证明 


limS 丄 


广 DO 


sin2m 


dr = 0_ 


x 


b) 设 /(:c) = U sin(2rt7c*r)/rt . 证明 





勒贝格积分 


名49 




(2 沉广 1 ^(2-^) 


_山，当0<0<1， 


其中 （表 示黎曼〔函数. 

10.29 a) 对于伽马函数的 n 阶导数推导出 公式： 

严⑸= 


e - ^^ 1 (logO rt (k (x > 0). 


b) 当 x=l 时，证明可以把这个公式写成 下式: 


产⑴ 


(尤 2 + (-1) 




c) 用 （b) 的结果证明 r^d) 与 （~i) rt 有同样的符号 - 
在练习 10. 30和 10. 31中， r 表示伽马函数. 


10. 30 用〜 2 cLr = 这个结果证明 + ) = 对于《 = 0，1，2,…证明 ru + l ) = n ! 及 r 卜 + = 


. 2 
(2n) !v^/4"n ! 

10.31 a) 证明对于 x>0 有级数表达式 


r ( x ) = S 


c-ir l 


n ! n^\- x 




c n x 


其中 === (1/ m !) £ _1 e— f (log£) fl d/ •提 示：写 = [+ ，并在每一个积分中使用适当的幂级数展开式 • 

J 1 Jo Jo J 1 


b ) 证明幂级数对于每一个复数 z 收敛，级数 D [(— l )”/ n!]/(w + z ) 对于每一个复数 z # 0, 一 1 ， 

n=0 n=0 

一 2,…收敛. 

10.32 假定/对于每一个6>0在[0, 6] 上都是有界变差函数，而且 lim /( x ) 存在.用 /( oo ) 表示这个极限， 
证明 

limy} e~ xy f (x)djc = /(°°). 

: y -^0+ Jo 

提示： 用分部积分法. 

10.33 假定/在[0, 1] 上是有界变差函数 • 证明 

limy x ^ 1 /( x)dx = /(()+)• 

可测函数 

10.34 如果 / 在一个开区间 1 上是勒贝格可积的，而且 / U ) 在 J 上几乎处处 存在. 证明/在 J 上是可测的. 
10.35 a ) 设&是一个阶梯函数序列使得在 R 上处处有证明对于每一个实数 a 都有 

广 1 ((“，+ oo)) = u A(( a +~ f +°°) )• 

n= 1 k— n 

b ) 如果 / 在 R 上是可测的，证明对于 R 的每一个开子集 A , 集合 /M ( A ) 都是可测的 • 

10.36 本练习描述 R 内的一个不可测集合的例子_如果: r 和 j 是区间[0, 1] 内的实数，我们说 x 和 y 是等价 
的，写为工〜 > 只要: c — y 是有 理数. 关系〜是一个等价关系，而区间[0, 1] 可以被表示为一些不相 
交的子集（称为等价类）的 并集. 在每一个子集中没有两个不同的点是等价的*从每个等价类中选取一 





b ) 证明 {&, £ 2 ,…}是 一个不相交的集族，它的并集包含 [0, 1] 且被[一 1， 2] 所包含. 

c ) 利用 U ) 与 （ b ) 以及勒贝格测度的可数可加性得出矛盾. 

10. 37参照练习10_36,证明特征函数 h 不是可 测的. 设/=“一 1- E ， 其中 J =[0, 1]. 证明 
UD ， 但是/在 Af ( J ). (对照定理10, 35的推论 1,) 

平方可积函数 

在从练习 10.38 到练习 10.42 的各练习中，一切函数都假定在 LHI ) 中， L 2 范数|| /||由公式 
( j 7 1 / i 2 ) 1/2 定义. 

10.38 如果 lim |1 /„_/|| = 0, 证明 lim || /„ || = \\ f \\ . 

n «-»oo 

10.39 如果 lim |1 f n ~ f \\ = 0 且在 J 上几乎处处有 lim /„ (: r ) = g ( x ) ， 证明在 I 上几乎处处有 /( x ) 

rt-^oo 

10. 40 如果在一个紧区间了上一致 地有八 —/，而且每个人在 J 上连续，证明 Urn || / rt — / II = 0. 

p-^oo 

* 广 

10.41 如果 lim |i/ n — / || = 0,证明对于 L 2 ( J ) 内的每一个 g 都有 iim /„ • g = / • g * 

対 ►rjo I *)1 

_ 广 

10* 42 如果 iim || / n — / || = 0 且 lim || — g || = 0,证明 lim /„ • g ” = / • g - 

，oo ft *-oo I J I 
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第 11 章傅里叶级数与傅里叶积分 


11. 1引言 

1807 年，傅里叶断言 “ 任意 ” 函数都能被表示为正弦函数和余弦函数的线性组合，这使他 
同时代的某些人大吃一惊.这些现在称之为傅 里叶级 数的线性组合在对物理学及工程学中研究 
的一些周期现象 ( 如摆动，以及行星及波的运动）的分析中，已经变成了必不可少的工具 • 许多 
重要的数学问题也已经在傅里叶级数的研究中提了出来，而且，一个明显的历史事实是，当代 
数学分析的许多发展受到寻找这些问题答案的深刻影响.作为对这一论题的历史及其对数学发 
展的影响的一个简要而出色的论述，可以参阅参考文献 11.1. 

11.2 正交函数系 

傅里叶级数理论的基本问题在一个更一般的称为正交函数论的学科的建立当中得到了最好 
的描述 . 因而我们从介绍关于正交函数的某些术语开始介绍傅里叶级数理论 • 

注 像在上一章中一样，我们将考虑定义在 R 的一个一般的子区间/上的函数.这个 
区间可以是有界的、无界的、开的、闭的或者是半开的.用 L 2 (7) 表示由所有在/上 
可测且使得 I /丨 2 eL ( J ) 的复值函数/组成的 集合. 两个这样的函数的内积(/， 发） 由 

m 

(/ ， g) = /( 工） g(x)dx 

J i 

定义，它总是存在的.非负数 U / II =(/，/) 1 / 2 是/的 L 2 范数 • 


定义 li . i 设5={%，％，％，内的一个函 数族. 如果 

(< p n 9 < p m ) = 0 只要 m 參 n ， 

则说函数族 S 是/上的一个正 交系. 此外，如果每个 氕的范 数都是1，则说 S 在了上是规范正 
交的. 

注对于每一个正交系，只要每一个 II 氕 II 垆0，让每个气除以它的范数，就可以将 

其化成一个规范正交系 • I 3 叫 


我们将对一个特殊的三角函数系 s={% ， 9V % ， …} 特别感兴趣，其中， 


(X) 


验证 S 在任何长度为 2tc 的区间上规范正交是一件很简单的事 . （见练习 11. 1. )(1 ) 中的函 
数系由实值函数 组成 . 在每一个长度为 2tt 的区间上规范正交的复值函数系由 


U) 


cosnx 


( x ) 


smnx 


对于 


1 , 2 , 


(x) 


cosnx 


\/2tt 


\/2tt 


— 0 ， 1 ， 2 ， 


给出 . 
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11.3 最佳逼近定理. 

正交函数论中的一个基本问题是用一个规范正交系中的元素的线性组合尽可能接近地逼近 
L 2 ( J ) 中的一个给定的函数 /. 更确切地说，设5={%，％, %， … }在 f 上是规范正交的， 
并设 

n 

t n ( x ) = ^] b k ( p k ( x ) 9 

k = 0 

其中6。，仏， …， 匕是任意的复数.我们用范数作为在用〖„通近/时产生的误差的 
度量.首要的任务是选择常数6。，^，…，6„使得产生的误差尽可能地小.下面的定理表明对 
这些常数有唯一的选择可以最小化这个误差. 

为了得到定理的结果，我们考虑最有利的 情况. 如果/已经是 f 。， ％， …， ％的一个线 
性组合，譬如说 

n ' 

f = 

* — 0 

则选取1 = /将使 II /—Gil =0. 可以按下面的方法确定常数 C 。， …， c „. 作出内积（/， 

其中利用内积的性质，我们有 

n n 

(/，％) = = = 
k — 0 jfe = 0 

因为当是# m 时 （朽， < p m )=0, (< p m9 9 m ) = l •换句话说，在这种最有利的情况下，对于 W = 
0，1，…， n 有 Crn = ( f ， 9 J . 下面的定理表明，常数的这种选择对于 L 2 ( D 内的一切函数都是 
最好的. 

定理 11 . 2 m % n ， •••} 在 I 上是规范正交的，并假定 /6 L 2 (/). 在/上定义两个 
函数序列和 u n } 如下： 

n « 

S n { x ) = 2^.吼(工〉， = 2 石吼 ( x )， 

Jt^O i =0 

其中 

<：* = (/，％)， 是= 0，1，2,…， （2) 

b 0 , b '， b 2 , …是任意的复数.于是，对于每个心我们有 

II/— h II < \\ f ~ t n ||. ⑶ 

此外， （3) 中的等号成立，当且仅当对于是= 0，1，…， n 有 b k = c k . 

证明我们将从等式 

|| 2 = ti / !1 2 - E I c* i 2 + 2 i b k ~c k i 2 ⑷ 

jfc =0 fe =0 

推导出 （3) 式.明显可知 （4) 式蕴涵 （ 3 ) 式，因为 （4) 式的右面对于每个 々当乂 时取到它的最 
小值.为了证明 （4) 式，注意 

\\ f—tn\\ 2 ~ (f — K，f — = (/，/) — (/，0 — “”，/)+ 山 ）. 

利用内积的性质可得 
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n n n n n 

(S_ ， SmO = S 丄 (％，〜） = XI i ， 


4 = 0 m = 0 


n n n 

(/，~) = (/^ ^ b k<p k ) = S M/，％) = XI 匕〜 


并且有 （ L，/) = (/? ) = b k c k ，于是可得 


f—t n II 2 = il / II 2 — 2 b k c k — 2 〜匕 + 2 I 〜 1 


|[/H 2 -S I 


2 ib k — c k ){b k — C k ) 


i / il 2 ~ XI I <^k l 2 + XI \ b ^~ c k \ 


11.4 函数相对于一个规范正交系的傅里叶级数 

定义 11.3 设 S = {%，％，，…}在 I 上是规范正交的，并假定 /6 L 2 ( J )_ 记号 


/(工）〜 2 c 《( x) 


表示 c 。， q ， C2 ， …这些数是由公式 


c n ^ (/ ， 9 rt ) = J /( 工） ^ rt (x)dj ： (n = 0 ， 1 ， 2, …） 

给出的 .（5) 式中的级数称为/相对于 S 的傅里叶级数，而 c 。， c 2 ， …这些数称为/相对于 
S 的傅里叶 系数. 

注当 J =[0，2 tt ] 且 S 是在 （1) 中所述的三角函数系时， （5) 式中的级数简称为由/ 

生成的傅里叶级数 • 此时我们把 （5) 式写成 


/(工） 


y^] (a n cosnz +b„sinnz) 


的形式，其中的系数由下面的公式给出： 


1 f 2lt 

— f(t)cosnt dt f 

丌 J o 


1 「 2it • 

— f(t)sinnt dt, 
K J o 


在这种情况下，如果 /6 L ([0，2 tt ])， 则关 于‘和 的积分都存在 • 

11.5 傅里叶系数的性质 

定理 11. 4 设{史。，％，朽，…}在 I 上是规范正交的，假定 /€ L 2 ( D ， 并假定 

oo 

/( 工）〜 ^ c n < p n ix ). 


于是 
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a ) 级数 I ： I c „ I 2 收敛且满足不等式 


2 j 2 < ii / ii 2 (贝塞尔不等式）. 


b ) 等式 


[ 309 ] 


成立，当且仅当我们还有 


其中 {〜} 是由 


S I I 2 = ii / ii 2 (帕塞瓦尔公式） 


lim !! f — s n || = 0， 


工）= 2叫*(工） 
k^Q 

定义的部分和序列. 

证明在 (4) 中取^注意左边是非负的，所以有 

II I C * | 2 < || /|| 2 . 

k = 0 

由此可以得到 ( a ). 为了证明 （ b )， 再次在 (4) 中令 h = Q 可得 

\\ f - s n || 2 = ||/|| 2 -2 | c * I 2 . 

从这个等式立即可以推出 （ b ). _ 

作为定理 11. 4( a ) 的一个进一步的推论，我们注意到当 oo 时傅里叶系数 c „ 趋向于 0( 因 

为 2 U n | 2 收敛).特别地，当％(:«：) = #/&且 J =[0, 2k] 时可得 

lim [ /( j ：) e -inr dx = 0， 

从这个结果可以得到重要的公式 

「2 ir 「2霣 

lim /( x)cos Ttr dLz = lim /( x)sinnx dx = 0* (9) 

这些公式也是黎曼-勒贝格引理(定理 11. 6) 的特殊情况. 


注帕塞瓦尔公式 

II/II 2 Co | 2 +| C, | 2 +| c 2 | 2 +… 

类似于 R " 中的向量 jc = ( xi ， …， x „) 的长度公式 

IU II 2 =X?+X! + -+X 2 ". 

_ 这些公式中的每一个都可以认为是关于直角三角形的勾股定理的 推广. 


11.6 里斯-费希尔定理 

定理 11. 4的 ( a ) 的逆命题称为里斯-费希尔定理. 

定理 11.5 假定{%, %，…}在 I 上是规范正交的_设 { c „} 是使2 | c * | 2 收敛的任意一 
个复数序列，则在 L 2 ( D 中有一个函数/使得 
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a )(/， 9 k ^ =Ck 对每一个々>0， 

和 

b > ii / ii 2 = S ui 2 . 

Jfe™0 

证明设 

s „ u ) = ± c k 9 k U \ 

k = 0 

我们将证明在 L 2 (I) 中有一个函数 / 使得 (/， 朽）=0,而且 

lim || — / II == 0. 

n-^oo 

于是从定理 11. 4的 （ b ) 可以推出定理 11. 5的 （ b ). 

首先我们注意是半度量空间 L 2 ( I ) 中的一个柯西序列，因为如果饥>”，则有 

m m m 

iid= 2 S 丨 c 」 2 ， 

Jfe = ?j+1 r=rt + l t = n + l 

而且如果 m 和 n 都足够大，则可以使最后一个和小于 e . 按照定理 10. 57,在 L 2 U ) 中有一个函 
数/使得 

lim || 5„ — / || — 0. 

为了证明（/， < p k )= c " 我们注意到如果 W 彡々，则有（^， %、 = c k ， 于是运用柯西-施瓦茨不等 
式可得 

| C* — (/，％) 丨 = I (s„ ，朽 ）— （/，％) 丨 = I (s» ~ f ,<p k ) I ^ II 5 » — / II • 

因为当 w — cx ) 时11 s n — / II —0，所以这就证明了 （ a ). 

注本定理的证明依赖于这样的事实，即半度量空间 L 2 ( D 是完 备的. 对于平方黎曼 
可积的函数没有相应的定理_ 

11.7 三角级数的收敛性与表示问题 

考虑由一个在区间1=[0, 2 JU ] 上勒贝格可积的函数/生成的三角傅里叶级数，譬如说 

Oo 

/( X )〜今-+ 2 ( a ” cos 似 + hsinnz ). 

乙 n= I 

这时出现了两个问题 • 第一个问题是：这个级数在 I 内的某个点 I 上收敛吗？第二个问 题是： 
如 果它在 x 点收敛，它的和是 /( x ) 吗？第一个问题称为收敛性问题；第二个问题称为表示问 
题. 一般地说，对这两个问题的回答都是“ 否”. 事实上，存在勒贝格可积函数，它们的傅里叶 
级数处处发散，而且存在连续函数，它们的傅里叶级数在一个不可数的集合上发散 • 

从傅里叶时代以来，关于这两个问题不断地有大量的文献发表 * 许多研究的目标一直是发 
现为了使傅里叶级数要么在整个区间上收敛，要么在一些特定的点上收敛时/应满足的充分条 
件.我们稍后将证明，傅里叶级数在一个特定的点上是收敛还是发散仅依赖于函数在该点的任 

意小的邻域内的性质 .（ 见定理 11. 11，黎曼局部化定理 *) 

傅里叶和狄利克雷在19世纪前叶的努力，以及黎曼 （ Riemann )、 利普希茨 （ Lipschitz )、 海 


■ 

圆 




256 


第 U 聿 


涅 （ Heine )、 康托尔 （ Cantor )、 杜布瓦-雷蒙 （Du Bois - Reymond ) 、迪尼 （ Dini )、 若尔当 
( Jordan ) 和 瓦列- 卜辛 （de la VaUSe - Poussin ) 在该世纪稍后做出的贡献，导致发现了为建立傅里 
叶级数在一些特定的点上或是更一般地在整个区间上的收敛性的一个广泛范围内的充分条件. 

1902年勒贝格发现了他的测度和积分的一般理论之后，关于傅里叶级数的研究领域被大 
大地拓宽了.从那时起，与此课题相联系的带头人的名字有费耶 （ FeRr )、 霍布森 （ Hobson )、 
杨 （ W . H . Young )、 哈代 （ Hardy ) 和李特尔伍德 （ Littlewood ). 费耶在 1903 年指出，代替部分 
和序列而考虑算术平均值序列其中 


a n (x) = 


s 0 ix ) + (: r ) + … + ( x ) 

n 


也许可以对于发散的傅里叶级数进行研究.他建立了这样一个引人注目的 定理： 在[0, 2tc] 内的每一 
个使/(工+)和 / Cr —) 都存在的点上，序列 { cr „0)} 是收敛的，其极限是 [/ Cr +)+/ Cr — )]/2，而关 
于/的唯一限制是要求它在[0, 2 tt ] 上勒贝格可积(定理 11. 15). 费耶还证明了每一个傅里叶级 
数不论它是否收敛，都可以进行逐项积分（定理 11.16). 关于傅里叶级数的新近被证明的最引 
人注目的结果来自 一 位瑞典数学家卡尔松 (Lennart Carleson ) , 他证明了 L 2 ( J ) 中的函数的傅里 
|312| 叶级数在 J 上几乎处处收敛 . （Acia , 116(1966), pp . 135-157. ) • 

本章将推导出傅里叶级数在一个特定的点上收敛的某些充分条件，然后将证明费耶定理.这 
些讨论建立在两个基本极限公式的基础之上，我们先来讨论这两个极限公式.在傅里叶积分理论 
中也要用到的这两个极限公式处理的是依赖于一个实参数 a 的积分，而我们感兴趣的是这些积分 
在 a — +oo 时的性质.这两个极限公式中的第一个是 (9) 式的一个推广，称为黎曼-勒贝格引理. 


11.8 黎曼-勒贝格引理 


定理 11.6 假定 / GLU ), 则对于每个实数#都有 


lim / ⑴ sin(af + 々 )di = 0, (10) 

«— 十 f 

证明如果/是一个紧区间 [ a , 6] 的特征函数，则该结果是明显的，因为我们有 

\ b sin ( at +^ dt \= cos( -^+^- CQ ^ (fe - + ^- < A , 当《 >0 . 

J a 丨丨 a a 

如果 / 在开区间 ( a , 6) 上是常数，在 [ a , 6] 外边是零，则不管怎样定义 / U ) 和/(6)，该结果也成 
立，所以当/是阶梯函数时 (10) 式成立 • 现在对于每一个勒贝格可积函数/就容易证明 (10) 式了 • 


如果给定了 €>0,则存在阶梯函数5使得丨 /— d < e /2( 按定理 10. 19( b )). 因为 （10) 式 


对于阶梯函数成立，所以有正数 M 使得 

A 

siOsiniat + /?) dt 

V / 

从而，只要 a > M ， 就有 


< 




/ ( f ) sin(at 4 - ^)dt 




( fit} — 5(0)sin(ai + /3)di 


U)siniat 


^ ^ \ — s(t) I + + — e. 
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这就完成了黎曼-勒贝格引理的证明. ■ 

例取0=0和 /3= k /2， 如果 /6 L ( J )， 可得 

lim f(t)s\nat dt = lim /(i)cosat djt = 0. 

Cf^ + ooj / a -*4-OoJ / 

作为黎曼-勒贝格引理的一个应用，我们推导一个在讨论傅里叶积分时将会需要的结果. 

定理 11.7 如果 /GU — ⑴， + oo ), 则有 

iim r no 咖吃 心 =r _ /(，)- 」： (-，)▲ (id 

JJ- ^+00 」一 OO t Jo t 

只要右边的勒贝格积分存在. 

证明对于每一个固定的《， （11) 式左边的积分作为勒贝格积分存在，因为商 （1 一 cosaOA 
在 （一 oo , + oo ) 上连续且有界.（在 t =0 处的商用它在 卜0 时的极限0来代替 .） 于是可以写 

/a) 1 ~ cosa ^-dt= r no 卜 cosg 、 +「/⑴ 1 ~ CQSag 

J —CO t J 0 t v 一 00 t 

= l / ⑴— /(— o ] 1 ~ COSa ^ d ^ 

Jo t 

=r / ⑴— /(— 〜卜 r / ⑴ — /-(二 ，） cosg , a ,. 

Jo t Jo t 

按照黎曼-勒贝格引理，当《>+00时，最后一个积分趋向于 0. ■ 

11.9 狄利克雷积分 


形如 f g (0( smat)/t dt 的积分(称为狄利克雷积分）在傅里叶级数理论中以及在傅里叶积 
J 0 

分理论中都起重要的作用.被积函数中的函数 g 假定有有限的右极限 g (0+) = limg ( O , 而我 

卜 0 十 

们的兴趣在于系统地阐述#为保证下面的等式成立所应满足的进一步的条件： 

lim — g ( t ) — ina —dt = g (0 +). (12) 

cr~** 十 00 7C J 0 t 

为了介绍为什么会期待一个像 （12) 式这样的公式成立的思想，我们首先考虑在[0， 3] 上#是一 

个常数 ( g(O = g (0 + )) 的情况 • 这时 （12) 式是等式 f °° ( sinO/i dt = 7 t /2( 见第 10. 16节例 3 )的 

J 0 


一个平凡的推论，因为 



SlUat dt = 






更一般地，如果 g *6 L ([0, 幻）， 0< e <5, 则按照黎曼-勒贝格引理，我们有 

lim — g ( 广 ） dz = 0 ， 
a —+°° 7T J £ t 

于是 （12) 式是否成立完全由 g 在靠近0点处的局部性质所 决定. 因为当 f 距离0很近时， gU ) 
几乎等于容(0 + ),所以为了证明 （12) 式，希望不要对 g 加上太多的附加限制.看起来似乎 g 
在0点连续将肯定足以保证 (12) 式中的极限 存在. 狄利克雷证明了在假定 g 在[0, 幻上 只有有 
限个极大值点或极小值点时， g 在[0,幻上连续对于证明（ I 2 )式是充分的.后来若尔当在减弱 
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了的限制条件下，即在 g * 在[0, 幻 上是有界变差函数的条件下证明了 （12) 式.然而，所有的在 
发在 [0,幻上连续这唯一的假设下证明 （12) 式的尝试都遭到了失败.事实上，杜布瓦-雷蒙发 
现了一个连续函数 g 的例子，对于这个函数， （12) 式中的极限不存在.本节将讨论若尔当的结 
果和与之有关的属于迪尼的一个定理. 

定理 11.8( 若 尔当） 如果 g 在 [0, 5] 上是有界变差函数，则有 

lim —{' git ) = g ( 0 +)_ (13) 

a -^-\-oo 7f J 0 t 

证明只需考虑 g 在 [0, 幻上递增的情况.如果 a >0 且0</1<心则有 
\(0 「[ gU ) — g (0+)] + 〆 (）+)「 

*j0 尤 0 t v 0 ^ « h i 

— I ! ( a ，/ i ) + !2 ( a ，"）+ J3 ( cr ，/ i ) ， （14) 

其中 I ,( a ， h )( U = l f 2, 3) 是对于上面相应的三项引进的简单记号.可以对 I 3 ( a ， /0应用黎 

曼-勒贝格引理（因为积分 rwoA 山存在），于是当 a—+oo 时可以得到1 3 (心还有 

j h 

I 2 ( a , h )= g (0+) f = g (0+) T -^ d ^^(0+), 当 a —+ oo . 

JO t Jo t Li 

其次，选取 M > 0 使得对于每一个有 J \ sin£)/t At < M . 由此可知，如果 a > 0 , 则 
对于每一个有 fcsinaOA dt < M . 现在设 e > 0 是给定的，在（ 0 ,幻内选取 / i 使得 

J a 

I g (/0— g *(0 + ) 丨 < e /(3 M ). 因为 

g ⑴ 一 g (0 +) 彡0 当0 < f < A ， 

我们可以在乃（《，/ I )中应用博内定理(定理 7 . 37) 而得到 

h ( a , h ) = {. git ) — g {0 +)] At = [ g ( A ) — ^(0 +)] dt , 

J 0 t J C t 

其中 c €[ 0 , A ]. 由 / i 的定义可得 

I /,(« ， / 1) | = | g(h)-g(0+) I £ ^Ldt < = f. (15) 

对于同一个 l 可以选取 A 使得只要 a > A 就有 

I 7 3 ( a » A ) I < -|- 和 A ( a ， A ) — +) <C (16) 

于是，对于 cr > A ， 可以把 (14)、（15)、（16) 式结合起来，得到 

[ git ) .dt —寻 g(0+) <C £. 

J 0 t L 

这就证明了 （13) 式. ■ 

由迪尼发现的使 (13) 式成立的一个不同类型的条件可以叙述 如下： 

定理 11.9( 迪尼） 假定 g ( 0 +) 存在，并假设对于某个占 > 0 ，勒贝 格积分 

f g (0- g ( Q +) dt 

t 


0 







傅里叶级数与傅里叶积分 


259 


存在，则有 

lim — git) siXlat ^ = 发 （(）+)• 

fl -^+oo 7t J 0 t 

证明我们有 

'⑴ ^Ldt = f sinat dt + g(0+) r -^dt. 

J 0 t J 0 t Jo t 

当 a —+ oo 时，等号右边的第一项趋向于 0( 根据黎曼-勒贝格引理），而第二项趋向于 •|^ g (0+). 

■ 

注如果对于每一个正数都有 gei >([ a ， 幻），则容易证明迪尼条件得到满足， 
只要 g 在0点处满足“右边的 ，，利 普希茨 条件； 即只要存在两个正的常数 M 和/)使得 
对于（0， 5] 内的每一个 i 都有 

I g(t) — g(0+) I <1 Mt p . 

(见练习 11* 21.) 特别地，只要 g 在0点处有右导数，利普希茨条件就成立，其中/ >=1. 
有趣的是，应注意存在函数满足迪尼条件但是不满足若尔当条件.类似地，也有函数 
满足若尔当条件而不满足迪尼条件（见参考文献 1 L 10). 


11- 10傅里叶级数部分和的积分表示 


函数/称为 是周期 的且以为周期，如果/在 R 上定义且对于一切工都有/(工+/>) 
f ( x ). 下面这个定理把傅里叶级数的部分和通过函数 


D n it ) =备 + y]coskt 


2siiu/2 


当 t 关 2; n 7 r ( m 是一个整数）， 
当 t = 2撕 （ m 是一个整数） • 


(17) 


来表示 • 在第 8 . 16节与几何级数的部分和有关的内容中曾讨论过这个 公式. 函数认称 为狄利 
克雷核. 

定理 11.10 假定 /6 L ([0, 2tc]), 并假设/是以 2tc 为周期的周期函数.设表示由/ 
生成的傅里叶级数的部分和序列，譬如说 

n 

s n ( j :) =: icik^oskx bk sin^z ) ^ (n = 1 ， 2,（18) 


则我们有积分表示式 


s n Cx ) 


K J 0 


fix + £) + fix — t ) 

1 




(19) 


证明 / 的傅里叶系数由 （7) 式中的积分给出 • 把这些积分代入到 （18) 式中可得 
5?i ( x ) = — 2n f ( t ) (cosktcoskx + sinktsinkx ) | d 广 

TC * 0 \ ^ 

=丄 ^fit) + 2 cos ^^ — ^) Jdr = f(t)D n (t — x)dt. 
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因为/与 
后作平移^ = 


得到 

s n (x) 


71为周期的周期函数，所以可以用 [X — 7 T ， ： T +7 C ] 作为积分区间，然 


f(t)D n (t — x)dt = — /(x + u)D tt (u)dw. 

7T J ~n 


利用等式 — = 可得（19)式 • I 

11 . 11 黎曼局部化定理 

公式 （19) 告诉我们，由/生成的傅里叶级数在一点: r 处收敛，当且仅当下面的极限 存在: 


fix + O + fix — t) 


疗一 ►oo 7t J u 


sinf n-\- 


2 sin i 


( 20 ) 


在该极限存在的情况下，该极限的值就是这个级数 的和. 这个积分本质上是一个在上一节讨论 
过的狄利克雷积分，只是在分母上出现的是 2 S inU /2) 而不是？.然而，黎曼-勒贝格引理允许我 
们在 （20) 式中用 f 代替 2 siii ( t /2), 既不影响这个极限的存在性，又不影响这个极限的值.更确 
切地说，黎曼-勒贝格引理蕴涵 


lim — 

7t J 0 


fix + f) + fix — Q • 


2sin —t 


sinf 了 1〆 dt = 0, 


因为由等式 


当 0 < o < 丌， 


Fit )= 


2sin —t 


[o 当 t = 0 ， 

定义的函数 F 在 [0, tt] 上连续.因此傅里叶级数的收敛问题就是要找到/的能保证极限 


lim 


71—oo TT J 0 


fix O -\- fix —— O 
2 


sin I n-\- 


( 21 ) 


存在的条件.再次使用黎曼-勒贝格引理可知，我们只需在积分^用来代替的时候考虑 (21) 


0 J 0 


中的极限，其中5是 <7 T 的任何一个正数，因为当时积分趋向于 0. 因此我们可以把上 

J 6 

一节的结果总结成下面的 定理： 

定理 11. 11假定 /6 L ([0, 27 t ])， 并假设/以 2 tt 为周期，则由/生成的傅里叶级数对 
于一个给定的工值收敛，当且仅当下述极限对于某个正数 5<7 T 存在： 


lim — 
n-^oo 7T J 0 


fix + £) + fix — t) 
2 


sinf n + 


( 22 ) 


在该极限存在的情况下，该极限的值就是傅里叶级数的和 ♦ 

这个定理称为黎曼局部化定理_该定理告诉我们，一个傅里叶级数在一个特定的点上是收 
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敛还是发散，完全取决于/在该点的一个任意小的邻域内的性质.这个结果是相当令人吃惊 
的，因为傅里叶级数的系数依赖于生成它的函数在整个区间[0, 2 k ] 上所取的值. 

11.12 傅里叶级数在一个特定的点上收敛的充分条件 

假定 /6 U [0, 2 tt ])， 并假设/有周期 2 tt , 考虑[0 , 2 tt ] 内的一个固定的 x 和一个正数 30. 
设 

g (0 = 当 t e [ 0 , 幻， 

并设 'J 

sU )= ^(0+) = lim /(: +，) 

卜 ►。十 L 

只要该极限存在.注意，如果/在^:点连续，则 s (： r ) = /( x ). 

把定理 11. 11分别与定理 11* 8和 11. 9结合起来，可得关于傅里叶级数收敛的下述充分条件 • 
定理 11. 12( 若尔当检验法） 如果 / 对于某个在紧区间 [X — 谷， 工+幻 上是有界变差 
函数，则极限 sU ) 存在且由/生成的傅里叶级数收敛到 S ( x ). 

定理 11.13( 迪尼检验法） 如果极限 Kx ) 存在，而 且勒贝 格积分 

g(0~5(0 &t 

J 0 t 

对于某个存在，则由/生成的傅里叶级数收敛到 〆X ). 

11.13 傅里叶级数的切萨罗可求和性 

在研究由/生成的傅里叶级数的收敛性的时候，函数/幹连续性并不是一个能得出很多结 
果的假设.在 1873 年，杜布瓦-雷蒙给出了一个在整个区间 [0， 2 tc ] 上都连续的涵数的例子， 
该函数生成的傅里叶级数在[0, 2 TC ] 的一个不可数的子集上不收敛_另一方面，对于建立傅里 
叶级数的切萨罗可求和性而言，函数连续确实是充分的.下面将讨论这个结果（归之于费耶）及 
其某些推论. 

首先是对于一个傅里叶级数的部分和的算术平均得出一个积分表示. 

定理 11.14 假定 /6 L ([0，2? r ])， 并假设/是以 2 tt 为周期的周期函数.设表示由/ 

生成的傅里叶级数的第 n 个部分和，并设 

“工 ） =知（，）+〜（：）+ ••• +U ⑴—1，2,".). (23) 

n n 

则有积分表 TF 式 

cl —~~7lt 

= 丄「 /( 工+，) + /( '—生 —— Y - dt . (24) 

nnjo Z sin 2 

证明 如果运用在 （19) 式中对于〜（工）给出的积分表示式并作出定义〜 u ) 的和式，则由 
第 8. 16节的公式 （16) 立即可以得到要求的结果 • _ 
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注如果对于在每个点上的值都是1的常值函数应用定理 11. 14，可以发现对于每个 
72都有 ( 工）( X ) = 1，于是 （24) 式变成 


T17Z 


- sin Y ni 


sm —t 


di = L 


因此，给定任何数 . s ， 我们都可以把 （25) 式与 （24) 式结合起来而写成 


(x) - S 




mz 




sin —nt 


L 丄羞 

sin —t 


dt . 


(25) 


(26) 


如果能够取到一个 s 的值使得当77- ► OO 时 （26) 式右边的积分趋向于0，则可推知当 W 一 oo 
时％ ( X )-^ S '. 下面这个定理表明，只需取 s = [/( x 4 r )+/0— )]/2即可 • 


定理 11.15( 费耶） 假定 /6 L ([0， 2 tt ])， 并假设/是以 2 tt 为周期的周期函数.用等式 

• sCr ) = lim /(x + 0 t /(x ~° (27) 

/ 一 0+ L 

定义一个函数 5 ，只要该等式中的极限存在 • 于是，对于每一个使 sU ) 有定义的由/生成 
的傅里叶级数是切萨罗可求和的 • 而且它的 （ c ，1) 和是 〆 X )， 即我们有 

liman (x) = six ) , 

其中 U } 是由 （23) 式定义的算术平均值序列 • 此外，如果/在[0， 2 tt ] 上是连续的，则序列 


在[0， 2 tt ] 上一致收敛到/_ 

证明设心⑴ = [/U + £)+/(x —0]/? —, s ( x )， 只要蚁 ： c ) 有定义.于是当0 +时， 
gAO ^ O . 因而，给定 e >0， 有正数 5< tt 使得 | gAt ) I < e /2， 只要0<0<孓注意&依赖于 X ， 
也依赖于 £. 然而，如果/在[0, 2 tt ] 上连续，则/在[0, 2 tt ] 上一致连续，所以存在5二致地 
适用于[0, 2tc] 内的每一个 A 现在运用 （26) 式，并把积分区间分为两个子区间[0, 5] 和[>， 7 T ]， 


在[0，幻上由 （25) 式可得 


1 P r/V Sm ~2 Ut 

gAO -;— 

0 • 2 A - 

sin —t 


riTZ J 


dt 




e 


2 nn 


sin — 


sin 


di 


£ 


在 [5， tt ] 上有 


nn 


sin ~ o~ nt 

gAO - ; — dt 

sin 2 


< 


nTrsin 


d 


AO I dt < 


IU ) 


njrsm 


d 


其中 J ( x )= K I 心⑴丨士 • 现在选取 iV 使得 I ( x )/[ JV7rsin 2 (5/2)]< e /2 ，于是只要” 
Jo 


就有 
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I <7 n (x) — S(x) | = 


1 

- 尺 〆 ,) 

nn J 0 


sin 2 


sin 2 



< £• 


换句话说，当 n — oo 时有 a n ( x )^ s ( x ). 

如果/在[0, 271] 上连续，则按照周期性，/在 R 上有界，因而有 M 使得对于一切 X 和/ 
有 I gAO \ 而且可以在以上的讨论中用 TtAf 代替 J ( x ). 于是 iV 不依赖于 _ r ， 从而 

/一致于[0, 2 tt ]. M 


11.14 费耶定理的推论 

定理 11.16 设/在[0， 2 tt ] 上连续且是以 2 tt 为周期的周期 函数. 设{、}表示由/生成的 
傅里叶级数的部分和序列，譬如说 


fix ) 


2 {a n cosnx + b n sinnr ) 


( 28 ) 


则我们有 


a ) L i , m . , s rt = / 于 [0 ， 

, n OO 

1 C 2 tz n 2 _ — . 

b ) — I fix ) \ 2 dx = + ^ ia \ bl ) (帕塞瓦尔公式 ）• 

7 T Jo 乙 ] 

c ) 该傅里叶级数可以被逐项积分，即对于一切： c 都有 • 

f { t)dt ~ a ° J 1C - - j - J ( a„cosnt + 6„ sinwi ) d ^» 

积分所得的级数在每一个区间上都是一致收敛的，即使 （28) 式中的傅里叶级数发散. 

d ) 如果 （28) 式中的傅里叶级数对于某个 z 收敛，则它收敛到 fix ). 

n-l 

证明应用定理 H . 2中的公式 （3) 以及 L ( x )= a „( x ) = ( l / n ) D s k ( x ) ,可以得到不等式 

0 

| fix ) — s n ( jc ) \ 2 dx j fix ) — ( 7 w ( x ) | 2 dx . (29) 

J o Jo 

但是，因为 / —^致于 [0，2 tt ] ，由此可得 1. i . 于 [0 ， 2 jc ] ，因而 （29) 式蕴涵 （ a ). 由 

定理 11.4，（ b ) 可以从 （ a ) 推出. 按照定理 9. 18， （ c ) 也可以从 （ a ) 推出.最后，如果对 
于某个 x 收敛，则 U „(: c )} 必定收敛到同样的极限 • 但是因为〜 U ) — /(工），所以〜（工）— 
/(■ r )， 这就证明了 （ d ). _ 

11.15 魏尔斯特拉斯逼近定理 

费耶定理也能用于证明著名的魏尔斯特拉斯定理，该定理叙述了紧区间上的每一个连续函 

数都能被一个多项式一致逼近.更确切地，我们有 

定理 11. 17如果/在紧区间 [ a ，6] 上是实值连续函数，则对于每一个 e >0 都有一个多项 


式 〆 它可能依赖于 s ) 使得 

| fix ) — pix ) i < e 对于 [ a ，6] 内的每一个 x . 


( 30 ) 
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证明如果（6[0，71：]，就设 g *( i ) = /[a + i (6 — a )/7 C ]; 如果 tG [7 T ，2 k ]， 就设 g ⑴ = 
/ [ a +(27 r —0(6_ a )/ ir ]， 并在 [0，2 k ] 外部定义 g ， 使得 g 有周期对于在定理中给定的 e ， 我 
们可以应用费耶定理找到一个由形如 

N 

(7 ⑴ = A 0 + 2 (A k coskt 4- B k sinkt ) 

k = \ 

的等式定义的函数 a 使得对于 [0, 2 tt ] 内的每一个£都有 | g ⑴一 aU ) 1 < e /2.( 注意 N ， 因而 
C 7, 都依赖于 e .) 因为 C 7 是三角函数的一个有限和，所以它在原点附近生成一个在每个有限区间 
一致收敛的幂级数展开式.这个幂级数展开式的各个部分和构成一个多项式序列，譬如说是 
[ p „}， 使得 A —( T —致于 [0, 2 k ]. 于是，对于同样的 e , 存在 m 使得对于[0, 2 tc ] 内的每个 f 
都有 

I pm (t) — cr ⑴丨 < +. 

从而，对于[0, 2 tt ] 内的每个 i 都有 

丨 pm(t) — g(t) I < e. 

现在用公式/>(1) = />„[71(1 —幻/(6 — fl )] 定义多项式夕，则当令 
式 （31) 式就变成了 （30) 式. 


(31) 

t=n(jo 一 a)/(6 — < 2 ) 时，不等 

■ 


11. 16 其他形式的傅里叶级数 




运用公式 

2cosnr 二 e lra + e— irtz 和 2i sin 

由 / 生成的傅里叶级数可以用复指数形式表 示为： 


- i/U. _ 

e — e 


/(x) 


a 0 


^ (a„ cosnx + b n sinnx ) 


a 


S(a„e^ +/3 rt e—), 


其中 a n ~ { a n — \ b n )/2 t /? n = ( a „ + i 6 n )/2. 如果令 a ：。= “。/2和 a — = j 3 n ，就可以把指数形式更简 
洁地写为 


/(工） 〜 S … e 1 ' 


关于系数的公式 （ 7 ) 现在变成 


0?” 


2 丌 


2 tc 


/(H 


(77 = 0, ±1，土 2,…）. 


如果/有周期 27 T ， 则积分区间可以用任何其他的长度为的区间来代替 • 
更一般地，如果 /6 U [0, p ])， 而且/有周期/>，则写 

^ 0 1 


/( 工） 



2nnx | , . 2 丌 722 ： 

a rt cos - 十 sin 


来表明各系数由公式 


a 




P 


/⑴ cos ^ KT ^"dtf 


P 


b n = 


P 


/(，）sin 


P 

Znnt 

" T " 


dt (n = 0,1,2 …） 
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给出.用指数形式可以写 


/(x) 〜 2 … e 2 动 , 

M ——OO 

其中 


a „ =丄 f ( Oe ^ 2 nin £/ p dt ^ 当 /1 = 0，±1，±2，". 

p J 0 

作一个适当的比例尺度改变，对于周期为 2 tt 的傅里叶级数的全部收敛定理也都能应用于一般 
的周期 f 的情况. 


11. 17傅里叶积分定理 


在涉及傅里叶级数的全部收敛定理中都出现的关于周期性的假设并不是像第一眼看到它时 
可能感觉到的那样是一种严格的 限制. 如果一个函数/原本是定义在一个有限区间（譬如说是 
[ a , 6]) 上的，我们总是可以强加上某些种类的周期条件而把/的定义延拓到1>， 6] 的外部 • 
例如，如果 / U )=/(6)， 就可以要求等式 /(x + />)=/(： c ) 对于每一个: r 都成立从而使/在 
(一 oo , + oo ) 上处处有定义，其中 p = b — a . (条件 /( a ) =/(6)总是可以处处使用，因为必要 


时可以改变/在一个端点处的值 • 这样做既不会影响计算/的傅里叶系数时所用的积分的存在 
性，又不会影响积分的值 .） 然而，如果给定的函数已经在（一°°，+°°)上处处有定义了，而 
且它不是周期函数，则无法得到一个在（一°°，上处处表示该函数的傅里叶级数 • 不过， 


在这样的情况下，有时这个函数可以用一个 无穷积 分而不是用一个无穷级数来 表示. 在许多方 
面都与傅里叶级数类似的这些积分称为 傅里叶 积分，而给出用这样一个积分来表示一个函数的 


充分条件的定理称为 傅里叶积分定理 • 在这一理论中使用的基本工具，像在傅里叶级数中的情 

况一样，是狄利克雷积分和黎曼-勒贝格引理. 

定理 11* 18( 傅里叶积分定理） 假定 /6 L ( — oo ，+ oo ). 假设在 R 内有一点 X 和一个在 X 

附近的区间 [ x — 8， x + 占]使得要么有下面的 （ a ) ，要么有下面的 （ b ): 

a ) / 在[工一 Sj : t +5] 上是有界变差函数， 

b ) 两个板限 /( x +) 和 /(: c —) 都存在，而且两个勒贝格积分 

r a /(x + o -/( x +) dt 和 p fu - o - fix -) dt 

m o t J o t 

都存在. 


则有公式 


fix +) + fix —) 
2 



f { u ) cosv{u — x)du dv ^ 


(32) 


其中积分 是一个反常黎曼 积分， 

Jo 

证明本定理证明的第一步是建立下面的 公式： 

V 1「°° 14、 sina ^ J + 

lim 一 /(x + 0 —-— dt = 

0 J—+OO 7 t J — 00 t 


fix +) + fix —) 
2 


(33) 


[3231 
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國 


为此，我们把上式左边的积分写成 


/(x + i) 

itt 


-s ro fd 

+ + + 

-DO J S J 0 J d 


当 a —+ ⑺时，因为有黎曼 - 勒贝格引理，所以上式右边的第一个和第四个积分趋向于 0 . 在第 
三个积分中，可以应用定理 11. 8 或者定理 11. 9( 依赖于满足 （ a) 还是 (b )) 以得到 

^ I ^ sinai _ / U +) 


lim /(x + 0 sl —— dt 

:- ►+°°J 0 Tit 


类似地，我们有 


/ ㈣ ^ 


/(x — 


fix —) 


，当 


— oo • 


这样就已经建立了 （33) 式. 如果作一个平移，则可得 


如果运用初等的公式 




smaiu — x) 


/u) sina ( u T x )_ dM> 

U — X 


cosviu 一 x)dv 9 


u — x 


则 （33) 式中的极限关系变成 


一 +CJO . 兀 J —OO 


f(u) cosv(u — x)dv \du = 


/(x+)+/(x~) 


(34) 


而我们所要证明的公式是 (34) 式，只是积分的次序有颠倒•按定理10.40，对于每一个 a >0 有 


f(u)cosv(u — x)du dv 


oo I J 0 


f(u)cosv(u — x)dv dw ， 


因为余弦函数是处处连续且有 界的. 因为 （ 34) 式中的极限存在，这就证明了 

lim 丄「「「 fMcosvU- x)d“> = /(X +) j /( 工 —) 

a — 十 oo 7T J 0 LJ — 00 乙 


按定理 10. 40 ，积分 /(w)cosiKM — :r)dM 是 [0 ， cr] 上 u 的一个连续函数 ’ 所以 （ 32 ) 式中的积 

J 一 oo 

分 r 作为反常黎曼积分存在 • 它作为勒贝格积分未必存在 . ■ 

Jo 

11. 18指数形式的傅里叶积分定理 


定理 11. 19如果/满足傅里叶积分定理的条件，则有 


/(工+) +/( x -) 
2 


2 tT a 


lim 


/(w)e iT；t "~ x) dw du 


(35) 


证明设 F ( t ;) 


f(u)cosv(u~x)du^ 则斤在（一 °° ， +°°) 上连续， F(v) = F( — v) 


,0 fl a 

因此 F(v)dv— F( — v)dv = F(i;)dhy ， 于是 （32) 式变成 


[325] 


/ U +)+/ U -> = lim 丄「 

2 a —+oo 7T o 


Fiv)dv = Urn —— F (v)dv, 

a— ► 十 00 ^ 7T J — a 


(36) 





数学分析中的许多函数都可以表示为形如 

g(y) = K(x^y)f(x)dx (37) 

的勒贝格积分或反常黎曼积分.由这种类型的等式(其中 y 可以是实的，也可以是复的）定义的 
函数 g 称为/ 的积分 变换. 在被积函数当中出现的函数 K 称为变换 的核. 

积分变换在纯数学和应用数学中使用得都非常广泛，它们在解某些边值问辱和寒些_型的 
积分方程时尤为有用.下面列举了几种使用更为普遍的 变换： ： 

指数傅里叶 变换： \°° e --/(- r > dx . 

J — 00 

傅里叶余弦变换： cosxyf{x)dx. 

Jo 

傅里叶正弦 变换： sinxyf(x)dx. 

Jo 

拉普拉斯 变换： P e- y f{x)dx. 

Jo 

梅林变换： f(x)dx. 

Jo 

因为 e~ uy = cosxj / _ isinx ^» 所以正弦变换和余弦变换只是指数傅里叶变换当函数 / 在负实轴 
上为0的特殊 情况. 拉普拉斯变换也和指数傅里叶变换有关系.如果我们考虑一个复值的> 
譬如说 y = u J r \ v^ t 其中 《和1 都是实的，就可以写 

°° fix) dx = fV^e- 孤 / ⑴心 = e _ U ： c)cLr ， 

Jo « 0 * 0 

其中 ^( x ) = e —/( x ). 因而拉普拉斯变换也可以认为是指数傅里叶变换的一种特殊情况 • 

注 像 （37) 式这样的等式有时更简洁地写为容=兀（/)或/的形式，其中的尤 
表示把/变换成 g 的“算子”.因为这个等式涉及积分，所以算子 X 称为积分算子•明 

显可知 X 也是线性算子，即： 

X (ai /j + a 2 / 2 ) = a t X f x +a z X f 2 » 

如果化和心都是常数.用傅里叶变换定义的算子经 常用氕 表示，用拉普拉斯变换定 
义的算子经常用 Z 表示. 
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指数形式的傅里叶积分定理可以用傅里叶变换表示如下.设 g 表示/的傅里叶变换，使得 


g ( u ) = /( i ) e~ 1/w dt 9 

J — oc? 


(38) 


那么在 / 的连续点公式 (35) 变成 

/( x ) = lim giu ^ e^duj (39) 

这称为傅里叶变换 的反演公式. 该公式告诉我们，满足傅里叶积分定理条件的连续函数/是被 
它的傅里叶变换 S 唯一确定的. 


注 如果7表示用 （38) 式定义的算子，则习惯上用 F — 1 表示用 （39) 式定义的算子•等 
式 （38) 和 （39) 可以象征性地写为 g=：F f 和 f =： F _' g , 反演公式告诉我们怎样去解方 
程 f , 以便用 g 来表示 /• 


在继续进一步研究傅里叶变换之前，我们先介绍一个新概念，即两个函数的 卷积. 可以把 
它看作一类特殊的积分变换，这类积分变换中的核函数 KU ， ： y ) 仅依赖于差: r — y . 

11.20 卷积 


定义 11.20 给定两个函数/与发，它们在（一00， + OQ ) 上都是勒贝格可积的，设 S 表示 
j : 的一个集合，勒贝格积分 

h { x ") = f ( t } g(x — t)dt (40) 

对于 s 中的 x 存在. 这个积分在 s 上定义一个函数 a ，称为/与 g 的卷秋*我 in 也用 
这种写法来表示这个函数. 


注 容易看到（利用一个平移） /* 茗=尽 * /，只要该积分存在 • 

> 

一个重要的特殊情况出现在/与 g 二者在负实轴上都为0的时候.此时，如果 C >： c ， 则有 
g ( x ~ t )= O y 于是 (40) 式变为 

h (. x ) = fit ) g{x — t ) At . (41) 

: J 0. 

明显可知，在这种情况卡，卷积在一个区间 [ a ， rf 的每一个点上都有定义，如果/与5■在 [ a ， 6 ] 
上都是黎曼可积的.但是，如果仅假定/与 g 在1>， 6] 上是勒贝格可积的，则结论未必如此. 
例如，设 

fCO ' » ^ f (^) ~ ~ ，当0<^<1， 

并且当 i <0 或时设 / Q )= g ( O ==0. 于是/在 i =0 处有一个无穷间 断点. 然而，勒贝格积分 

J ' 

/⑴出=( V "山存在•类似地，勒贝格积分 r 发⑴也 =「（1一0- 1/2 山也存在，虽然尺在 

J 一 OO J 0 J 一 00 J Q 

^==1处有一个无穷间断点.但是，当我们作出在 (40) 式中相应于2=1的卷积积分的时候，可得 

— Odt = t~ l dt . 

^ OO t/ 0 
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注意/与 g 的两个间断点已经“结合”成了一个使卷积积分不存在的间断点. 

这个例子表明，在实轴上可能有某些点， （40) 式中的积分在这些点上不存在，即便/与 g 
二者在 （_ oo ，+ 00 ) 上都是勒贝格可积的.我们称这样的点为 A 的“奇 点”. 容易证明，这样的 
奇点只是在/与 g 二者都有无穷间断点的情况下才能产生.更精确地，我们有下述 定理： 

定理 11.21 设 R =( — oo ， 十⑴），假定 /6 L ( R )， g 6 IXR )， 而且/或 g 在 R 上是有界 


的，则卷积积分 


h(x ) = 


fiOgix — t)dt 


(42) 


对于 R 内的每一个 x 都存在，而且如此定义的兩数 A 在 R 上是有界的.此外，如果有界函数/ 


或者 g 在 R 上是连续的，则 h 在 R 上也是连续的，而且 AeUR ). 

证明因为 = 所以只需考虑 g 有界的情况.假设丨 g I 则有 


I f { t)gix — t ) i < M I fit ) U (43) 

读者可以验证，对于每个 X ， 乘积 /( O〆 ^： — f ) 在 R 上是 〖的 可测函数，所以定理 10 . 35 表明 
对 ZiU ) 的积分存在.不等式 （ 43 ) 还表明 | Mx ) I < M J |/丨 ， 所以 A 在 R 上是有界的. 

现在如果 g 在 R 上也是连续的，则定理 10 . 40 表明/ I 在 R 上是连 续的. 现在对于每一个 
紧区间 0 , &]，我们有 




I fit) II g(x — O \ dt 


djo 


/ ⑴ 


g(x — t) \ dx 


di 


13281 


I fit) I I g (: v) \ dy dt^ \ fit) I dt i g(y) \ dy, 

一 00 G—f ■ J ― 00 v 

所以，按照定理 10. 31， heL ( R ). ■ 

定理 11.22 设 R =(— oo ，+ 00 ). 假定 / eL 2 ( R )， g eL 2 ( R ), 则卷积积分 （42) 对于 R 


内的每个 x 存在，而且函数/ I 在 R 上有界 • 

证明对于固定的1， 设心⑴ 则心在 R 上是可测的，而且 a 6 L 2 ( R )， 所 
以由定理 10. 54：可知乘积/ •心; GL ( R ). 换句话说，卷积积分 / Kz ) 存在. 现在是一个内 
积， / i ( x ) = (/, g x ), 于是柯西-施瓦茨不等式表明 

I h(x) |< II / II II g x II = 11/11 II g IU 

所以/ 1 在 R 上 有界. ■ 


11.21 对于傅里叶变换的卷积定理 

下面一个定理表明，一个卷积/*容的傅里叶变换是/的傅里叶变换与 g 的傅里叶变换的 
赛积. 用算子的记号表示为 

nf * g ') = F (/) . Tig ). 

定理 11.23 设 R =( — ° o , + 00 ) .假定 / eL ( R )， geh ( R )， 而且/与 g 当中至少有一 _ 
个在 R 上连续且有界 • 设 A 表示卷积，则对于每一个实数 m 有 

°° h(x)e~^dx = (T / ⑴ e- itw <k)(f° g-(^)e^d^). (44) 

J — oo J ―如 J 00 

此式左边的积分作为勒贝格积分和反常黎曼积分都存在 • 
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证明假定 g 在 R 上连续且 有界. 设 U „} 和{乂}是两个递增的正实数序列使得 + oo 和 
6 n -> + oo . 在 R 上定义一个函数序列 {/„} 如下： 

人⑴=” e ~ [ ux g(x — t ) dx . 

因为对于一切紧区间[〜幻都有 

[I e _ittx g (x — t ) I dt < ; \ g \ f 

J a J — 00 

所以定理 10. 31 表明对于每一个实数 f 都有 

lim /”(，） = f * € T i,a g (jc _ i )& x . (45) 

n—^oo J — oo 


作平移可得 


e~ iux g (x — t)dx 




于是 (45) 式表明对于一切 r 都有 

Yimfit ) f n (0 = f ( t)e 


^ T wy g ( y)dy 


tuy g ( y ) dy ). 


现在人在 R 上是连续的（按照定理 10. 3 8)，所以乘积/ •人在 R 上是可测的 ♦ 因为 


| |<| fit ) 


g ， 


所以乘 积/* 人在 R 上是勒贝格可积的，而且勒贝格控制收敛定理表明 


lim 


- (T /⑴ e - 以山)^: e - iuy g ( y ) dy ). 


(46) 


但是 




fit ) 


lux g (x — t)dx 


dt t 


因为由 Kx ， — O 定义的函 数&在 R 2 上是连续且有界的，而且积分 
个紧区间[〜 6] 存在，所以定理 10. 40使得我们可以交换积分次序得到 


d : r 对于每一 




e 


f ( t ) g(x — t)dt 


dx 


e ~ iux h ( x ) dx . 


因而， （46) 式表明 


lim 


hU)e^dx = (T / U ) n )(「 g(y^^ [uy dy), 

\ J —co ’ \ J —oo ’ 


这就证明了（44)式 •（44) 式左边的积分作为反常黎曼积分也存在，因为被积函数在 R 上是连续 
而且有界的，而且对于每一个紧区间[〜 6] 都有 


h ( x ) e~ [ux \ dj ：< 


h I . 


■ 


作为卷积定理的一个应用，我们将推导伽马函数的下述性质. 
例如果 / >>0且 9 >0,则有公式 


1 (1 — x) q ^ l dx = 


r(p^\- q) 


(47) 


此式左边的积分称为函数，通常用 B (/>， q ) 表示. 为了证明 （47) 式，设 
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4⑴ 


广 1 当 t > 0, 

) 当 t < ()• 


于是 // L ( R ) fij _ f p it ) dt = j o 

(44) 中取 W =0 可以发现，如果/>>1或者 g > l ， 则有 

roo roo roo 

h ( x)dx = fAt ) dt \ / < 


设 / i 表示卷积 ， h = f p * f q . 在卷积公式 


j h { x)dx = J / 夕⑴叫 f q (y)^y = r (/ >)r(g)- ( 

现在我们用另一种方法计算上式左边的积分*因为/,和八二者在负实轴上都是0,所以有 


(48) 


h ( x ) = ^ f p ( t ) f g (x — t)dt 
进行变量替换 t = ux , 对于 x 〉0 可得 


e~ J J — dt 当 j :>0, 
0 当 x <0. 


hix ) = ^ x p+q ~ A U p ^(l — u)^ l du = e 




B ( p ， q ). 


因而 


h ( x)dx = B ( p , q ) °° ^ x x p+Q ~ ] dx = B ( p , q)rip + q ), 把此式代入到 （48) 式中，就 


对于 P >1 或 9>1 证明了（ 4 ?)式 • 为了对于 / C >0, g >0 得到结果，使用关系式 /> B ( 多，9> = 
(fi + Q)B(p+l ， Q). 

11.22 泊松求和公式 

我们通过讨论一个有许多应用的重要公式来结束本章，这个公式称为 泊松求和公式 • 可以 
用不同的方法表示这个公式，下面的形式有助于我们记住它的应用 • 

定理 11. 24 设/是一个使积分广 /( x ) dx 作为反常黎曼积分存在的非负函数，再假定/ 


i 

在（一 00 ， 0] 上递增，在[0， +00：) 上递减，则有 

免 +) + /( m —) 

m = — 2 

该式中的每一个级数都是绝对收 敛的. 

证明本定理的证明要使用由级数 


dt . 


(49) 


F ( jo ) = y] f(m + x 


(50) 


ft*. — 

定义的函数 F 的傅里叶展 开式. 首先证明这个级数对于每个实数 i 绝对收敛，而且在区间[0，1〕 
上一致收敛. 

因为/在[0，+ 00 ) 上递减，所以对于有 

/(m + 工） </(0) + ^^ /( 饥） </(0) + / ⑴ dt. 


DO 

因此，按照魏尔斯特拉斯检验法(定理 9. 6)，级数 /( m + i ) 在[0， + oo ) 上一致收敛 
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-i 

用类似的讨论可以证明级数 /(m + i ) 在（一 oo ，1] 上一致收敛.因而 （50) 式中的级数对于 

m = — co 


一切 x 收敛，而且在交集 
上一致收敛. 


(—oo,i] pi [o, + oo) ^ [o ， i] 


+ 00 

和函数 F 是以1为周期的周期 函数. 事实上，我们有 Ftx + l ) 二 ； S /(m + x +1)， 这个 

m = 一 oo 

级数仅仅是 （50) 式中的级数的一个重排.因为它的每一项都是非负的，所以它收敛到同样的 
和.因而有 

F(x + 1 ) = Fix). 

其次证明 F 在每一个紧区间上是有界变差函数.如果则当 m >0 时 /(m + x ) 


是 x 的一个递减函数，当 m <0 时 /(m + x ) 是 x 的一个递增函数_因而有 

OO —1 

Fix) = Xl/Cm + x) — {-/(m + x)}, 

m = 0 m = —oo 

所以 F 是两个递减函数之差，因而 F 在[0, 1/2] 上是有界变差函数.类似的讨论可以证明 F 
在[_1/2, 0] 上也是有界变差函数.按照周期性， F 在每一个紧区间上都是有界变差函数. 

现在考虑由 F 生成的傅里叶级数(指数形式），譬如说 

+ 00 

FU) 〜2 〜 e 2 气 


因为 F 在 [0; 1] 上是有界变差函数，所以它在[0, 1] 上是黎曼可积的，而且它的傅里叶系数 
由公式 

a n = F(x)e~ 2lKlrtx dx (51) 

* Jo 

给出.此外，因为 F 在每一个紧区间上是有界变差函数，所以若尔当检验法表明这个傅里叶级 
数对于每个工收敛，而且 


F(x+) +F(x~) 
2 


2 


e 


2 m«x 


(52) 


为了得到泊松求和公式，我们用另外一种形式表示系 数〜. 把 （50) 式代人到 （51) 式中并逐 
项积分(有一致收敛提供依据）可得 


+ 00 


= y] f (mx) e~ 2nlnx dx. 

m = — oo 」0 

进行变量替换 £ = 可得 

= 2 f(t)e 

m—— m 

因为 e 2 m _ =1 . 在 （ 52) 式中用此结果可得 

FU +)+ F ( x —) 




dt 


dt . 


Y] ( /(H ， }e 2 气 

一 \ ^ —oo t 


当 x ^ O 时此式就化为 (49) 式. 


(53) 
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注在定理 11.24 中没有关于/的连续性的要求.但是，如果/在每个整数点上是连 
续的，则级数 （50) 中的每一项 /(m + x ) 在 x = 0 处是连续的，因而，由于一致收敛 
性，和函数 F 在0点也是连续的.在这种情况下， （49) 式变成 


2 /( 饥） = 2 厂 / ⑴ e- 2 ^ck (54) 

J — oo I 

m ——oo n = —oo 

关于/的单调性的要求可以放宽.例如，因为 （49) 中的每一项是线性地依赖于/的，所 
以，如果该定理对于和/ 2 都成立，则它对于任何线性组合〜力+〜八也成立.特别地，如 
果公式 (49) 分别对于 m 和 p 成立，则它对于复值函数 f^u + xv 也成立. 

例 1((9 函数 的变换公式） 0函数对于一切: r 由等式 

+ 00 ' 

dix ) = 2 e_1T ’ r - 

fj = — CO 

定义.我们将用泊松公式对于 X >0 推导出变换方程 

6( 工） = — (55) 

固定 a >0, 对于一切实数 x 设 /( x ) = e — ， 该函数满足定理 11. 24的全部假设条件，因 
而处处连续.于是由泊松公式可得 


S 〆= 2 

m — 一 oo 

此式左边是扒 a / TC )， 此式右边的积分等于 


e 2jtirtf cl?. 


-do 


e-e 2 一 At = 2 

2 2 
e at cos27rni dt = 

一 OO 

° 4ct ' 


\/a 


其中 


F(y) 




e— J cos2xydx. 


但是 F (:见练习 10. 22) ，所以 


f e 2“ 山 




a 


把此结果代人 （56) 式并取 a = nx 可得（55)式 * 

例 2( coth:c 的部分分式分解） 双曲余切函数 coth > r ( x 尹 0) 由等式 

e 2x .+ 1 


coth 


x 


e 2x — 1 


定义 • 我们将用泊松公式对于^>0推导出该函数的部分分式分解式 


cothx = i +2j： 2 


固定 a >0， 设 


/(X) 


i x 1 + K 2 n 2 


e- 虹当 : r>0, 

0 当 x < 0. 


(56) 


e -^ cos l 2 ^ dx = ^ F ^ 




(57) 




则 / 明显地满足定理 Jl . 24 的条件 _ 而且/除了在0点之外处处连续，在0点有/(0+) = 1和 
/(0 —)=0. 于是由泊松公式可得 


士 + 2 




(58) 


此式左边的和式是一个几何级数，其和为1/(€_1)，此时右边的积分等于 l /(« + 27 tin ). 因而 
(58) 式变成 




+ 2nm a 一 2nin j ^ 


当用 2 x 代替 a 时，此式就给出（57)式. 


练习 


正交系 

11.1 验证 （1) 中的三角函数系在[0, 2 tt ] 上是规范正交的_ 

11.2 —个有限的函数族{%，朽，…，称为在[〜 6] 上是线性无关的，如果对于 [ a ，&] 内的一切成立的 
等式 

m 

^ Ck < p fc ( x ) =0 

蕴涵 — —个无限族称为¥°[〜 6] 上是线性无关的，如果它的每一个有限子集在 

[ a , 6] 上是线性无关的_证明 [ a ，6] 上的每个规范正交系在 [ a ，6] 上都是线性无关的， 

11.3 本练习叙述把任何一个线性无关系转化成正交系的格拉姆- 施密特 （ Gram - Schmidt ) 过程 •设 
{ f 0 , f '， … }在[^ 6] 上是一个线性无关系（如练习 11.2 中所定义) • 递推地定义一个新系幻， 

如下： 

r 

go — gr^\ — /Vfl ’ ， 

其中 a k = { f r _ x , &)/(&， 心） ，当 II A II 关 0; a * =0，当 II g * II =0. 证明： 对于每个 gw 与 

g 。， gl ， …， gn 中的每一个都是正交的 _ V 

11.4 参阅练习11, 3. 设 (/， r 在区间[一1， 1] 上对多项式系丨1 ， h p ，…}应用格拉姆一 

J 一 1 

施密特过程并证明 

g,(/) = t, g 2 (t) = / 2 — 如 &⑴=, 3 — 如 ，= t A — Y t2 + 吾 * 

11.5 a ) 假定 / GK [0, 2 k ], 其中/是实的而且有周期 2 k . 证明对于每一个 e >0 有一个以 2 tt 为周期的连续函 
数 g 使得11/一 slice . 提示：选取[0, 2 IC ] 的一个使/满足黎曼条件 U ( P ，/)- L ( P ，/)<£ 的划分 
P , 并构造一个在的点上与/ 一致的分段线性函数心 
b ) 如果/在[0, 2 tt ] 上是黎曼可积的，用 （ a ) 的结果证明定理 11.16( a )、（ b ) 和 （ c ) 成立 • 

11.6 本练习中的全部函数都假定在一个紧区间[〜 6] 上是连续的.设{%，朽， … }是[〜 6] 上的一个规范正交系 ♦ 
a ) 证明下列三种说法是等价的 • 

1) (/，氕）= (#，％)对一切 n 成立蕴涵/ = 心 （两个 不同的连续函数不可能有同样的傅里叶系数_ ) 

2) (/, %) = 0对一切72成立蕴涵/ = 0,(与每一个氕都正交的连续函数只能是零函数 •） 

3) 如果了是 [ a ，6] 上的一个规范正交集且{%，％， _"} d 则 （9 V Pi ， … > = T •(我们不能扩大规 
范正交集 .） 这个性质描述为{朽，朽，…}是最大的或是完全的‘ 
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b ) 当《是一个整数时设氕 （ x ) = e &/ V ^， 验证集合: 在每一个长度为 2； t 的区间上是完全的， 

11.7 如果 / GR ， tt = l ， 2，…，设人 U ) = U 2 —1)” 并定义 

^o(x) = 1, ^„(x) = } f n n) (x), 

2 n ! 

弋显然是一个多项式，这个多项式称为《阶 勒让德 （ Legendre ) 多项式 • 前 几个勒让德多颂式是 

♦\ (x) = X, 彡 2 (X) = +X 2 — +， 

^l(x) = -|-X 3 - |-x ， ^ A (x) = -y-x 4 - 手工 2 + 音 . 


推导勒让德多项式的下列 性质： 

a) ^ n (x) = xj^ n - 1 (x) + w^„-i (x), 

b) 么 (x)=xi> n ^i (x) + — - ^ 令、一 ' ( 工 ) . 

n 

c) (rt +1) 九 叫 （ x) = (2n + Dx^ (x) — n 九 -i (x). 

d ) . n 满足微分方程 [U — i 2 ) ： y’]’ + n(n+l)：y = 0. 

e) [(l — jt 2 ) A(x)] / + [m(m+1) — n(n + l)]^ m (x) = 0, 其中厶 = 九參二 — 

f ) 集合{多。，六，多 2 ，-"}在[—1， 1] 上是正交的 • 

P 9 r >~ 1 f 1 

g) i>l dx = dx. 

J -i Zn + 1 J -i 


h) ^dx = 
J 一 i 


2n+ 1 . 


注： 多项式 


gAt )= 


2 n (nD 2 

(2n)\ 


♦M 


是在区间[一 1， 1] 上对函数集 {1 ，G / 2 ,…}应用格拉姆-施密特过程时生成的（参见练习 11.4). 


三角傅里叶级数 

11.8 假定 /€ L ([ — Tt ，7 T ]) 且/有周期证明由/生成的傅里叶级数在所述的条件下呈下列特殊的形式: 


a ) 如果 /( 一 x ) = /(: r ) 当 0< Cx <7 t ， 则 


fix ) 


a 0 


cosraXf 其中〜 


H — 


7 T J 


fiOcosnt dt. 


b ) 如果 /(—： T ) = _/( I ) 当 0<X<7t ， 则 

OO 

fix) ~ ^ y ] b n sinrax ， 其中^ 


7 t 


di . 


在从练习 11. 9 到练习 11.15 的各练习中，证明每一个展开式在所指出的范围内成立 • 建议： 尽可能使用 


练习 11. 8和定理 11. 16( c ). 


11.9 a):r = 7 r — 2 U 


sinnx 

n 


l 、x 7 i I 0 cosnr 

b ) —= 7 TX -—+ 2 2^ —^， 


rt 


注： 当 jc = 0 时此式给出 [(2) = k 2 /6, 


11.10 a) 


s 


sin(27i— l)x 
2 n — 1 


b)x 


7t 


7 T 


s 


cos(2ti— 1)x 
( 2n — 1 ) 2 


当 0<: r <27 r . 

当 0 < :c < 2 tt _ 

当 0 〈 r < 7t . 

当 0 < J ： < 兀. 
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11. 11 

11. 12 

11. 13 

11. 14 

1L 15 

11. 16 

11-17 

11. 18 


11. 19 


JO 


2 E 


(— l) n_1 sinnx 


n 


b ) x 2 =^ + 4 S 


( — 1) w cosnx 


x z 


a)cosx 


b)sinx 


n= 1 

oc ^ 

= _8_ ^ nsm2nx 

^ b { 4 w 2 - 1 


n 


co snx —丌 sinnx 


n 


7t 7T 


2 


a) jtcosj ：= _ — sinx+2 

n=Z 


cos2?rc 
An 2 — 1 

oo ■ 

(— l) n nsin?zr 


n 


- 1 


b)j ： sinj：= 1 —-~cosx — 2 -- 


(— 1 广 cos nx 
1 


a) log 

b) log 

c) log 


sin 


cos 


tan 


x 


x 


x 


-log2 -公 

n= 1 

oo 

: _ iog 2 — yi 


cosnx 

n 


(— l) n cosnx 


n 




2 2 


cos(2« 一 l)x 
2n — 1 


当 一 Tt I 丌 . 

当 _ 丌 < 工 < 冗 * 

当 0 < jc < 2 丌 . 

当0 < o ： 〈丌. 

当0〈 x <丌. 

当 一 TC < I < 丌， 

当一穴 7 T . 

当1是一个整数）. 
当 X ^(2 Jfe + l )7 T . 

当 


a ) 在 [_ 7t ，7 T ] 上求一连续函数，使它生成的傅里叶级数是 (- irn ^ s ' mnx . 然后用帕塞瓦尔公式 

n= 1 

证明 （（6) = tt 6 /945_ 

b ) 用适当的傅里叶级数连同帕塞瓦尔公式证明 S (4) = k 4 /90. 

*2 jt 

假定/在[0, 2； r ] 上有连续的导数， /(0) = /(2 tt )， 且 / ⑴出 = 0.证明 II /' II > || /!，其中等号当 

Jo 

且仅当 /( I ) = acos ： T 十 6 sinx 时成立. 提示: 用帕塞瓦尔公式， 

一个周期函数序列 { S „} (周期为 1) 在 R 上定义 如下： 

B 2 ”（ x )= (― 1)" +1 CO fj — («= 1，2,…）， 


B Zn + ：( sc )= (- 1)" +1 2 { lly n lV E ^0^ (” = 0山2,…). 

B„ 称为 n 阶的 伯努利 （ Bernoulli) 函數 证明： 

a ) B ] ( x ) — x — [: c ] _ 1/2 ，当 : r 不是整数 _ ([: r ] 是的最大整数 •） 

b ) B n ( x)dx = 0 当/ 1 > 1 ， B f n ( x ) = nB n ^\ ( x ) 当 
Jo 

c ) 艮（: c ) = P n U ) 当 0< Cr < l ， 其中 P n 是《次伯努利多项式.（关于尺的定义见练习 9. 38, ) 

^0 

设/是以 h 为周期的函数，它在[一 Tt ，7 T ] 上的值是 

fix ) = 1 当 0< jr <7 r ， /( x )=_ l ， 当 _ k < o ：<0， 

fix ) = 0 当 : c = 0 或工 =7 T _ 
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1心（士 ）= 字士 • 

n-^oo 7t J 0 t 

( e ) 中极限的值大约是 1.179. 这样，虽然/在原点处有一个跃变等于2,但是用于逼近的曲线&的 
图像在原点附近趋向于一条长度为 2. 358的竖直线段.这就是吉布斯现象. 

oo 

11-20 如果 /( x ) 〜 a 0 /2+ ^ ( a „ cosnx +6„ sin / u ：) 且 /在[0，2兀]上是有界变差函数，证明 a „ =0( l /? z ) 和= 

n=l 

OCl / n ). 提示： 记 f = g — h ， 其中 g 与 h 在[0， 2 tc ] 上都是递增的，则 

If 2 ， 1 「 2k 

a „ = - g -( x ) d ( sinwx ) - / i ( x ) d ( sinnx ). 

/ITT J 0 717Z J 0 

然后应用定理 7.31- 

11. 21 假定对于 （0, 5) 内的每一个 a 都有<5])，而且假定 g 在0点满足“右边的”利普希茨条件. 
(见定理11_9下面的注 .） 证明勒贝格积分 f 1 ^(0-^(0 + ) | Ad / 存在， 

Jo 

11. 22利用练习 11. 21的结果证明/在一点可微蕴涵它的傅里叶级数在该点收敛_ 

11.23 设 g 在[0， 1] 上连续，并假定对于 n =0, 1，2，…有⑴山=0_ 证明： 

a ) 对于每一个多项式 P 都有「 g 2 ( Odt = P g(t)(g(t)-P(t))dL 

Jo Jo 

b ) r g 2 ( t ) dt = o , 提示： 运用定理 ii -17. 

Jo 

C ) 对于 [0，1] 内的每一个 £ 都有 g(O = 0. 

1 L 24 用魏尔斯特拉斯逼近定理证明下面每一个论断 • 

a ) 如果/在 [1, 十 cxiO 上连续且当： r ^ + oo 时 /( I )— a ， 则/在[1， + m ) 上可以被形如 
g (^ r ) = ^ lAr ) 的函数 g —致地逼近，其中 p 是多项式. 

b ) 如果/在 [0, + oo ) 上连续且当： r ^ + oo 时 /(： r )— a , 则/在[0， + oo ) 上可以被形如 

= 的函数 g —致地逼近，其中 f 是多项式. 
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11. 25 假定 /O) 〜 ao/2+ (a„cosnx +/;„sinnr) 并设 {<?„} 如在 （ 23) 式中所给出的那样是这个级数的部分和 


的算术平均值序列. 证明: 


n ― I ^ 

a) (j n (x) — 2 ( 1 — — ) (a k coskx + b k sinAr ). 

k-~ i 

b) I f{x)—a n ix) I 2 dx=[ I fix) \ 2 djr—~^al — 7r V] (a 2 k ) + ~^~ Y] k z (al +6*). 

Jo Jo ^ k=l n 

c ) 如果 / 在 [0, 2 tt ] 上连续且有周期 2 tt ， 则有 

71 

lim 2 (al + bl) = 0. 


rt 7| 


11.26 考虑由在 [0, 2 tt ] 上连续且以 2 tt 为周期的周期函数 / 生成的傅里叶级数（指数形式），譬如说 


fix) - 


再假定导数 /6 R [0, 2 tt ]_ 


-M "- 

a ) 证明级数 2 I ^ i 2 收敛；然后用柯西-施瓦茨不等式推证 1] I 〜丨收敛. 

„ = _ oo n =- ⑴ 

— oo 

b) 从 （ a) 推证级数 J] 在 [ 0 ， 2tt] 上一致收敛 于一个 连续的和函数 g. 然后证明 /=g. 

tl — 

傅里叶积分 

11.27 如果/满足傅里叶积分定理的条件， 证明： 

a ) 如果/是偶函数，即对于每一个 （都有 /(一0 = /(0,则 

/(了+) + /(工一 ） 2 r 「° 「广;“、 a 

- =一 Um cosxir j(u)co^xu au av. 

2 7 T a ►—〜‘（） LJ 0 — 

b ) 如果 / 是奇函数，即对于每一个 / 都有 /( 一 ( ）= —/ G )， 则有 


fix +) + /(x — ) 


2 f a r r°° n 

— lim sinter /(«)sinxw du dv. 

q f) — j 0 ■ 


用傅里叶积分定理求练习 11* 28 到练习 11.30 中反常积分的值* 建议： 尽可能使用练习 n. 27 的结果 


11- 28 


simycosxn: 


7T J 0 


1 当_ 1 <工< 1 

0 当 u 丨> 1， 

4-当 h 卜 1. 


11. 29 


^^cLr = “％当 6>0. 提示： 应用练习 11.27 及 /( 幻=^〜 

b + x lb 


lh3 ° Jo TT^ dx 

11. 31 a ) 证明 


a 7T 


e - ，当 


nzp) 


x p ~ ] (1- x) p ^djc. 


b ) 在 （ a ) 中做适当的变量替换推导出伽马函数的倍量公式 

r(2p)r(y)= 2 2 ^ ] r(p)r (/>+ 

注： 在练习 10. 30中已经证明了尸 (1/2)= V ^ 

11. 32如果对于一切 I 都有/( 1 ) = 6—力 2 和 g (: r )=: r /(: r )， 证明 
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f(y) 


丌 


f(x)cosxy dx 和 g(y^ 



g(x)s\nxy dx. 


11.33 本练习叙述另一形式的泊松求和公式.假定/在[0，十⑺）上非负、递减且连续，而且 /( dcLr 作 

J 0 

为反常黎曼积分存在.设 


f{x)cosxy dr. 


g(y) 

如果 《 和都是正数，而且 #=2 tt , 证明 

oo oo 

7^( 4-/(0) + 2/ (?wa) } = y ^ (0) + 2尽(吻） }， 

m = 1 1 

11.34 证明； 对于扒 :r) 的变换公式 （ 55) 可以变成下面的 形式： 


其中 a ^=2 n , a >0, 
11.35 如果 s >\, 证明 

并推导出公式 


7T" 2 r(+)«- j = 


ei" r ? /2 — 】 dx 


7 C v 2 r(-^-) ^(^) = <p(x)x s/z ~ ] dx, 


其中 2 ip ( x ) = 0( x )- h 用此结果和关于 6 K : r ) 的变换公式证明 


7T /2 r( + )W) 


sis 一 1 ) ‘ 


1 +x a " s>/2 ^ 1 )i/Kjo)dx. 


拉普拉斯变换 

设 C 是一个使积分 p e - “ | /(0 1山作为反常黎曼积分存在的正数.设 2 T = x + i y ， 其中 x > r _ 容易证明积分 


广 oo 


F{z) 


e- V ⑴ dZ 

作为反常黎曼积分和勒贝格积分都 存在. 如此定义的函数 F 称为/的拉 普拉斯变换， 用 2(/) 表示.下面的练 
习描述了拉普拉斯变换的某些性质. 

11. 36验证下面拉普拉斯变换表中的各项内容_ 




「 c 乂 


/ ⑴ 

F(z) = 

, 

0 

z = x^-\y 


(z 

— a) _l 

(x>a) 

cosa^ 

z/(z 2 +a 2 ) 

(: >0) 

sina/ 

a/(z 2 +a 2 ) 

(^>0) 

t p e at 

r(/j+l)/(2 : - a) p ^ 1 

(x>a ， p>0) 


11.37 证明！当/与 g 二者在负实轴上都为0时，卷积 & = /* 片呈下面的形式： 

hit) = J fix)git — jc)dx. 

用关于傅里叶变换的卷积定理证明』（/*&) =』（/) • 』（发)_ 

「00 

11.38 假定 / 在（0， + oo ) 上连续，并对于 z =* r + i ： v ， jcScX ) 设 FO ) = j 。 e " z / / 如果5>(且“>0, 



280 


第聿 


國 


证明 : 


11. 39 


a)F(^+a) =a 



g(t)e~ at d/, 其中 〆 工 ）= 


V ，/ ⑴ ck_ 

o 


b ) 如果对于《 = 0，1，2，…有 F (5+ 似 ）= 0， 则对于 C >0 有/⑴ = 0. 提示： 用练习 11.23. 

c ) 如果 A 在（0, +⑺）上是连续的，而且/与 A 有同样的拉普拉斯变换，则对于每一个 r >0 都有 
f(t) = h(t). 

对于 z=i + i3 /， x > c >0, 设 e _〃/( t ) df . 设 t 是一个使 / 满足傅里叶积分定理（定理 11. 18) 

Jo 


的 “ 局部 ” 条件 u) 或 a>) 当中的一个条件的点 . 证明对于每一个 a>c 有 


/(，+) + /(卜 

2 


2穴 


lim 


(a+'w) 


l F (a + iv)dv. 


丁 


此式称为拉普拉斯变换的反演公式*等号右边的极限通常借助于在第 16. 26 节叙述的留数计算来求 
值 . 提示： 对于， >0 设 g (/) = e i/ ⑴，对于设 g(t) = 0, 并对 g 应用定理 11.19. 
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第 12 章多元微分学 


12. 1引言 

在第5章曾简要地讨论过从 R ” PJ R 1 的函数的偏导数，也介绍过从 R 1 到 R ” 的向量值函数 
的导数.本章把导数理论推广到从 R n 到 R m 的函数. , 

如我们在第 5. 14节已经注意到的，偏导数是通常导数的一种多少有点儿不尽如人意的推 
广，因为在一个特定点上全部偏导数•“， D „/ 的存在性未必蕴涵/在该点的连续性.偏 
导数的弱点在于，它们把多元函数每次只是作为一个一元函数来对待.偏导数描述的是一个函 
数在每个坐标轴方向上的变化率，它有一种轻微的推广，称为方向导数，研究一个函数在任意 
一个方向上的变化率.方向导数既可以应用于实值函数，又可以应用于向量值函数. 

12.2 方向导数 

设 S 是 R ” 的一个子集，并设/ : S — R m 是在 S 上定义、在 R m 内取值的函数.我们希望 
研究当从 S 内的一个点 c 沿着一条线段移动到附近的一点 c + m 的时候(其中«#0)/怎样变化. 
这条线段上的每一个点都可以表示为 c +如，其中 A 是一个实数.向量《描述这条线段的方向. 
假定 c 是 S 的一个内点，于是在 S 内有一个 n - 球 BU ; r )， 只要 A 足够小，把 c 与 C + / ai 连接 
起来的线段就将位于 r ) 内，从而位于 S 内. 

定义 12.1 /在 c 点沿方向 a 的方向导数用符号尸 ( c ; «) 表示，它由等式 

f(au) = lim /(c + M) —/( c ) (1) 

A —0 h 

定义，只要等号右边的极限存在. 

注某些书的作者要求 II « II =1，但本书这里没有假定. 

例 

1. 当 K = 0 时 （1) 式中的定义是有意义的.在这种情况下对于 S 内的每一点 c ，/( c ； 0) 存 
在且等于 0. 

2. 如果《 = «,,即《是第 々个单 位坐标向量，则 /( c ; « t ) 称为偏导数，并记为 DJ *( c ). 
当/是实值函数时，这里的定义与第5章中的定义一致. 

3. 如果/=(/,，•"，九)，则 /( c ; M ) 存在当且仅当 //( c ; a ) 对于每一个々 = 1，2 ,…， m 

存在.此时 

f{c\u) = (/; (C;M) ， … ， /L(C;M)). 

特别地，当 《 = «* 时，我们得到 

Dt^Cc) =( 认八 （ c) ， … ， (c) )• (2) 

4. 如果 F ⑴二 /( c + fii )， 则 «)• 更一般地， «), 如果每 

个导数都存在. 
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5. 如果 / U )= 11 d 2 , 贝 

Fit ) = f(c + tu ) = ic + tu ) • (c + in) = || c || 2 + 2 tc • m + r 2 It h II 2 ， 

所以 F’ ⑴ = • «+2HI « II 2 ; 从而 F'(0)=/( C; Ii )=2 c - «. 

6. 线性函数.一个函数 /: R n — R m 称为是线性的，如果对于 R n 内的每一个和^及每一 
对标量 a 和6都有 /( ojc + 办） = a /( j «：)+6/( jO . 如果/是线性的，贝！ 1(1) 式右边的商可以化简 
为 /( M )， 所以对于每一个 C 和每一个 II 有 ^( C ; «)=/(«)* 


12.3 方向导数与连续性 


國 


如果在每一个方向《都存在 //( c ; «)，则所有的偏导数^/^)，…， a /( c ) 都存在 •然 
而，逆命题不成立 • 例如，考虑由 


" fx + y 当工 = 0或夕= 0， 

/(x,3,) = 1 i 其他. 

给出的实值函数/: R 2 — R 1 . 则有 DdCO , 0)= D 2 /(0, 0) = 1. 然而，如果考虑任意一个另外 

的方向 “=(〜 ， a 2 ) f 其中〜关0且 a 2 ^0， 则有 

f (0- h / iu ) -/(0) _ fihu ) „ 1 
h h h 


当时它不趋向于一个极限. 

有一个相当令人吃惊的事实是，一个函数可能对于每一个《都有有限的方向导数 /( c ; «)， 

但是在 C 点可能不连续.例如，设 

〜 、 ixy 2 /( x 2 y ) 当: r ^ o ， 


设 !/=(〜， a 2 ) 是 R 2 内的任意一个 向量. 于是有 

/(Q + /m) - /(Q) = f(ha x ,ha z ) = a,al 

h h a\ +h 2 a\ 


从而有 


/( 0 ；«) 


a\/a x 

0 


当山关 0, 
当 ai = 0. 


这样， /(0； tt ) 对于一切《都存在 • 另一方面，在抛物线 x =： v 2 的每一个点上（除了原点）函数 


/取值 I ，所以/在(0， 0) 点处是不连续的，因为/(0， 0)=0. 

这样我们就看到，即使在一点上所有的方向导数都存在也不能保证在该点的连续性.因 
此，方向导数像偏导数一样，是一维导数概念的多少有些不尽如人意的推广.现在我们转而介 
绍一种更适当的推广，它蕴涵连续性，同时能把一维导数理论的主要定理推广至多元函数•这 
种推广称为全导数. 


12.4 全导数 

在一维的情况下，一个在 C •点有导数的函数/在 C 点附近可以被一个线性多项式逼近•事 
实上，如果 /( c ) 存在， 设 EAh ) 表示差 
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E c ( h } = fic + h ) - f ( c ) _^ ( c ) 当/ ^ ^ 0 ， (3) 

h 

并设艮 （0)=0, 则有 

f(c + h ) = f ( c )+ f f ( c)h + hE t ( h )， (4) 

这是一个对于 h = 0 也成立的等式.该等式称为关于用 f ( c ) h 逼近 /(c + /0—/( c ) 的一阶泰勒 
公式，这个逼近产生的误差是从 （3) 式可以看出当 / i — 0时有 0. 所以误差 
称为当0时有比 / i 更小 的阶. 

我们把注意力集中在公式 (4) 的两条性 质上. 第一条， /'(c)/i 是&的一 个线性 函数.也就 
是说，如果记 T ( (/0=/( C )； i ， 则有 V 

T l ( ah l +紈 2 ) -= aT t ( h ,) + bT c ( h 2 ). 

第二条，当0时误差项有比 A 更小的阶.•现在，一个从 R fl 到 R m 的函数/的全导 
数将用这样一种方式来定义，即要求它保持这两条性质 • 

设/: S — IT 是在 R " 内的一个集合 S 上定义且在 R m 内取值的函数.设 c 是 S 的一个内 
点，并设 r ) 是一个位于 S 内的 球. 设 v 是 R " 内的一个点， || v || < r ， 所以 c + v 6 
B(a r ). 

定义 12. 2 函数/称为在 c 点是可微的，如果存在一个线性函数 T e: 使得 

/(c + v ) = /( c ) + T c ( v ) + || v || JE f ( v ), (5) 

其中当 v —0 时 E c ( v )-^0. 

注 等式 （5) 称为一阶泰勒公式 • 它对于 R n 内所有满足 II v || < r 的 v 成立. 线性愚 
数 I ； 称为 / 在 c 点的全导数.也可以把 （5) 式写为 

/(c + v ) = /( c ) + T c ( v ) + o ( 1| v || ) 当 v —0. 

下面这个定理表明，如果全导数存在，则它是唯一的.该定理也建立了全导数与方向导数 
的联系. 

定理 12.3 假定/在 c 点是可微的，其全导数为 I ，则方向导数 /\ c ; m ) 对于 R n 内的每 
一个 M 都存在，而且有 

r c (M) = /’(C;M)_ (6) 

证明 如果 V =0， 则 /'( c ; 0)=0 且 T c (0)=0. 因而我们可以假定 v 乒 0. 在泰勒公式 （5) 
中取 v =/ ai ， h #0 , 可得 

/(c + / i «) -/( c ) - T c ( hu ) + || An || E c ( v ) = hT e ( u ) +| h \ || w || £ c ( v ). 

现在除以 A 并让/就可以得到 （6) 式. ■ 

定理 12. 4如果/在 c 点是可微的，则/在 c 点是连 续的. 

证明 在泰勒公式 （5) 中令 v —0. 则误差项 II v || 私 （ v )— 0;线性项 T e ( v ) 也趋向于0，因 
为如果… + % m „, 其中，…， m „ 是单位坐标向量，则按照线性性质有 

T e («) — viT c (U ]) + …+ v„T c (u „) , 

并且等号右边的每一项当 v —0 时都 趋向于 0. _ 
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注全导数也可以写为 /'( c ) 以与一维理论中所用的记号取得一致.采用这个记 
号，泰勒公式 （5) 取这样的 形式： 

/(c + v ) = /( c ) + /( c )( v ) + || v [| E c ( v ), (7) 

其中当 v —0 时氏 （ v )—0. 然而应该意识到， /( c ) 是一个线性函数而不是一个数.它 
在 R n 上处处有定义；向量 /'( c ) ( v ) 是 //( c ) 在 v 点的值. 

例 如果/本身是一个线性函数，则 /( c + v )=/00+/( v )， 所以导数 /( c ) 对于每一个 c 
都存在且等于 /. 换句话说，一个线性函数的全导数就是该函数本身. 

12.5 全导数通过偏导数来表示 

下面这个定理表明，向量 /'( C )( v ) 是/的偏导数的线性 组合. 

定理 12. 5设/: S > R m 在 S 的一个内点 c 处是可微的，其中 SGR ”. 

队 ，，其中，…，是 R ” 中的单位坐标向量，则有 

n 

/’( c )( v ) = ^ v k D k f ( c ). 

特别地，如果/是实值函数 （ m = l )， 则有 

- / 7 ( c ) ( v ) = V /( c ) * v , 

这是 V 与向量 ▽/( c ) = ( D 1 /( c )， …， D rt /( c )) 的点积 • 

证明 利用 /'(C) 的线性性质可以写 

n n n 

/’( c )( v )= ic ){ v k u k ) = ^] v k f f ic ){ u k ) = ^ V k f f ( C } U k )= 

jt = l k = l k = l 

注 （8) 式中的向量 V /( c ) 称为 / 在 c 点的梯度向量，它在使偏导数 U / ，…， a / 存 
在的每一个点上有定义.关于实值函数/的泰勒公式现在可以取下面的形式： 

/(c + v ) = /( c ) + V /( c ) • v -f o ( 1| v 1() 当 v — 0, 


如果 V = T； 1 lli +•** + 


( 8 ) 


2^D,/(c). ■ 


12.6 对复值函数的一个应用 

设/=«+化是一个单复变量的复值函数 • 定理 5. 22 表明，/在一点 c 有导数的一个必要 
条件是四个偏导数 D lW ， D 2 u ， D ^, Dp 在 c 点都存在且满足柯西-黎曼方程： 

D]u(c) = D 2 v(c) , DiV(c) =— D 2 m(c). 

而且，有例子表明，仅有柯西-黎曼方程对于 / a ) 存在是不充分的.下面这个定理表明，柯西 

-黎曼方程以及 M 和 U 的可微性蕴涵 /( c ) 的存在性. 

定理 12.6 设 M 和 Z ； 是在复平面的一个子集 S 上定义的两个实值函数，并假定 W 和1；在5 
的一个内点 C 处是可微的，它们的偏导数在 c 点满足柯西-黎曼方程_于是函数 /=M + ix ； 在 C 
点有导数，而且 

/’ （ c) = Diu(c) + iDi v(c) m 

证明对于在 S 内的每一点5：都有 /(z)— f ( c ) = u ( z )— u ( c)-hi { v ( z )— v ( c )}. 因为 w 和 
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在 c 点都是可微的，所以，对于充分靠近 c 点的 z 有 

u(z) — u(c) = Vu(c) • (2: — c) o( II 2: 一 c (I ) 

和 

viz) — v(c) = Vv(c) • (2 ： — c) + o( II a ： — c |j ). 

使用向量的记号并且把复数作为 R 2 中的向量来考虑，则有 

f{z) — /(c) = {Vw(c) + i Vv(c) } • iz — c)+o(|jz — c |j )• 

记 sr = :r + i ： y 和 c = a + i 6， 由柯西-黎曼方程可得 

{Vu(c) + i Vv(c) } • (z — c) 

~ Di u{c) (x — a) + Dzuic) {y — b) + iiD^Cc) (x — a) + D 2 t/(c) (y — 6 ) } 

=D] u(c) {(x — a) + \(y — 6 ) } + iDi vie) { {x 一 a) + Ky — b) } . 

于是 

f(z) — /(c) = {D t w(c) + iD x v(c)} (z — c)+o( |[z — c[| 

除以并令 z — c 可知 /'( c ) 存在，而且它等于 

T>iu(c) + iD x v(c) w _ 


12.7 线性函数的矩阵 

本节我们暂时离开本书的主题而回顾一下线性代数中的某些在涉及导数的计算中有用的初 
等事实. 

设 r : r ”— 是一个线性函数.（在应用的时候 r 将是函数/的全导数 •） 我们将证明 r 可 
以确定一个 mXn 的标量矩阵(见下面 (9) 式），该矩阵是用下面的方法得 到的： 

设⑷，…，！!„表示 R rt 中的单位坐标向量 • 如果 xeir ， 则有+… + x 几，所以， 

按线性性质有 

n 

T ( x ) = y ^ x k T ( u k ). 

a =1 

因此 T 完全由它在坐标向量 A ，…， A 上的作用所确定. t 

现在设☆,•••， ‘表示 ir 中的单位坐标 向量. 因为 r ( iijGR m ， 所以可以把 r ( w A ) 写成 

彝 

a , …，‘的一个线性组合，譬如说 

m 

T ( u k ) = 2 

i = l 

标量 k ， …， u 是 r («,) 的坐标.我们把这些标量竖直地写成一列 如下： 

t\k 

tzk 

* 

* 

* 

* 

Jmk_ 

这个阵列称为一个列向量.作出关于 r ( Ml ) ，…， r («„) 中的每一个的列向量，并把它们并列 
地放在一起就得到了一个矩形的阵列 
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^\2 

… h n 

亡 21 

* 

著 

^22 

睾 

争 

… t 2n 

* 

m 

* 

^m\ 

t 

t m 2 

* 

*** t 

^mn 


(9) 


这个阵列称为 r 的矩阵°并记作; 7?(r ). 它由 m 行和?！列组成.第々列中的各数是 r(«*) 的分 
量.我们也用记号 

m(T) = 或 m(T) = (f*) 

表示 （9) 中的矩阵. 

现在设 T: R"—ir 与 S: R m —R* 是两个线性函数， s 的定义域包含 r 的值域*于是我们 
可以构成由 

(S 。 D(JC) = S[T(JC)] 对于 R rt 中的全体 JC 
定义的复合函数5。7\复合函数 S。r 也是线性的，它把 R” 映人 
我们计算一下矩阵 m(S 。 D . 分别用 

Mi 1 fU n , t ，…，和 W” 

表示 R"，R m 和 W 中的单位坐标向量.假设 S 和 T 分别有矩阵(~)和这表明 


S ( e k ) 

= ± s , w t 

i= 1 

k = 1，2 ，…， m 


和 

nup 

- S ㈣ 

k =\ 

j = 1，2 ，… ，” • 


于是可得 

(S 。 T)(w,)= S[T(〜）]= 

m 

J ] t kj S ( e k ) 

k ^\ 

m p 

— y ^ J t h = 

k — 1 i = 1 

i — 1 k = 1 


所以 


. m ( S 。 T ) = y^.Sjktkj . 

. L *=i 」“ i=i 

换句话说， m ( S 。 r ) 是一个夕 x w 矩阵，它的第*•行、第 i 列的元素是 

m 

》 i S ikt kj ， 

k =] 

这是 m(S) 的第 i 行与 W(T) 的第 j 列的点积*该矩阵也称为乘积 rn(S)m(T )_ 因而/ / KS 。 T ) 
rn ( S ) m ( T ) . 


12.8 雅可比矩阵 

下面我们说明矩阵是如何在与全导数有关的问题中产生的. 

设 y ■是一个在 ir 中取值的函数，它在 R n 内的一点 c 处可微，并设 r=/(c) 是 jr 在 c 点的 


0更确切地说， T 的矩阵与给定的 R " 的基 《] ，…，《”和1^的基以，…， G 有关- 
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全导数.为了求出 T 的矩阵，我们考虑它在单位坐标向量〜，•_•，上的作用.按照 
定理 12. 3,有 

T ( w *) = /'( c;Mt ) = D */( c ). 

为了把它表示成为 R m 的单位坐标向量〜，•••，^的线性组合，记/=(/,，•••，九），所以 
D ,/=( ，…， D k f m )， 从而 

m 

T(u k ) = D k f(c) = ^D A / ( (c)e^ 

i = i 

于是 T 的矩阵是 m ( T ) = ( DJ \ 00). 这个矩阵称为 / 在 c 点的 雅可比 ( Jacobi ) 矩阵， 记为 D /( c ). 

也就是说， 

"^^(c) - DJ\(C) 

D t f 2 ( c ) D 2 / ( c ) … D n / 2 ( c ) 

Df ( c )= . 

• * » 

• 鲁 * 

P ^ fJc ) D 2 / m ( c ) ... D „/ ffl ( c ) 

它的第；行、第々列的元素是认/ £ (<:).这样，为了得到第々列的元素，就应该对/的各个分 
量求关 于第& 个坐标向量的微分.雅可比矩阵 D / U ) 在 R ” 内的每一个使全部偏导数 D */,( C ) 都 
存在的点 c 上有定义. 

雅可比矩阵 （10) 的第 々行是 R ” 中的一个向量，称为 /* 的梯度向量， 用 ▽人 （ c ) 表示 •即： 

V/,(c) = (D 1 /,(c),-,D„/ a (c)). 

在/是实值函数 ( m = l ) 的特殊情况下，雅可比矩阵仅由一行组成.在这种情况下， Df { c ) = 

V /( c ) ,而且定理 12. 5的等式 (8) 表明此时方向导数 /( c ； v ) 是梯度向量 V /( c ) 与方向 v 的点积 • 

对于向量值函数/=(/；，•••，九），我们有 

m m 

/’( c )( v ) = / r ( c ； v ) = ^ if k { c \ v ) e k = • v ) e k , ( 11 ) [ 351 ] 

h = 1 k = 1 

所以向量 /' U )( v ) 有分量 

(▽/〆{?)• V ， … ， ▽ 九 (C) • V). 

这样， /(c)(v) 的分量是通过连续地取雅可比矩阵各行与向量 V 的点积得到的.如果把/ ^ cKv ) 

看成是一个 mXl 的矩阵或列向量，则 /( C )( v ) 等于矩阵乘积 D /( c ) v ， 其中 D / Q ) 是 mX « 的 
雅可比矩阵， v 看作是一个 《 X 1 的矩阵或者是列向量. 

注在与三角不等式和柯西-施瓦茨不等式有关的问题中会用到的等式 （11) 可以给出 

||/(c)(v)|| = ISiV/.Cc) . I V/,(C) . v|< li V II 2 II V/,(c) II. 

11 k = \ k =\ k =\ 

从而有 

||/( c )( v ) II < M|MI , (12) 

其中 II V /,( c ) II . 这个不等式将会在链式法则的证明中用到，它也表明当 1—0 

k=\ 

时有/^ ( c )( v )—0. 
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12.9 链式法则 

设/和 g 是使复合函数/!=/。 g 在点的一个邻域内有定义的函数.链式法则告诉我们如 
何去计算 A 的通过/和 g 的全导数来表示的全导数. 

定理 12. 7 假定 g 在 a 点是可微的，其全导数为 gU ). 设 fr = g ( a ) 并假定/在6点是可 
微的，其全导数为 /'( fr ). 于是复合函教 A =/ 。 g 在 a 点是可微的，而且它的全导数 Y ( a ) 由 
下式 给出： 

YU ) = /'(&) 。 〆 (<!)， 

这是线性函数/00与 /( a ) 的复合函数. 

证明对于很小的 II II 考虑羞式 A ( fl ) ，并证明有一个一阶泰勒 公式. 我们有 


h(a + j ?) — h ( a ) = / [ g(a + 少）] — /[容 （ a )] = /(办十 v )— /(£>)， （13) 

其中 fr = g ( a )， v = g ( a + 30 — fr . 关于 g ( a +_ y ) 的泰勒公式蕴涵 

v = g ( a )( y ) + || y || E a iy ) , 其中 JE 0 ( j ) — 0 当 少 — 0. (14) 

关于 /(ft+v) 的泰勒公式蕴涵 

/(& + v )—/( fr ) = /( b )( v )+ || v || E *( v ), 其中 £ t (v) 一0当 v—0. (15) 

把 (U) 式代人 （15) 式可得 

f ( b + v )— fib ) = / / (fc)[g / (a)(j)] 4 - f ib )[_ || y II E a ( y )^\ + || v || E b ( v ) 

= /(&)[g'U)00]+ li JIIEOO， C16) 

其中 E (0)=0, 而且 

E ( y ) = /( b )[ E a ( y ) J + || ff Eb(v) 当 J 乒 0 . (17) 

为了完成本定理的证明我们需要证明当广-❶时 0. 


当: V —0 时 (17) 式等号右边的第一项趋向于0, 因为艮 ( J ；)—0. 在第二项中，因子0, 
因为当0时 p 0. 现在我们证明当: V —0 时，商 || v 11/11，||保持有界.利用( I 4 )式和 (12) 式估 
计分子可得 

|| v || < U g\a)(,y) II + II j II II II < II y \\ { M + || £ fl ( y ) || } ， 

m 

其中 M = Z II Vg ,( a ) || . 于是 

-JP4~<m+ II E a (y) II , 

II 丨 II 

所以当 y ^ O 时 || V II / li 保持 有界. 利用 （13) 式和 （16) 式可以得到泰勒公式 

h(a + 3?) — h(a) = f (b)^(a) (y)] + II y ll E(y ), 

其中当 0 时 E ( y )— 0 . 这就证明了 / r 在 fl 点是可微的，而且它在点的全导数是复合函数 
fib) ° g(a) _ 

12. 10链式法则的矩阵形式 

链式法则是说 


fc'(a) = /’ （ fr) 。 g’ （ a )， 


( 18 ) 
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其中 b = g ( a ). 因为复合函数的矩阵是相应矩阵的乘积，所以 （18) 式蕴涵关于雅可 
比矩阵的下述 关系： 


DhCa ) = Df ( b ) DgM . (19) 

此式称为链 式法则的矩阵形式. 把每一个矩阵用它们的元素来表示，也可以把此式写成一组标 
量 方程. 

特别地，假设 a 6 R p ， fr = g ( a ) eR ", 而且则有 fc ( a ) eR m ， 而且可以写 

容 =( gi ，."， g ”）， /=(/"•••，/„)， h = { h x ，— , h m ). 

于是 DfcU ) 是一个 mXp 矩阵， D /( fc ) 是一个 mXn 矩阵，而 DgU ) 是一个 nXp 矩阵，它们分 
别由下面的式子 给出： 

Dh ( a ) = [ DA ( a )] n / =1 ， Dfdb ) - DgCa ) = ( a )]：；； =1 . 

矩阵等式 （19) 等价于下列个标量等式 

L 

n 

Djh t ( a ) = i ^^ Djgkia ), j = (20) 

k =\ - 

这些式子用 / 和 g 的分量的偏导数表示岀了 &的分量的偏导数. 

可以把 (20) 式中的等式改写成一种更容易记忆的形式.记 y = /( A ：)，x = g ( t ) ,则 j = 
/ [ g ( t )]= h ( t ), 于是 （20) 式变为 

^ = y H ， (2D 

dt 3 dx k dt } 

其中 


3 yi 


D 九， 


dyi 


D,/ I 


dx i 


k • 


dt 3 3 1 \ dx k 一 dt } 

例假设 rn = l . 于是 / 与/二者都是实值函数，而且 (20) 中包含个等式，每个 
等式关于"的偏导数当中的一个为： 


D^(a) = ^ D k f ( b ) D jgk ( a )： j = 1 ， 2 ，”.， 久 
等号右边是两个向量 V /( W 和 D , gU ) 的点积.在这种情况下，等式 （21) 取下面的 形式: 


— 3 y dxk 

dt 3 k = \ dx k 3tj 


j = 1，2 ，…，/ >_ 


特别地，如果/>=1，则我们得到的仅仅是一个等式，即 


h f { a ) = J ^ r > k f ( b ) g [( a ) = ▽/(&)• Dg ( a ), 

k ^\ 

其中雅可比矩阵 Ug ( fl ) 是一个列向量. 

用链式法则可以给出下述定理的一个简单证明.这个定理是关于对带有一个参量的积分进 
行微分的，该参量既出现在被积函数里，又出现在积分限中. 

定理 12.8 设/与 D 2 / 在矩形 [ a ，6] X [ c ， J ] 上连续 • 设 f 和 (？ 在|>， d ] 上可微，且对 
于在 [ c ， 内的每一个: y 都有(: y ) 6 [ a ， 6] 和 <?(3 ; )6[ a , b ]. F 由下面的等式 定义： 

F(y) = f(x,y)dxj 当 ： y G 

-/if 
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注如果 S 是凸的，则对于 S 内的一切 jc 、 y 都有 L ( x ， 所以 （23) 式对于 S 
内的一切 jc 和 y 都成立. 

例 

1. 如果/是实值函数 (m = l )， 则可以在 (23) 式中取 a = l 从而得到 

f ( y ) — f ( x ) = /( z)(y — x ) = V /( z ) • (y — x ). (24) 

2. 如果 / 是向量值函数，而且( I 是 IT 中的一个单位向量 ， Hall =1,则由等式 （23) 和柯 
西-施瓦茨不等式可以得到 

II /( J ) 一 /(:) II < II f ( z)Cy — x ) || . 

利用 （12) 式可得不等式 

II /(^) — f ( x ) II < M II 丨 一 A ： II ， 

m 

其中^] || V /,( z ) || .注意这个 M 依赖于 z 因而依赖于 x 和);_ 

3. 如果 S 是凸的，而且一切偏导数4八在 S 上都是有界的，则有常数 A >0 使得 

II /(^) — || < A || j — x || . 

换句话说，/在 S 上满足利普希茨条件. 

中值定理给出了下面这个关于有零全导数的函数的结果的一个简单证明. 

定理 12.10 设 S 是 R B 的一个开的连通子集，并设/: S — IT 在 S 的每一个点都是可微 
的.如果对于 S 内的每一点 c 都有 /'( c )=0， 則/在 S 上是常教. 

证明因为 S 是开的和连通的，所以它是折线连通的.（见第 4.18 节 .） 因此 S 内的每一对点 
JC 和 y 都能被位于 S 内的折线弧连接起来.用仍 ，…， 表示这条折线弧的顶点， 其中仍 = 
jc , p r = y . 因为每一条线段 L ( p , + 1 ， p t )^ S , 所以由中值定理可知对于每 一 个向量 a 都有 

a • if ( pi+i ) — /( Pi )} = 0， 

把这些等式相加（£ = 1, 2，…， r -1), 对于每一个 fl 可得 

a • { f ( y ) —/(jc)} = 0 ， 

取 a = /(jO _/( jc ) 可得 /(_ y ) = /( x ) ，所以 / 在 S 上是常数. ■ 

12. 12可微的一个充分条件 

到现在为止我们一直在推导一个函数是可微的这个假设的推论.我们也已经看到了，不论 
是全部偏导数的存在性还是全部方向导数的存在性都不足以建立可微性（因为没有一个蕴涵连 
续性).下面这个定理表明，全部偏导数中除了一个以外的连续性确实蕴涵可微性 • 

定理 12.11 假定偏导数 D !/， …， D „/ 当中有一个在 c 点存在，而其余的 ”_1 个偏导数 
在某个球 B ( c ) 内存在且在 c 点连续，则/在 c 点 可微. 

证明首先我们注意，一个向量值函数/^(乂，…，九）在 c 点可微，当且仅当它的每一 
个分量八在 c 点可微 • （该命题的证明是一个容易的练习 .） 因而，只需证明当/是实值函数时 

太空柳 fi (/ vT 
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为证明本定理，我们假设以/以)存在，而连续的偏导数是 D 2 / ，…， D n /. 

/( c ) 的唯一可能的替代是梯度向量 V /( c ). 我们将证明 

/(c + v ) — /( c ) = V /( c ) • v + o ( || v || ) 当 v — 0， 

而此式将能证明本定理.证明的思想是把差 /( c + v ) — /( c ) 表示成为《项的和，其中第 々项是 
对 DJXc )% 的一个逼近. 

为此，记 v = Ay ， 其中而 A =|| v ||. 保持 A 足够小使得 c + v 位于使偏导数 
Q /， …， D „/ 都存在的球 B ( c ) 内.把: F 用它的分量来表示，我们有 

y = yiu x -{ - h y „ u „ , 

其中 W 是第 A 个单位坐标向量.现在把差式 /( c + v )—/( c ) 写为下列迭嵌的 和式： 

n 

/(c + v) -/(c) = /(c + Aj) -/(C) = X]{/ (c + Av *) —/ (c + Av h)}, (25) 

k^\ 

其中 

v 0 = 0, v x = yi « i , v 2 = ^ i«i + yzu 2 , … , v „ = yiUi - 1- y n v n . 

该和式中的第一项是 /( c + Aa ^)—/( c ). 因为 c 与 c + AaA 这两个点的差别仅在于它们的第 
—个分量，而且 U / O 0 存在，所以可以写 

/(c + A ： yi«i ) — /( c ) = A ^ iDi /( c ) +\ yiE x ( A )» 

其中 EAA )-^， 当; l —0. 

对于&>2，和式中的第 々项是 

/(c + Av *_! + A3 /* m a ) — /(c + AVi - j ) = f ( b k + Ay * u *) — /( h ) ， 

_ 其中 匕与 &*+ A ： y * u * 这两个点的差别仅在于它们的第 々个 分量，所以可以应用 
—维中值定理得到 

/( bk + XykUk ) — f ( b k ) = A ^ jtD */( a *) , (26) 

其中 a * 偉于连接与 &*+ A ： yjkU * 的线 段上. 注意当 A — 0时匕― c 从而 c . 因为对于々>2 
每一个 DJ •在 c 点是连续的，所以可以写 

D ,/( a 4 ) = D ft /( c ) + E ,( A ), 其中 £* ( A ) — 0当 A — 0. 

把此式代入到 （26) 中可以发现 (25) 式变成 

n n 

/(c + v) — /(c) = k^^kfMyk = V/(c) • v+ II V II E(A )， 

k —\ ^—i 

其中 

^( A ) = ^, y k E k a )^0 当 || v || ^ 0. 

这就完成了证明. i 1 ■ 


注 偏导数 D r / ，…， D „/ 中至少有” 一 1个在 c 点连续虽然对于/在 c 点可微是充 
分的，但绝不意味着这个条件是必 要的. （见练习 1 L 5 和 12.6.) 

12.13 混合偏导数相等的一个充分条件 

一个从 tr 到 IT 的函数的偏导数込/,…， D „/ 本身也是从 R n 到 IT 的函数，因而它们 
也可以有偏导数.它们的偏导数称为 二阶偏 导数. 我们使用第5章中对于实值函数引入的 
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记号: 


D r ，J = D r ( DJ ) = 


d z f 

dx r dx k 


可以类似地定义更高阶的偏导数. 

\ xyix 2 — y )/( x 2 + y > 

f(x,y) = { 


当 （ x ，： y ) # (0,0) ， 
当 （ x ，》）=(0,0), 


这个例子表明 D k 2 /( x ， y ) 未必与 D ^/ Cr ， y ) 相同 • 事实上，在这个例子中，我们有 

Di/C-r^) = ，(工 y ~' ， 当 （工， 7) # (0,0 ) ， 

和 Di /(0，0)=0, 因而对于一切: y 都有 Di / XO ， y ) = — y , 于是有 

D 2 ,i f (0^ y ) =— 1， D 2 a /(0,0) =~ 1. 


另一方面，我们有 


D z fCx , y ) = X<<X - 2 ^£ 2 y ~ ^ ，当 （ x ,： y ) # (0,0)， 

{x ~\~ y ) 

和 Q /(0, 0)=0, 所以对于一切 x 都有 U / Cr ，0)= x ， 因此， Dm / U , 0) = 1， 1\ 2 /(0, 0) = 1， 


[358] 


从而有 /(0, 0)^,2 /(0, 0). 

下面这个定理给了我们一个准则，可以确定什么时候两个混合偏导数 D ^ /和 D 2>1 /是相 
等的 . 

定理 12.12 如果偏导数在一个 n -球 B ( c ; 们内都存在，而且二者在 c 点都可 
微，则有 

D r .,/( c ) = D k , r f ( c ). (27) 

证明 如果/=(，，•"， fj ， 则 ，…， D k fJ . 因而只需对实值函数/证 
明本定理.而且，因为 （27) 式中仅涉及两个分量，所以只需考虑《 = 2的情况 • 为简单起见， 
假定 c =(0，0). 我们将证明 

D!, 2 /(0,0) = D 2fl /(0,0). 

选取 ； 1 关 0 使得以（ 0 ， 0 )， U ， 0) ，（ /I ， /i) 和 （ 0, /i) 为顶点的正方形位于 2 -球 B(0 ; 占 ) 
内 . 考虑下面这 个量： 

△⑹ =/("，"） 一/ a ， o ) — /( o , a ) + /( o , o ). 

我们将证明当 A — 0时 M / O / V 既趋向于 D 2 ，， /(0, 0)，又趋向于 D U2 /(0， 0). 

设 G ( x )=/(: r ，0) , 并注意 

A(/i) = G(/i) -G(0). (28) 

由一维中值定理，我们有 

Gr(/i) — G(0) — hG^ (xi) = h {Di f C 工 i ， h) — Di 9 0)} $ (29) 

其中: Ci 位于 0 与 A 之间.因为 D ,/ 在 （0，0) 点是可微的，所以有一阶泰勒公式 

D r fix, ,h) = 0!/(0,0) +D 1 , 1 /(0,0)X 1 +D 2a /(0,0M+ U? +/^ 2 ) 1/2 Ej (A), 

和 

Dx/Cx^O) = D,/(0,0)+D ia /(0,0)x 1 +1 I E 2 (h )， 
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其中当 A — 0时和 E 2 ( h )^0. 在 （29) 式和 （28) 式中使用这些结果可得 

A(^) = D 2tl /(0,0)^ 2 +E(/z), 

其中 E ( h )= hU \+ h 2 V /2 E ,( h ) + h ! x , I E 2 (/ i ). 因为 1 a I < U 丨，所以有 


0<| E ( h ) \^ Sh 2 I E '( h ) \- hh 2 \ E z ih ) \ , 

于是可得 

= D 2 a /(0,0). 

办 一 o n 

用 H(：v)=/a， y )- f ( 0 , >0 代替函数 G (: r) 并进行同样的过程，可得 

lim = D!, 2 /(0,0), 

h-*o n 


这就完成了本定理的 证明. ■ 

作为定理 12. 11 和 12. 12 的一个推论，我 们有： 

定理 12 . 13 如果偏导数 D r / 和 D ,/ 二者都在 《- 球 B ( c ) 内存在，而且 D r , J •和 D ,.,/ 二者 
都在 c 点连续，则有 


D r ，"*( c ) = D *, r /( c ). 

注我们提一下（而不证明）另一个结果.该结果称，如果 D r /、 D */ 和 U ， r / 都在 n - 球 
B ( c ) 内连续，则 D ^/( c ) 存在且等于 U , r /( c ). 

如果/是一个二元实值函数，则有四个二阶偏导数需要考虑； 即： d k 1 /， d 1;2 /, D 2 .,/ 和 
D 2 , 2 /. 我们刚才已经证明，如果对 / 适当地加以限制，则四个当中只能有三个是不同的_ 

可以形成的 々阶偏 导数的个数是 2*. 如果所有这些偏导数在点 （ x ， W 的一个邻域内都是 
连续的，则某些混合偏导数将是相等的.每一个混合偏导数都是 D ri ，/这种形式，其中 
每个&都要么是1,要么是 2. 如果有两个这样的的混合偏导数， U , ，…、/和 D 〜， …％/， 
其中々元数组 ( n ， …， 6) 是& 元数组(外，…， A ) 的一个置换，则这两个偏导数在( I ，： y ) 点上 
将是相等的，如果全部 2* 个偏导数都在 U ， ： y ) 的一个邻域内连续 的话. 这个论断容易用定理 
12. 13 U = 2 的情况）通过数学归纳法证明，我们略去对一般的々的 证明. 由此可以推知，在 
个务阶偏导数中，一般来说仅有6+1个不 同的偏 导数，即形如％，…乂/的那些偏导数，其中 
的是 元数组 ( n ， …， r *) 取下列 A +1 种形式： 

(2,2，…， 2) ， （1 ，2,2，…， 2) ， （1 ，1，2,…， 2) ，…， 


(1 ，1，…，1，2)， （1 ，…， 1). 

类似的论断对于”元函数当然也 成立. 在这种情况下，可以形成 y 个&阶偏 导数. 所有 
这些偏导数在一点 JC 处的连续性蕴涵对指标 n ，…， G 作置换时 D ri ，…， r */( x ) 保持不变这 
一性质，现在每一个 r , 都是<«的正整数. 

12. 14用于从 R n 到 R 1 的函数的泰勒公式 

泰勒公式（定理 5. 19) 可以推广到定义在 R " 的子集上的实值函数 /• 为了用一种类似于一 
维情况的形式叙述这个一般性的定理，我们对于在泰勒公式中产生的某些和式引进一些特殊的 
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符号： 

/"( x ; r ), 广 ( x ; r )，" •，广 

这些符号表示高阶方向导数，它们按下面的方式 定义： 

如果 JC 是 R n 内的一个点，/的全部二阶偏导数在该点存在，而且如果 t = ( L ，…， L ) 是 

内的任意一点，则写 

w n 

i = 1 j = 1 

我们也定义 

y ( JC ) 叫,， 

i ■— 1 > — 1 k= 1 

如果全部三阶偏导数在 Jt 点 存在. 符号/ (m) (Xi f ) 类似地进行定义，如果全部 w 阶偏导数都 
存在. 

这些和式类似于在 r 点可微的函数的方向导数的公式 

n 

i = 1 

定理 12.14( 泰勒公式）假定/及其全部阶数<讲的偏导数在 R " 内的一个开集 S 的每一 
点都是可微的.如果 fl 和6是 S 的两个点使得 LU ，&)^ S , 则线段 LU ，&) 上有一点 z 使得 

m-1 1 

fib ) — /( fl ) — 2 了 ⑴ （a — fl ) + 讲！ / Cm) ( z ； & — a ). 

证明因为 S 是开集，所以有5>0使得对于在区间一内的全部实数 （有 
— a ) G « S . 在（一5，1 +(5*) 上用下面的等式定义尽： 

g ( t ) = / [a tXb — a )]* 

则 /(&) —/( a ) = g ( l ) — g (0). 我们将对于#应用一维泰勒公式来证明本定理.注意有 

^(1)-^(0) = S ^ r 《 w ( o ) + ㈤ （沒)，其中0<0<1. (30) 

卜】 々丨 m • 

现在公是由 g (?)=/[ pQ )] 给出的复合函数， 其中 〆 a ), p 的第是个分量有导数 
p f k U )= b k ~ a k . 应用链式法则，我们看到 〆 ⑴在区间（―心1+幻内存在且由下面的公式给出： 

It 

g it ) = (勺 — = /’（ P ⑴；办一 

7 = 1 

再次应用链式法则可得 

fr\t) - 2 ~ aj)^ ~ a t ) =/"(p ⑴; & —fl). 

卜 1 j 二 1 

类似地可得 〆 (?) =/( m) ( pu ); b — a ). 把这些结果代入到 （30) 式中，便可得到本定理的结 
论，因为点 z = fl +0( fc _ a ) 6 h ( a ，&)• ■ 
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练习 


可微函数 

12.1 设 S 是 R ” 的一个开子集，并设/: S—R 是一个在 S 上有有限的偏导数 Di / ，…， D „/ 的实值函数.如 
果/在 S 内的一点 c 处有一个局部极大值或局部极小值，证明对于每一个 A 有 D */( c ) = 0. 

12.2 对于按下面的方式在 R ” 上定义的每一个实值函数计算其全部一阶偏导数和方向导数 / U ; «) : 

a ) /(; c ) = fl • X ，其中 a 是 R " 内一个固定的 向量. 

b ) /( x )= || X ir . 

c ) /( jc)=jc • IXx )， 其中 jL : IT — R ” 是一个线性函数. 


ft Ti 

d)/(-r)= 2 f 其中 〜 =Uji . 

i = i )=】 

12,3 设 / 和 g 是在 R m 中取值的函数，方向导数 /( c ; «) 和 〆 （ c ; f /) 存在，证明和 /+ g 与点积/ • g 有由下 
式给出的方向 导数： 

(/ + g) / (c ； u) = f (c ； m) +g’ （ c;w) 

和 

(/ • g)’ （ c;u) = /(c) * g’ （ C;tt) + g(c) • f (c；«). 

12,4 如果 SGR "， 设 /: S — IT 是一个在 R m 中取值的函数，并记/=(/,，•••，人）_证明/在 S 的一个内 
点 c 处可微，当且仅当每一个乂.在 c 点可微. 

12.5 给定《个实值函数广，…，人，其中每一个在 R 内的一个开区间 U ，6) 上都是可微的_对于在 n 维开 
区间 

S = {(xi * yX„) : a < x k < by k = 1 ， 2,…， 《} 

内的每—个 x =(:Cl ，…， 定义 /(JC)=/i(Xi) + …+人（心）.证明/在 S 的每个点处可微，而且 


12 . 6 


f ( x )( u ) = ( jCi)Ui , 其中 M = (Wi ，"•，!/„)_ 

1 = 1 

给定在 R ” 内的一个开集 s 上定义的 《 个实值函数八，…， 4. 对于 S 内的每个 X ，定义 f ( x ) = 
，（^十…+人（ X ),假定对于每个々=1，2，…，； I ，下面的极限 存在： 


lim 

yp x k 


f h (y)-f k (x) 
yk — oo k 


称此极限为证明 / 在 jt 点是可微的，而且 


f ( x )(«) = ( x ) u k 如果 w = iu \ ，… ， w „), 

* = i 

12.7 设 / 和 g 是从 R rt 到的函数.假定/在 c 点可微， /(c) = 0, g 在 c 点 连续. 设 Mx)=gU) •/(x). 
证明 A 在(:点可微，而且 

h\c)(u) = g(c) - {/(c)(u)} 当 ii 6 R' 

12-8 设 /: R 2 > R 3 由下面的等式 定义： 

f { x 7 y ) — ( sinxcos )， sinxsin ^ y ， cosx cosy ). 

确定它的雅可比矩阵 ！>/( x ，>)• 

12.9 证明没有实值函数 / 使得对于 IT 内的一个固定的点0和圯中的每一个非零向量 w 有 /'( c ; 11)>0.给 
出一个例子使得对于 R " 内的一个固定的方向 U 和每一个点 c 有«)>0. 

12,10 设 /^ u + h ; 是一个复值函数使得对于某个复数 c ， 导数 /( c ) 存在. (其中 a 是实的和固定 
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的），并在差商 [/( z ) — / ( c )]/( z — C ) 中令 r ^ O 从而得到 

f ( c ) = e _ io [ w ’( c ; a ) + iT /( c ; a )] ， 

其中 a =( cosa ， sirxa ) ，而 t /( c ; fl ) 和 i /( c ; fl ) 是方向导数 _ 设 fc =( cos /3， sinj 9), 其中 j 8= a + "^兀，用 
类似的讨论可以证明 

f ( c ) ^ e _u, \^v ( c ； b ) — iu (c ；6 )] f 

推证 u ' U ; a ) = t ; / ( c ； ft) 和 i /( c ; a ) = -«( c ； b ). 柯西-黎曼方程（定理 5. 22) 是一种特殊情况. 

梯度和链式法则 

12,11设/是实值函数，它在 R ” 内一点 c 处是可微的，并假定 || V /( C ) || 关 0. 证明在 IT 中有且仅有一个单 
位向量《使得 I /( c ； «) I = II V /( c ) 1| ，而且该单位向量使 | /( e ； a ) I 达到它的最大值. 

12 . 12 在 R 2 内使梯度向量 V /(; r ， W 存在的点（工， 30 处计算该梯度 向量： 


a) fix ， 

y) =x 2 y 2 log(x 2 +y ) 

当 (j ， 

y)#(0 ， 0 )， 

/(0 ， 0) = 0. 

b) f{oc 、 

3 ； )=x^sin : 2+ y 

当（ X ， 

: y) 古 （ 0 ， 0 )， 

/(0 ， 0) = 0. 


12.13 设/和 g 是定义在 R 1 上且带有连续的二阶导数/〃和 〆 ' 的实值函数_对于 R 2 内的每一个 ( x , 30 定义 

F(x^y) = f\_x -h g (: y)]. 

求出 F 的全部一阶和二阶偏导数的公式，把这些公式用/与发的导数来表示.验证关系式 

(D!F)(D 1 i 2 F) = (D 2 F)(D ltI F). 

12.14 给定一个定义在 R 2 内的函数 /. 设 

F(r ， d) = f(rcosd^rsmd), 

a ) 假定/的适当的可微性性质并证明 

D]F(r^) = cos^Di fix ^ y) -\- sindD 2 fix 9 y ) , 

D ia F(r^> = cos 2 0D ia /(x^) + 2sin^cos^D K 2/(x,y) + sin 2 ^D 2 , 2 /(x,>). 

其中 x = rcosd 9 y = rs \ nd . 

b ) 对于 d 2 f , d U 2 f 和 d 2 , 2 f 求出类似的 公式， 

c ) 验证公式 

|] V/(rcos^,rsin^) || 2 = [Di F(r,^)] 2 + -~-[D 2 F(r,^)] 2 . 

12. 15 如果 / 和 g 在 R n 内一点 jc 处有梯度向量 V / U ) 和 Vg ( jc )， 证明由/1(1) = /(文)尽(1)定义的乘积函数/1 
在 Jt 点也有梯度向量，而且 

Vh ( x ) = fix ) Vg ( jc ) + g (\) V /( x ), 

对于商式 // g 叙述并证明一个类似的结果 • 

12.16 设函数/在 R 1 内的每个点都有导数/，并设 g 在 R 3 上由下面的等式 定义： 

g ( xjy ^ z ) = i 2 + ： y 2 + z 2 . 

如果 A 表示复合函数 A = /。 g ， 证明 

II Vhix,y,z) || 2 = ig(xiy,z){/lg(jo,y 9 z)2} 2 • 

12.17 假定 / 在 R 2 内的每个点 （ x ， y ) 处都可微.设 gl 和幻在11 3 上由下面的等式定义： 

gi ( x 9 y ^ z ) = x 2 + ; y 2 + z 2 ， — x + 》 + z ， 

并设 g 是向量值函数，它的值(在 R 2 内）由下式 给出： 

g(x,y,z) =( 发 1 0 ，： y ， 2 ： ) ，茗 2 ( 工， : V ， z)), 
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设九是复合函数 /i = /。 g ， 证明 

II Vh II 2 = 4 (D 1 /) 2 ^ 1 + 4 (D I /)(D 2 /) g 2 + 3 (D 2 /) 2 . 

12.18 设 / 在 R ” 内的一个开集 S 上定义.我们说/在 S 上是/>次齐次的，如果对于每一个实数 A 和 S 内的 
每一个使 Axes 的 x 都有 /( Ax )= A 〃/( x ). 如果一个这样的函数在 x 点是可微的，证明 

X • ▽ fix ) = p /( jc ). 

注： 此结果称为关于齐次函数的欧拉 （ Euler ) 定理. 提示： 对于固定的 JC 定义 #( A ) = /( Ajr ) 并计算 

〆（】）• 

也可以证明逆定理.即 证明： 如果对于一个开集 S 内的一切 X 都有 X • ▽/( x ) = p /( jr )， 则/在 S 上必 
定是 A 次齐次的. 

中值定理 

12.19 设/: R — R 2 由等式 / G ) = ( cos /， sim ) 定义.于是对于每一个实数 w 有尸 U )(«) = “（一 sim ， cow ), 
当7=0，5=27：时，中值公式 

f(y) — fix) — f iz)(y — x) 

不可能成立，因为等号左边是零而等号右边是一个长度为 2 tt 的向量.但是，定理 12. 9 称，对于 R 2 
内的每一个向量<1，在区间（0, 2 tt ) 内有一个 z 使得 

a • if(y) — fix )} = a • — x)}, 

当 jr = 0， ： y =2 jr 时确定$，并把它用表示 出来， 

12.20 设/是在一个2-球 B ( x ) 上可微的实值函数.考虑函数 

git) = / [^1 + (1 — 尤 ) 工 1 ，％] + /[ 工】 ^y 2 + <1 — t)x 2 ^\ 

来证明 

f(y) — fix) = (3^1 — )Di /(^i ，》2 ) + C 3^2 ~ ^ 2 )D 2 /(xi ,z 2 ) * 

其中 Z \ 1 ^( X [ T yi ) ， ^2 ^ /^(x 2 1 y% ), 

12.21 对于在一个 t 球 B ( x ) 上可微的实值函数叙述并证明练习 12. 20中的结果的一个推广 • 

12.22 设/是实值函数，并假定方向导数 /( c + fu ; «) 对于区间0</<1内的每个/存在.证明对于开 K 间 
(0， 1) 内的某个沒有 

/(c + U) — /( c ) = /’（C + 沒 II ;«)_ 

12,23 a ) 如果/是实值函数，而且对于在一个 / r 球 B ( c ) 内的每一个 x 和每一个方向 II ，方向导数 /( x ; m ) = 0, 
证明/在 B ( c ) 上是常数. 

b ) 如果对于一个固定的方向《和3(6内的每一个 x 都有/( X ; w ) = 0, 则关于/能得出什么结论？ 

高阶导数与泰勒公式 

12.24 对于下列每一个函数，验证混合偏导数 D U 2 / 与 D ^/ 是相等的_ 

a ) /。， y )— J ： { +y — 4 x 2 > 2 . 

b ) /( x ， y ) — logix 2 + y 2 ) » ( I ，： y )^(0，0). 

c ) /( i , y ) = tan ( a 2 / y ) » 

12.25 设 / 是一个二元函数.用数学归纳法和定理12, 13证明，如果/的 2* 个々阶偏导数在点（ X ，： y ) 的一 
个邻域内是连续的，则对于形如 D ri ， …、/和 D 〜， …、/的全部混合偏导数， 如果々 元数组 
( n ， …， n ) 包含与々元数组 （ Pm P *) 同样的数，则它们在(^， W 点就是相等的 • 

12. 26如果/是在 R 2 内的某个开集上有连续的丨阶偏导数的二元函数，证明 

f k ) ( x ； t ) = 2 ，…、 /( jc )， 当 x 6 S ， t = ( t '， t 2 、 ， 

r — 0 厂 
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其中在第 r 项中有和 p r 一' 用此结果在« = 2的情况下给出泰勒公式 
(定理 12. 14) 的另一个表达式. 

12. 27用泰勒公式把下列函数表示成为 （ x — l ) 的幂和（^― 2) 的幂： 

a)/(x, y) =x 3 +xy z , b)/(x, y)=x 2 +xy + y 2 . 

进一步参考文献 


12.1 Apostol ， T. M” Calculus^ VoL 2, 2nd ed. Xerox, Waltham, 1969. 

12.2 Chaundy ， T* W” The Differential Calculus. Clarendon Press ， Oxford ， 1935. 

12.3 Woll ， J. W., Functions of Several Variables. Harcourt Brace and World，New York ， 
1966, 




第 13 章隐函数与极值问题 


13.1 引言 

本章由两个主要部分组成.第一部分讨论数学分析的一个重要定理，称为 隐函数 定理； 第 
二部分探讨极值问题.这两部分都要用到在第12章中研究过的定理. ' 

最简单形式的隐函数定理处理如下形式的 方程： 

f{Xyt) = 0 . ( 1 ) 

问题是要决定该方程能否把 X 确定为 i 的函数.如果能，则对于某个函数 g 有 

X = git ) , 

我们就说 g 被 （1) 式“隐含地”确定. 

当我们有由涉及几个变量的几个方程组成的方程组，并且问是否能对于某些变量解这些方程 
使这些变量通过其余的变量表示出来时，这个问题呈现一种更一般的形式.这是和上面同样类型 
的问题，不同之处仅在于 X 和£被向量所代替，而/和 g 被向量值函数代替.在相当一般的条件 
下，这类问题的解总是存在的.隐函数定理对这些条件和关于解的某些结论给出了一种阐述. 
一个重要的特殊情况是在代数中所熟悉的解形如 

# 

71 

— (i = 1 ， 2,… ，打）， （ 2) 

的 n 元线性方程组的问题，其中％和 r 被认为是给定的数，^， …， 表示未知数，在线性 
代数中证明了该方程组有唯一解当且仅当系数矩阵4=[七]的行列式的值不为零. 

注方阵 A =[ a I ：/ ] 的行列式用 detA 或 det [ a „] 表示，如果 det [ a I ：? ] 关0，则 （2) 的解可 
以由克拉默 （ Cramer ) 法则得到，该法则把每一个 a 表示为两个行列式的商，譬如说 
x k = A k / D , 其中 D = detl > y ]， 而 A * 是把 [ a y ] 的第务列用~， …， L 代替所得的矩 
阵的行列式.（对于克拉默法则的证明见参考文献 13. 1，定理 3. 14.) 特别地，如果每 
一个 ti = 0 y 则每一个 xjt = 0. 

下面我们证明方程组 （2) 可以写成 （1) 的形式. （2) 中的每个方程都形如 

— 0 其中 jc = (工1，…， ， t 二 it ' ，…， t n ) ， 

和 


n 

= ^ y j a ij x j — tj. 

> =i 

于是 （2) 中的方程组可以被表示成为一个向量方程 / U ， 0=0，其中 /= Q /\ ，…， /„)• 如果 
D ,/, 表示/,关 于第） 个坐标 心的偏 导数，则 D ,/, U ， 这样， （2) 式中的系数矩阵 
A =[&] 是一个雅可比 矩阵. 由线性代数可知，如果这个雅可比矩阵的行列式不为零，则 （2) 
式有唯一解. 

在一般的隐函数定理中，雅可比矩阵的行列式不为零也起作用，这是由用线性函数逼近/ 
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造成的.方程/( X，0=0被一个线性方程组所代替，该方程组的系数矩阵是/的雅可比矩阵. 
记号 如果/ =(/” …， /„), …， x „)» 则雅可比矩阵 D / U ) = [ D ,/: U )] 是一 

个 72 X 72 矩阵，它的行列式称为雅可比行列式并用 J /( JC ) 来表示.于是， 

Jf ( x ) = detDf ( x ) = detCDy /, ( jc )] # 

记号 

3(/ l ， …， fn 、 ， 

d{x\ , •** ， X„) 

也用于表示雅可比行列式 

下面这个定理建立了一个复值函数的雅可比行列式与它的导数之间的关系. 

定理 13. 1 如果 f = u J r\v 是在 C 内的一个 2 ：点处有导数的复值函数，则 J /(^) ~ I f (^:) I 2 - 
证明 我们有 /(^)-D l w + iD 1 z;, 所以丨 /(z) | 2 = (D 1 w ) 2 + (D 1 t;) 2 . 按照柯西-黎曼方 


程，还有 


J f (z) = det 


"D] u 

v 


D 2 wl 

=Di u D 2 v — Di t; D 2 w = 

D 2 幻」 


(D 1 u ) 2 + (D 1 x;) 2 . 



13.2 雅可比行列式不取零值的函数 

本节给出雅可比行列式不取零值的函数在某些点的一些性质，稍后将会在隐函数定理的证 

明中用到这些结果. _ 

定理 13. 2设 B = r ) 是 R ” 内的一个 n - 球，设 a _ B 表示它的边界， 

3 B = {x ： I or — a | = r } , 

并设 B = 表示它的闭包.设/=(，，•..， /„) 在 B 上连续，并假定当时全部偏导 

数 D;/,( jc ) 都存在.进一步假定当 JC63B 时 /U) 关 /(a)， 而且对于 B 内的每一个 or 雅 可比行 
列式 J / U ) 关 0. 则 B 在/下的象 /( B ) 包含一个以 / U ) 为中 心的^•球. 

证明 在上定义一个实值函数 g 如下： 

g ( x ) = ||/( jc )-/( a )|| 当 xe 組 

则对于在内的每个 jc 有 g ( x )>0， 因为当时 /0)#/( fl ). 而且因为/在右上是连续 
的，所以 g 在上是连续的.因为 as 是紧的，所以 g 在上某处取到它的绝对最小值(记之 
为 m ). 注意 w>0， 因为 g 在上是正的.设 T 表示 W - 球 

T = B (/( a )? y ). 

我们将证明了而这就可以证明本定理.（见图 13-1.) 



/ 





•a 


图 


13-1 
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为此，我们来证明蕴涵: pe /( B >. 在: T 内选取一点使: V 保持不动，在 B 上定义 
一个新的实值函数 A 如下： 

hix ) = I/(x) -3^11 当 

于是 / i 在紧集 B 上连续，从而它在 B 上达到它的绝对最小值.我们将证明 A 在开的球 B 内 
某处达到它的最小值.在该球的中心有 Mfl )= || /( fl) —: HI < w /2， 因为 yeT . 因而 A 在 S 
内的最小值必定也 <» i /2. 但是在边界 3 B 上每个点 Jt 处有 

hix)^ ||/0) —夕 I = ||/(jc) — /(a) ~ iy — /(a)) I 

> ll/U) — /(a) II- II/(a) —，||> g (x) — f > f ， 

[3691 所以 h 的最小值不可能在边界上出现.因而 A 在 B 内的一个内点 c 处达到最小值， A 的平 
方在该点也有最小值.因为 


hHx) - \\f(ix)-y\\ 2 = 2 [A ⑴—％] 2 ， 

r=l 

而且在 c 点每个偏导数 D〆 /^) 必定为零，所以必有 

n 

2 C / r ( c ) — y r l ^> kfr ( c ) = 0,是=1，2，… 

r— 1 

但是这是一个线性方程组，它的行列式 J / c ) 不为零，因为 C 6 B . 所以对于每一个 r 有力 ( c )=> 
或者 /( c ) =， 这就是说 于是 TQf ( B )， 本定理的证明 完成. ■ 

从一个度量空间 （ S ， A ) 到另一个度量空间（了， d T ) 的函数 /: S — 了称为一个 开映射 ，如 
果对于 S 内的每一个开集 A , 它的象 /( A ) 是了中的开集. 

下面这个定理对于把开集映为开集的映射给出了一个充分条件.（也见定理 13. 5.) 

定理 13.3 设 A 是化的一个开子集，假定/ : A — R ” 在 A 上连续且有有限的偏导数 
Djf,. 如果/在 A 上是 1-1 的，而且对于 A 内的每个 X 都有 J ,( jc ) 參 0, 则 /( A ) 是开集. 

证明如果仏 /( A )， 则对于 A 内的某个《1有6=/((1).有&球 B ( fl; r ) QA , /在该球上满 
足定理 13.2 的条件，所以， /( B ) 包含一个以6为中心的/2-球.因此，6是 /( A ) 的一个内点，所 
以 /( A ) 是开集. ■ 

下面这个定理表明，有连续偏导数的函数在雅可比行列式不为零的点附近是局部 1-1 的. 
定理 13.4 假定/=(/,，…， /„) 在 R ” 内的一个开集 S 上有连续的偏导数 D ,/,， 而且对 
于 S 内的某个点 a 雅可比行列式 《//( a ) 声0,则有一个 72- 球 B ( a )， /在该球上是 1-1 的. 

证明设…， 乙是 S 内的 n 个点，并设2=(厶，…， 厶） 表示 R ” 2 中的一个点，其中 
前《个分量是 A 的分量，其 次”个 分量是 Z 2 的分量，依此类推.定义一个实值函数& 如下： 

h(Z) = detCDj/, (Z,)]. 

该函数 在11° 2 内使 A ( Z ) 有定义的点 Z 上是连续的，因为每个 Dj /; 都在 S 上连续，而且行列式 
是它的 n 2 个元素的多项式.设 Z 是由令 

2】= 之 2 …= fl 

而得到的在 IT 2 中的特定的点，于是关 0. 从而按照连续性，有某个 n- 球 B(a ) 使 
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得 det [ D ,/,( Z ,)] 关0,如果每个 4 我们将证明/在 B ( fl ) 上是 1-1 的. 

假定/在 B ( d ) 上不是 1 - 1 的，即假定对于 BU ) 内的某一对点 x 声 y 有 /( d ^/ O ). 因为 
BU ) 是凸的，所以线段 L ( jc ， y )^ BCa ). 从而可以对于/的每一个分量应用中值定理得到 

0 = /,(少） 一 /, ( jc ) = ▽ /, ( Zi ) • (y — x ) j = 1，2，…， w ， 

其中每个 Z ,6 L ( j »:， 3O 因而(可以应用中值定理是因为/在 S 上可微 .） 但是这是一个 
形如 

n 

(3V _ 工 “ 、仪汝 = Q 其中％ = (Z,) 

k ^\ 

的线性方程组.该方程组系数矩阵的行列式的值不为零，因为 46 BU ). 于是对于每个 A 有 
3 /,-^= 0 ,而这与 x 參 J ； 的假设相矛盾.因此我们就已经证明了 JC 关: K 蕴涵着 / U ) 參 /(： y )， 因 
而/在 BU ) 上是 1 - 1 的. ■ 

注 读者应该注意，定理 13_ 4 是一个局部性的定理而不是一个整体性的定理. J f ia ) 

不为零保证/在 fl 的一个邻域内是 1-1 的. 即使是在 S 内的每一点 X 处都有 J f ( x )^0 
的情况下，也不能由此推出/在 S 上是 1-1 的. 下面的例子描述了这 一点. 设/是当 
zGC 时由 /( z ) = e * 定义的复值 函數. 如果令 z = : c + i ： v ， 则有 

J f U ) - I f \ z ) I 2 = | e z I 2 = e 2 ". 

这样，对于 C 内的每一点 s ： 都有 J / U ) 关 0. 然而，/在 C 上不是 1-1 的，因为对于每 
一 对相差 27ti 的点 2 ： 1 和 z 2 都有 f ( z x ) =/( 2T 2 ). 

下面这个定理给出了有不取零值的雅可比行列式的函数的一个整体性质. 

定理 13.5 设 A 是 R ，' 的一个开子集，假定/: A — R " 在 A 上有连续的偏导数 4/,. 如果 
对于 A 内的一切 at ■都有 J /( x ) t ^0， 则/是一个开映射. 

证明设 S 是 A 的任意一个开子集.如果 x 6 S ， 则有一个球 SU )， /在该球内是 1-1 
的（按照定理 13.4). 因此按照定理13.3,象 /( BU )) 是 R " 中的开集.但是可以把 S 写为 

S = \J B ( x ). 被 / 作用可得 /( S ) -= [J /( BU ))， 所以 /( S ) 是开集. ■ 

x^S x^S 

注 如果函数 / = (/\，…， /„) 在一个集合 S 上有连续的偏 导数， 我们就说/在 S 上 
是连续可微的，并写成 /6 C ' 于 S . 从定理 12. 11的观点看，在一点连续可微蕴涵在 
该点可微. 


定理 13. 4表明，在一点 fl 有不取零值的雅可比行列式的连续可微函数在 fl 的一个邻域内 
有一个局部反 函数. 下面这个定理给出了这个局部反函数的某些局部可微性 性质. 

13.3 反函数定理 

定理 13 . 6 假定在 R " 内的一个开集 s 上有/=(/\，…，并设 r =/( s ). 如果 
对于 S 内的某点 a 有雅可比行列式 j /( a ) 弇 0 ，则有两个开集 XQS 和以及一个唯一确定 
的函数 g 使得 
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b) Y-/(X), 

c ) / 在 X 上是 1-1 的， 

d ) g 在 y 上定义， g ( Y }= X , 而且对于 X 内的每一个 JC 有 g [/( jc )] = jc ， 

e ) g 6 C ' 于 Y . 

证明函数心在 S 上连续，而且 J /( fl ) 关0,所以有一个 n - 球使得对于 BiU ) 内的一切 X 
都有 J/U) 关 0. 按照定理 13.4, 有一个 n- 球/在该球上是 1-1 的.设 B 是一个 
以 fl 为中心、半径比 B(a) 小的^球.于是按照定理 13. 2, /(B) 包含一个以 /(a) 为中心的 72 -球. 
用 y 表示这个^球，并设则 X 是开的，因为厂 UY) 和 B 二者都是开的. 
(见图 13-2.) 



图 13-2 


集合的闭包)是紧的，而且/在 E 上是 卜1 的连续函数.于是，按照定理 4. 2 9 ,存在 
一个函数 g (定理 4. 29的反函数厂 1 ) 在 /( 君)上定义使得对于 B 内的一切 x 都有 g [/( x )] = jc . 此 
外， g 在/涓）上是连续的.因为且 YQ /( B )， 所以这就证明了 （ a )，( b ), ( c ) 和 （ d ). g 
的唯一性可从 ( d ) 推出. 

下面来证明 （ e ). 为此，用等式(厶 ）] 定义一个实值函数 ft ， 其中厶，…， 

2„是3内的 w 个点， Z =(2 1； •••； Z „) 表示 IT 2 中相应 的点. 于是，进行与在定理13. 4 的证明 
中同样的讨论，可知有 W -球 B 2 ( fl ) 使得 MZ ) 參0,如果每个乙6压（0).现在可以假定，在前 
一部分的证明中所选取的 n - 球 B ( fl ) 使得5(£1)55 2 (<1)，于是有及 KZ )#0， 只要每 
个 Z, •乏 

为/证明 （e)， 记 g=( 容1，…，兄《)，我们将证明每个 GC ' 于为了证明0/*在 Y 上 
[372] 存在，假定 Y 并考虑差商[心0 + *^) (J)]/t， 其中 《 r 是第 r 个单位坐标 向量. （因为 

Y 是开集，所以：如果 f 足够小 .） 设 Jf=g(j0 并设太 / = 容(>+»^)，则 x 和 x' 二者都 
在X 内且 /(/) —/ U )= fti r . 因此/,( 〆）一/,&)当# r 时为0，当； =r 时为 r 按照中值定 

理有 

/ 〆 /) = ▽， (z ) • 匕二 j ： ， i = l ，2""， n ， 

t t 

其中每个 Z , 都在连接:^与，的线段上；因而 Z , € B . 等号左边的表达式按照；还是 i 关 r 而 
取值为1或 0. 这是一个由含《个未知量 (< 一々） A 的 n 个线性方程组成的方程组，它有唯一 
解，因为 
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detED^CZ；)] = /i(Z) ^ 0. 

用克拉默法则 对第々 个未知量求解可得把[&(: K + ai ,)( jO ] A 表示为行列式之商的表达式.当 
卜0时，点因为 g 是连续的，从而每个厶— X ，因为 Z , 位于连接 jc 与/的线段上.在分 
母上出现的行列式的极限是此出/,(0：)]=易0»：)，它不为零，因为 xex 所以下面的极限 存在: 

lim _ 土 加上 : 迎 ) = 如 (叭 

卜 0 t 

这证明对于 Y 内的每个: y 和每个 r = l ， 2，…，72存在.此外，该极限是两个涉及导 
数 D ,/, U ) 的行列式的商. D ,/, 的连续性蕴涵每一个偏导数 CVa 的连续性.这就完成了 （ e ) 的 
证明. ■ 


注上述证明也提供了一种计算 Uh ( j ) 的方法.在实际应用中，可以更容易地得到 
D # 〆 而不必借助于极限过程），依据的事实是，如果 j =/ U )， 则两个雅可比矩阵 D / U ) 
和 Dg ( j ) 的乘积是单位矩阵，详细地写出来就给出了由 n 2 个方程组成的下述方 程组： 





当 i j ， 
当 


对于每个固定的£，当 j 值取遍1，2，…，《时，我们得到72个线性方程，然后可以 
用克拉默法则或用别的方法对于未知量(>0，…， Dd ,( j ;) 解这些方程. 


13.4 隐函数定理 

读者知道，平面上一条曲线的方程既可以表示为像 y =/ Cr ) 这样的“显式的”形式，也可以 
表示为像 FU ， ： y )=0 这样的“隐式的”形式.然而，如果给定一个形如 K (: r ，>)=0 的方程，则 
该方程未必表示一个函数.（例如， x 2 +y —5=0.) 方程 F (: c ， ： y ) = 0 确实总是表示一种关系，即 
所有满足该方程的数偶 Cr ， 3O 的 集合. 因而下述问题的提出本身是相当自 然的： 由 F (: r ，^)=0 
定义的关系什么时候也是一个函数？换句话说，方程 FCr ， 3 ;) = 0 何时可以对于: y 明确地求解使 
它用: c 来表示，进而得到一个唯一的解？隐函数定理局部地处理这个问题.该定理告诉我们，给 
定一个点 Uo , >) 使得 FCr 。， y 0 )=0, 在某些条件之下，将有 ( x 。，>) 的一个邻域使得在 该邻域 
内由 FCr ， ： y ) = 0 定义的关系也是一个函数.这些条件是 F 和！在(: r 。， ： y 。） 的某个邻域内连 
续，而且 D 2 FCr 。，^ o )^0. 在更一般的形式下，该定理处理的不是含两个变量的一个方程，而 
是由含 w + A 个变量的个方程组成的方 程组： 

/ VOi ，…， x „ ，…山 ） = 0 ( r = l ，2"“，”）. 

这个方程组可以对 x ,， … ， x „ 求解，而把解通过^，…，々表示出来，只要某些偏导数是连续 
的，而且 nX / z 的雅可比行列式3(/\，…， f „)/ d ( x '， …， x „) 不是零. 

为简明起见，我们将在该定理中采用下述 记号 ： （n + H 维空间 R "+ 4 中的点将被写成 (A G 
的形式，其中 

x = ，…，: c „) 6 R n ， t =(。，…， 4 ) 6 R *. 

定理 13.7( 隐函数定理）设/=(/】，…，人）是在 R n + * 的一个开集 S 上定义、在 R ” 内取 
值的向量值 函数. 假定/€<^于5.设 f 。） 是 S 内的一点，对该点有 /( x 。； 1 0 )=0,而且 
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该点处的 TiXrz 行列式 det [ D ,/ ; ( jc 。； i 0 )]^0. 于是存在一个包含 r 。 的々维开集： T 。 和一个（且 
仅有一个）在 T 。 上定义、在 R " 内取值的向量值函数 g , 使得 

a ) g 6 C ' 于丁0， 

b ) g ( t 0 )= x 0 , 

c ) f ( g ( t)i 0=0 对于 T 。 中的每个夂 

证明我们将对某个在 S 上定义、在 R” m 内取值的向量值函数 F=(F, ，…， F„ H ， …， 
F„ +A ) 应用反函数定理.函数 F 定义 如下： 对于设 0= f m ( x ； 0,而对于 
设 F „ + m ( x ; t )= t m . 于是可以写 F=(/ ; J)， 其中/=(，，”•，/„)， J 是由对于记中的每个 f 由 
JU) = f 定义的恒等函数.于是雅可比行列式 J f ( a ： ; 0 有与的行列式 det[D,/, Or ; 0] 同样的 
值，因为在 AU; f) 的最后々行和最后々列中出现的元素构成一个的行列式，其主对角线 
上的元素都是1,其他位置都 是零； 其前《行和前 n 列的交组成行列式鈿出/办； r )], 而且 

D . F ^ Cxjr ) = 0 对于 l </< n ， 1 < X 

因此雅可比行列式 J F U 。； 0^0, F ( x 0 ; r 0 ) = (0; t 0 ). 因而，按照定理 13.6， 存在开集 X 
[374] 和 Y 分别包含 U 。； £。）和 (0; f 。）， 使得 F 在 X 上是 1-1 的，而且 X = F —( Y ). 此外，存在一 

个在 Y 上定义，在 X 内取值的局部反函数 G ， 使得 

G [ F ( jc ;0] = 

且使得 GeC /于 Y . 

现在 G 可以用下面的方式化为 分量： G =( v , w ), 其中 v =( t ^ ，…，％)是一个在 Y 上定 
义、在 R ” 内取值的向量值函数，训，…，《4)也是在 Y 上定义、但是在 R * 内取值.现在 
可以显式地确定 v 和 w . 当把方程 G [ FU ; 0] = ( jc ； r ) 用分量 v 和 w 写出时可得两个方程 

v [ F ( x ； f )] = x 和 w [ F ( j »:； t )] = t . 

但是现在， Y 内的每一个点 ( JC ; f ) 都可以对于 X 内的某个 0 c ' ; r ') 唯一地写成( X ; O ^ FU ； 幻的 
形式，因为 F 在 X 上是 1-1 的，而且逆象厂 UY ) 包含 X 进而，按照定义 F 所用的方法，当写 
U ； 〆 )时，必须有 〆 因而可得 

v ( x } t ) = v [ F ( x / ；0] ^ x , w (; c ; r ) = w [ F ( x ';0] = 

这样就可以把函数 G 描述 如下： 给定 Y 内的一点 （ JC ; f )， 我们有 G ( x ; 0 = (^； O , 其中 〆 
是 R ” 内的使 ( jc ; 0= F ( x ; 0的那个点.这个叙述蕴涵 

F [ v ( x ；0;^] = (xiO 对于 Y 内的每个 U ; f ). 

现在我们准备定义本定理中的集合 T 。 和函数设 

To = w e rs (o；o e y}» 

并且对了。内的每个 t 定义 g(O = v (0; f ). 集合了。是 圮中的 开集.此外 gGC ' 于了。，因为 

G € C ' 于 Y ， 而且 g 的分量取自 G 的 分量. 而且有 

g ( t 0 ) = v (0; r 0 ) = x 0 ， 

因为 （0; to) = F(Xo ； to). 最后，方程 F [ vU ; /] = (JC ； t ), 它对于 Y 内的每一个 ( x ; f ) 成 
立，由它可得（考虑在 R ” 内的分量)方程 /[ V ( A 【）； 0 = x . 取 x =0 可知对于丁。内的每一个^ 
都有 /[ gG ); 0 = 0,而这就完成了 （ a ), ( b ), ( c ) 这几个论断的证明.剩下还应证明只有一个 
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这样的函数 g . 但是从/的 1-1 性质立即可以推岀这 一点. 假如有另一个函数（譬如说是/|)也 
满足 （ c ) ， 则将有 fLg(t ) ； = /[ fc(o ； j ], 这意味着对于了。内的每 一 * 个/有 （ g ( r ); t ) = 

( h ( t ) ； f ) 或者 gU ) =/ iU ). ■ 

13.5 —元实值函数的极值 

本章剩下的部分将考虑实值函数/，目的是想确定使/有局部极值的那些点（如果有的 
话). 所谓局部极值，是局部极大值或局部极小值. 

在这方面，我们已经对于一元函数得到了一个结果（定理 5.9). 在定理 5. 9中我们发现， 
使一个函数/在一个区间的一个内点 c 处有局部极值的一个必要条件是 / ， ( c )=0, 只要 
/'( c ) 存在.然而，这个条件不是充分的，如取 /( j ：)=： r 3 , c = 0 就可以看到这 一点. 现在我们 
导出一个充分条件. 

定理 13. 8 对于某个整数1，设/在开区间（< 2 ， 6) 内有连续的 w 阶导数，再假定对于 
( a ， />) 内的某个内点(:有 

/’（ c ) = /’（ c ) =…= / (w-1) ( c ) = 0，但/ ( c ) #0. 

于是当 ”是偶 数时，如果 / u ) ( c )>0， 则/在 c * 点有局部极小值，如果/”>(()<()，则/在 c •点 
有局部极 大值. 当/2是奇数时，/在 c 点既没有局部极大值，又没有局部极小值. 

证明 因为乒0,所以存在一个区间 B ⑺使得对于 BO ) 内的每一个 1 ， 导数广 >(: r ) 与 
/^( c ) 有同样的符号.于是按照泰勒公式(定理 5. 19)，对于 B ( c ) 内的每一个: c 有 

f {n) ( T' ^ 

fix ) — /( c ) = - j- 1 —(x — cY ,其中 a 6 iKc ). 

n\ 

如果 《 是偶数，当 / ( ”> ( c )>0 时这个等式蕴涵 /( x )>/( c ) ,当广> ( r )<0 时蕴涵 /( x )</( c ). 
如果 ”是奇 数而且 / u ) ( c )>0， 则当当 : c<c 时 /( jt )</( c )， / 在 r 点不 
可能有极值.当 n 是奇数而且 /^( cOCO 时有类似的论断 成立. 这就证明了本定理. ■ 

13.6 多元实值函数的极值 ， 

我们现在转向多元函数.练习 12. 1对于一个函数在一个开集的内点£1处有局部极大值或 
局部极小值给出了一个必要条件.这个条件是，每个偏导数 D */( fl ) 在该点必须为零.我们也 
可以用方向导数的语言把这个条件说成/ U ; II )必须 
对于每一 '个 方向 M 都是零. 

然而，这个论述的逆命题不成立.考虑下述二元实 
变量函数的 例子： 

f ( jc , y ) = ( y - x 2 )( y -2 x 2 ). 

这里有 U / XO , 0) = E ^/(0, 0)=0. 现在/(0, 0)=0, 但 
是该函数在 (0, 0) 点的每一个邻域内都既有正值，又有负 
值，所以它在 (0, 0) 点既没有局部极大值，也没有局部极 
小值.（见图 13-3.) 

这个例子描述了另一个有趣的现象.如果取一条通过坐标原点的固定直线，并限制点 U ， / 
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沿着这条直线朝着点(0, 0) 运动，则该点最终将进入在抛物线^ = 2/上方（或在抛物线 ：y = x 2 
下方）的区域， fix ， : y ) 在该区域内变成正值并且对于每一个 （ x , ： y )^(0, 0) 保持是正值.因 
而，沿着每一条这样的直线，/在(0, 0) 点有最小值，但是在（0, 0) 点的任何二维邻域内，坐 
标原点不是局部极小值点. 

定义 13.9 如果/在 a 点可微而且▽/(«)=()，则 a 点称为/的一个稳定点.一个稳定点 fl 
称为一个鞍点，如果每个 n - 球 BU ) 包含一些点 x 使得 / U )>/( a ), 同时包含另外一些点 jc 使 
得 / U )</( a ). 

在上面的例子里，坐标原点是该函数的一个鞍点. 

为了确定一个 n 元函数在一个稳定点 a 是否有局部极大值、局部极小值或者是鞍点，我们 
必须对于在 a 的一个邻域内的全部 r 确定/(^)— /(<*) 的代数符号.像在一维的情况一样，这 
可以借助于泰勒公式(定理 12. 14) 完成. 在定理 12. 14中取 m = 2 和 y = 如果/的偏导数 
在一个 72- 球 BU ) 上是可微的，则有 

— /(fl) = V/(a) • f H- » C3) 


其中 z 位于连接 fl 与 a + r 的线段上，而且 


n n 

Dj tJ /. 

i = i y = 1 

在稳定点有 v /( a )= o ， 所以 （3) 式变成 

f{a + t) — f(a) — y/ / (z；^>. 

因此，当 a+f 在 su ) 范围内的时候， /( a + o —/( a ) 的代数符号由 o 的代数符号来确 
定.我们可以把 (3) 式写成 


/(a + 0 — /(fl) = + p| 2 E ⑴， （ 4) 

其中 

\\tl 2 E(t) = y/(z ； 0-y/(a ； 0. 

不等式 

lull 2 I ECO l<1 D … / ⑴ —D“,/U) 1 H 2 

表明当 f —0 时 £ U )— 0，如果 / 的二阶偏导数在 a 点 连续. 因为 || HI 2 EU ) 比 |U II 2 趋向于零 
快，看来 / U + f )—/ U ) 的代数符号可以由 /( fl ; G 的代数符号来确定.这就是在下面一个定 
理中所要证明的内容. 

定理 13.10( 极值的二阶导数检验法）假定 a 是/的一个稳定点，二阶偏导数在一 
个 rz - 球 BU ) 内存在且在 a 点连续，设 


’ L i = l ) = 1 

a ) 如果对于一切有 Q ( G >0， 则/在 fl 点有相对极小值. 
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b ) 如果对于一切 f 乒0有 QU )<0， 则/在 a 点有相对极大值. 

c ) 如果 QU ) 既能取到正值又能取到负值，则 a 是/的一个鞍点. 

证明函数 Q 在 R ” 内的每个点 r 处连续.设 1 IHI =1} 表示《-球 B (0 ; 1) 的 边界. 
如果对于一切 f 乒0有 QU )>0, 则 QU ) 在 S 上是正的.因为 S 是紧的，所以 Q 在 S 上有最小 
值(记为 m )， 而且 m >0. 现在对于每一个实数 c 有 Q ( rf ) = c 2 Q “）. 取 c ：= l /| UU , 其中 t 关 
0,可得 rfGS , 从而 c 2 Q “)> m , 所以 Q ( Om || Hl 2 . 把此结果带人 （4) 式可得 

/(a + 0-/(a) = Q ⑴ + |U|| 2 f ： U) >m|r|| 2 + |U|| 2 £ ⑴. 

因为当0时 £ U )— 0,所以有正数 r 使得 | £：⑴ | <| m ， 只要 0<| UllO . 对于这样的 t 

有0< IUII 2 丨 £:⑴ | < j-m |U || 2 ,所以 

/(a + r ) — /( a ) > m \\ t \\ 2 — ym \\ t \\ 2 = ym ||^|| 2 >0. 

因而 / 在 . a 点有相对极小值，这就证明了 U ). 为了证明 （ b )， 我们可以进行类似的讨论，或者 
对于一 /直接应用 （ a ) 的结论. 

最后，我们来证明 （ c ). 对于每一个 A >0, 由 （4) 式可得 

/(a + AO - /( a ) = Q(AO + A 2 | UII 2 E(AO = A 2 { Q (0 4- | Ui | 2 EQO }. 

假定对于某个 （有 QU ) 关 0. 因为当: y — o 时 £：( j ；)— o , 所以有正数 r 使得 

| M | 2 £( A 。 < J I 0(0 I 当 OCACr . 

因而，对于每一个这样的 A ， A 2 { Q ⑴+ IM | 2 K ( Ar )} 与 QG ) 有同样的 符号. 于是，当 0< A<r 
时，差 /( fl +; u )—/( fl ) 与 Q ⑴有同样的 符号. 从而，如果 QU ) 既能取到正值又能取到负值， 
就可以推出/以 fl 点作为一个鞍点. ■ 

注 在 R ” 上用下面类型的等式定义的实值函数 Q : 

Q ( x ) = 2 yiaijXjXj 

t = 1 i = 1 

称为二次型，其中(:^ ，…， x n ) » %是实数.如果对于 一 切 i 和 j 都有 aij = a # ， 
二次型称为对称的；如果藐涵 Q ( x )〉0 则称为正定的；如果莲涵 Q ( Jf )<0 
则称为负定的. 

一般而言，不容易确定一个二次型是否正定或负定 • 有一个涉及本征值的准则在参考文献 
13.1 的定理 9. 5中进行了叙述.另外一个涉及行列式的准则可以叙述 如下： [〜]并 
设 A 表示去掉[%]的最后 （ n — 幻行 和最后（《 —幻列得到的々 X 々矩阵的行列式，再设 A > = 1. 
于是从二次型理论可知，一个对称二次型正定的充分必要条件是厶，△!，…，丄这 《 + 1 个数 
都是正的.一个对称二次型是负定的，当且仅当同样这 n +1 个数是正负相 间的. （见参考文献 
13. 2第 304-308 页. ）在(5)式中岀现的二次型是对称的，因为混合偏导数 D ,，,/( a ) 与 D ^ f ( a ) 
相等. 因而，在定理 13. 10的条件下可以看到，当么。， A ，…，△”这 w + 1 个数都是正数时， 
/在 fl 点有局部极小值；当这 《+1 个数正负相间时，/在 a 点有局部极 大值. 对于 ”=2的情 
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况可以直接处理并且可以给出下述准则. 

定理 13.11 设/是一个在 R 2 内的稳定点 a 处有连续二 阶偏导 数的实值函数.设 

A = Di.i/Xfl) ，3 = D] ， 2 _/(<?) ， C = 1 ) 2,2 

并设 

rA Bi , 

A = det - AC-B 2 . 

Lb c 」 

则有 

a ) 如果 A >0 且 A >0， 则 / 在 a 点有相对极小值. 

b ) 如果 A >0 且 A <0， 则/在 a 点有相对极大值. 

c ) 如果 A <0， 则/以 a 为鞍点. 

证明 在二维情况下可以把 (5) 式中的二次型写成下面的 形式： 


Q ( jr » y ) = -|-{ Ar z + ZBxy + Cy 2 }. 
如果 A 关0,此式也可以被写为 


Q(j ：,^) = (Az -4 - ByY +4y 2 


如果△>()，花括，内的表达式是两个平方项之和，所以 QU ， ： yO 与 A 有相同的符号.于是， 
本定理的 U ) 和立即可由定理 13. 10的 （ a ) 和 （ b ) 得到. 

如果△<()，该二次型是两个线性因子之积.因此，使 QU ， ： y ) = 0 的点 U ， ： y ) 组成的集 
合由平面上的两条相交于 （0, 0) 点的直线组成.这两条直线把整个平面划分成四个区域; 
QCr ， W 在其中的两个区域内是正的，在另外两个区域内是负的.因而/以 fl 点为鞍点. ■ 


[379] 注如果厶 = 0，则在 a 点可能有局部极大值、局部极小值或者鞍点 • 


13.7 带边条件的极值问题 

考虑下述类型的极值 问题. 假设 /(X ， ： y ，2：) 表示空间某点 (* r ，： y ， 幻处的温度，而我们要 
寻求某个曲面上温度的最大值或最 小值. 如果曲面方程是用 z = hU ， _ y ) 这种显函数的形式给 
出的，则在表达式 /(： r ，： y ， z ) 中可以用 Mx ， ： y ) 代替 z 而得到在该曲面上的仅作为: c 和: y 的 
函数的温度，譬如说是 yt h ( jc , 3；)]. 于是这个问题化成了求 F 的极值的问 
题. 然而在实践中会产生一定的困难 • 曲面的方程也许是用一种隐函数的形式给出的，譬如说 
是 g (: r , ： y ， z ) = 0， 而且在实践中，要从这个方程中把 z 作为 x 和: y 的显函数解出来，或者甚 
至把 i 或^作为其余变量的显函数解出来，都是不可能的.寻求位于空间中一条给定的 曲线上 
各点的温度的极值问题可能是更复杂的 问题. 一条这样的曲线是两个曲面的交，譬如说是 
g\(.x^ y 1 a :) 和 g " 2 (工， y ， z ) = 0 的交. 如果能同时解这两个方程，譬如说通过 z 表本出了 
x 和3；，于是就可以把它们的表达式带入到/的表达式当中得到一个新的仅以^为变量的函数， 
它的极值我们将能找到.然而，一般来说，这个过程是不能实现的，因而必须寻找一种更为行 
之有效的方法.有一种解决此类问题的非常雅致、非常有用的方法是由拉格朗日提出 来的. 
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拉格朗日方法对于极值提供了一个必要条件，可以叙述 如下： 设/(^，…， xj 是一个表达式， 

要在变量受一定数量的边条件限制时寻找该表达式的极值，譬如说边条件是心（4, •••，&) = 

0， •••, g m ( j 0 ] , x „)=0. 于是可以构成线性组合 

，…， X ”） = /( xi ，…， x ") + Aigi (工1，…，尤„) + … -^- X m g m (工1，…， x n ) ， 

其中 Aq ，…，又,„是771个常数.然后对#关于每一个坐标进行微分，并考虑下述由 W + W 个方 
程组成的方 程组： 

D r ^( x , , ••• 0, r = 1,2,*** , n , 

g k ( j：i , » j :„) = 0 » k = 1 , 2 ♦ jtn. 

拉格朗日发现，如果点(: Ti ，…， X „) 是该极值问题的一个解，则它也将满足由这 《 + m 个方程 
组成的方程组.在实践中，人们尝试 对于; U ， …， 又„和^，…， 〜这” + m 个“未知量”解这 
个方程组，然后必须检验如此得到的各个点(^，…， A ) 以确定能导致极大值还是极小值，还 
是二者都不能 • 引人 A 3 ，…， A w 这些数只是为了帮助对于 A ，…， A 解这个方程组，这些数 
称为拉格朗日乘子 • 对于每一个边条件引进一个乘子. 

存在一个复杂的分析准则，它可以区分此类问题中的最大值和最小值.（例子参见参考文 
献 13. 3.) 然而，在实践中这个准则不是很有用，因为在各种具体问题中通常容易依赖于某些 
其他手段(例如，物理方面的或几何方面的考虑)来确定这种区分. _ 

下面这个定理叙述了拉格朗日方法的有效性： 

定理 13. 12设/是一个实值函数，在 R ” 内的一个开集 <5上有 /6 C '. 设容〗， … ，心是 
m 个实值函数， g = ig \ » *** » 并假定 m < Cw ， 设 X 。是 《 S 的使 g 的值为零的子 

集，即 

X 0 = {x : jc 6 S ， g ( x ) = 0}. 

假定 JCoGXo 并假定存在一个 W - 球 B ( x 。） 使得对于 X 。 P 1 BU 。） 内的一切 X 都有 /( x )</ u 。） 或者使 
得对于 XoftBa 。） 内的一切 X 都有 f ( x )> f ( x Q ). 再假定 w 行的行列式 det [ D ^, ( jfo )]^0. 于是 
存在 w 个实数 Ai ，…，义„«满足下述 w 个方程： 

m 

D r /(jc 0 ) + ^X k D r g k (x 0 ) = 0 (r = 1 ， 2，•.，”)• （ 6) 

ife = L 

注 （6) 式中的 " 个方程等价于下述向量 方程： 

▽/(x 0 ) +Ai Vgi (x 0 ) H - + A m Vg* m (x 0 ) = 0. 

证明考虑下述由含有 w 个未知数幻，…，的 m 个线性方程组成的方 程组： 

m 

^X k D r g k (x 0 ) =—D r /U 0 ) (r = 1 ， 2, … ， m). 

A = 1 

这个方程组有唯一解，因为按照假设，该方程组的系数矩阵的行列式不为零*因此， （6) 式中的 
前 m 个方程得到满足.现在我们必须验证对于 Ai ，…， A ra 的这种选择， （6) 式中剩余的” 一 m 个 

方程也将得到满足. 

为此，要应用隐函数 定理. 因为 m < w ， 所以 S 中的每个点 x 都可以被写成如 G 这 
种形式，其中 x ' eir ， teR n ~ m . 在剩下的证明本定理的过程中，我们将用/表示(^，…，；）， 
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用 t 表示(； +1 ，…， X n ) j 从而通过向量值函数 g =( gi ， …， g m ) ,现在可以写 

g ( JCo ; f 。） = 0 当 JT 。 = 

因为§60/于5,且行列式 d e t [ Dj ,( jci ; f 0 )]^0, 所以隐函数定理的全部条件都得到满足. 
因而存在 G 的一个 (《 — m ) 维邻域 T 。 和唯一的在 T 。 上定义、在 IT 内取值的向量值函数 = 
( h '， …， k ) 使得于 T 0 ， h ( to )= x f 0 ,而且对于 T 0 内的每一个 f 有 g [ fc ( f ) ; r ] = 0_ 这就 
等于说，由 m 个方程 

g\ ( 工 1 ， … ，工 n) = Ot— ， … ， X”） = 0 

组成的方程组可以对于 A ，…，；求解，并通过 4 +1 ，…，工„把解表示出来，解的形式是 x r = 
h r ( x m +i , ■- , x „) , r = l ， 2，…， m . 现在我们将把关于 o ： i ，…，的这些表达式带入到表达 
式 /(: ci ，’•••，： r „) 中去，也代入到每个表达式心，…， j :„) 中去.这等于是说，定义一个新 
的函数 F 如下： 

F(x„fi ， … ， x") = f\_h x (x m+1 ， … ， : T„) ， … ,/l m (x m+ i ， … jX n ) ； X OT+ , ， … ，工 ”]; 

并且定义 m 个新函数 G 】， …， Gm 如下： 

Gp (x^i , jx„) = gpLhx (j： m+ i , ••• ,x„), … ， h m (x^fi , ••- *x„) ; 工一 "… ,x n ~\. 

更简短地说，可以写 F (0=/[ H ⑴]和。 〆 ^):^^^)]，其中 H ⑴ = ( fcU ); 【)•这里限制 f 
位于集合丁。之内. 

按照隐函数定理，如此定义的每个函数 G , 在集合: T 。 上都恒等于零.因此每个导数 D r G , 
在： T 。 上也是恒等于零，特别地， D r G p ( r 0 ) = 0. 但是按照链式法则（等式 12.20), 我们可以计 
算这些导数 如下： 


D^^C^o) = t ， (x 0 )D r H k (t 0 ) (r = 1 ， 2,…， w — w). 

k ^\ 

但是当 时 当 时 因而，当 时， 

如果 m + 〜则有 D r H * U )=0, 而且对于每一个£都有于是上述方程变为 

爪 f — 1 2 . • • ， TTt 5 

Y]D k g p (x Q )D r h k (t 0 ) + D m+fgp (x 0 ) =0 n (7) 

\r = — m . 

由 九的连 续性，有 U — rn )- 球 BCOd ； 使得蕴涵 （ fcU ); O GB ( jCo ), 其中 
B ( x D ) 是在定理正文中的 n - 球.因此 t 6 BU 。） 蕴涵 ( ft ⑴； OeXoflBCxo ), 从而按照假设，要 
么对于 B ( r 。） 内的一切 f 有 F ( f )< FU 。）， 要么对于内的一切 f 有 F ( OFU 。）. 这就是 
说， F 在内点 I 处有局部极大值或者局部极小值，因而每一个偏导数 D r FU 。） 必定为零.如果 
用链式法则计算这些导数，则可得 

n 

D r F(t 0 ) = 2 以 /( 為瓜仏 “ 0 ) (r = l ，一 ，w — m )， 

因而可以写 

m 

^ D k f ( x 0 ) D r h k ( t 0 ) + D m + r /( x 0 ) = 0 (r = 1 ，…， n — m )* (8) 

k=i 

现在如果把 (7) 式乘以 A p ， 对/ > 求和，并把所有的结果加到 (8) 式上，则对于 r = l ， 2 ，…， n — m 
得到 
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k J?l mm 

2 U/(jc 0 ) + ^XpDkgpixo) D r /uU。）+D … /(x 。） + = 0 ‘ 

i = 1 ^ 6 = 1 」 /»= 1 


在对是求和的时候，由定义 Ai ，…， Am 的方法可知方括号内的表达式变为零.这样，留下来 
的是 


D ^ rfiXo ) + ^ XpD ^ rgpiXo ) = 0 

户 =1 


这恰恰是完成本定理的证明所需的方程. 


(r = 1 ， 2， •" 9 w — w ) ， 



注在尝试用拉格朗日方法求解一个特定的极值问题的时候，通常非常容易确定方程 
组 （6), 但一般来说，实际地解这个方程组不是一件简单的事情.有一些特殊的手段 
经常被用来直接从 （6) 得出/的极值，而不是首先求出使/取到这些极值的特定的点. 
下面的例子描述了某些这样的手段， 


例一个以原点为中心的二次曲面的方程为 

Ax 1 +By 2 +Cz 2 + 203^ 十 2Ezx + 2Fxy = 1. 

求出它的各个半轴的长. 

解用(4, jt 2 , ： r 3 ) 代替 (_ r ，： y ， 2：)，并引进二次型 

3 3 

q(x) = ⑼ 

j=i i= 1 

其中 JC = ， ： C 2 ， JC 3 ) ， 而且选取％ 使得曲面方程变为 g ( A ：) = l . (因此这个 一 次型是对称 
的和正定的.）原问题等价于求 f ( x ) = II JC II 2 =^ x \+ x \+ x \ 的极值，使之服从边条件 g ( x ) =0, 
其中 〆 幻 — h 运用拉格朗日方法，我们引进一个乘子并考虑向量方程 

V /( jc ) +A Vg ( x ) = 0 (10) 

(因为 Vg=Vg). 在这种特定的情况下，/与 g 两者都是二次齐次函数，可以在 （10) 式中应用 

欧拉定理(见练习 12. 18) 得到 

X • V /( jc ) + Ajc • Vq ( x ) = 2/( jc ) +2 Ag ( x ) = 0. 

因为在曲面上 gU ) = l ， 我们得到 A =—/ U )， 而 (10) 式变为 

t Vfix ) — Vqix ) — 0, (11) 

其中 t = l //( x ). (本问题中不可能有 / U )=0.) 于是向量方程 （11) 可以导致关于 : r 2 , A 的 

下述三个 方程： 

(^11 — t)j 0 i + “ 12 工 2 + a 13 :3 = 0 ， 
a 2 \Xi + (心2 — Ox 2 + 以 23 工3 = 0， 

a 3 iXi + a Z 2 X 2 + ( a 33 — t ) x z — 0. 

因为1 = 0不可能导致这个问题的解，所以这个方程组系数矩阵的行列式必定为零.这就是说， 
必定有 


^11 — t 

dz\ 

d 12 

0,21 ‘ 

<^13 

-t a zz 

= 

= 0 . 

( 12 ) 

^31 

^32 

<^33 一 

_ t 
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方程 （12) 称为 （9) 式中的二次型的特征方程.在这种情况下，问题的几何性质保证这个三次方 
程的三个根 G 必定都是实的和正的.[因为 g ( JC ) 是对称的和正定的，所以二次型的一 
般理论也保证方程 （12) 的根都是实的和正的.（见参考文献13.1，定理 9. 5.)] 这个二次曲面的 

三个半轴长分别为 f 1/2 ，和 t 3 - 1/2 - 


练习 


雅可比行列式 

13.1 设/是由方程 / U ) = l /? 对每个复数 z 关0定义的复值函数_证明 = 证明/是 W 

的，并求出 / M 的显式表达式. 

13.2 设/=(/,，/ 2 , / 3 )是一个向量值函数（对于 R 3 内的每一个满足 J ：1 + J ：2 + A 古一1 的点 （了1 ，^2 -^3 )) 
定义如下： 


f k (工1 ，了2， = 


_ Xk _ 

1 + Xl + 工 2 + 了 3 


(k = 1,2,3). 


证明八（X,， 工 2 ，^) = ( 1 + X] +X 2 + J： 3 ) _ \ 证明 / 是 1-1 的，并求出 / _1 的显式表达式. 

13.3 设/=(，，“•， 入） 是在 R” 内定义的一个向量值函数，假设/6<^于1^，并设 J/U) 表示它的雅可比行 

列式.设於，…， 仏是 《个在 R 1 上定义且有连续导数 i， …， g 的实值函数 • 设心 （x) = A [扪（々），…， 

&(〜）]，是=1，2，…， n ， 并令 ，…， 〜）• 证明 

Jh(x) = JfLg \ (^1 ) ，… Cx X 

13. 4 a) 如果 x(r， 夕 ）=rcos0， y ( r 9 0) = rsin0， 证明 

3 ( x , y ) 

d ( r ， d ) ' 

b) 如果 x(r, 0， ^) = rcos^sin^, 3?(r， 0， ^) = rsin0sin^, z=rcos 多，证明 


13. 5 


13.6 


3( jCjy f z ) 

3(r， 沒，彡） 


—— r 2 siti ^* 


a ) 叙述 / 与 g 为保证方程 : r = /( m ， i ) ， y — giu ^ v ) 在 ( x 。， ： y 。） 的一个邻域内对 《 和 w 有解所应满足的 

条件_如果解是 《 = F ( x ， y ), v = G ( x f y ), 而且如果 J = g )/3( u , v ), 证明 

江=丄么 逆=_ 丄 21 巧=—丄么 

dx J 3v 9 dy J dv, dx J 9u 9 dy J du 

b ) 当 /( w ， v ) = u 2 — v 2 , g(uy v )=2 wt ； 时，计算 J 以及 i 7 与 G 在（: t 。 ，： Vo ) = ( l ，1) 处的偏导数 • 

设/和 g 的关系如定理13_6中所述 • 考虑 n =3 的情况并证明 


J / (x)D, g t (y) 


D^f 2 (x) Di/ 3 (jt) 
di t 2 Dg fz 

8“3 D 3 / 2 (jc) D 3 / 3 (jc) 

其中 ： K =/ U ), 而按照序）或 1 = 7 •有 t = 0 或 1 _ 用此结果推出公式 

rK / 2 ，/ 3 ) /3(/”/ 2 ，/ 3 ) 


a = 1 ， 2 ， 3 ) ， 


Di 


d{x 2 ,X 3 ) / ，工 3 ) _ 


对于另外八个导数有类似的表达式. 

13.7 设 /=«+ b 是一个满足下列条件的复值 函数： 在开圆盘焱^匕： | z | <1} 上有和/在 
闭圆盘 A = {5：: 丨2： 1 上连续；只要工 2 +： y 2 == 1就有 tt (^， ： y )= 工和 Wt ， y ) = y ; 当 zGA 时雅可 

比行列式厶 （2)>0. SB =/( A ) 表示 A 在/下的象， 证明： 
a ) 如果 X 是 A 的一个开子集，则/( X )是 B 的一个开子集- 
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b) B 是一个半径为 1 的开圆盘 . 

c) 对于 B 内的每个点 wo + iuo ， A 中只有有限个点 2 ：使得 /O) = + ‘. 


极值问题 


13.8 求出由下列方程定义的函数的极值并进行分类（如果有的 话）： 

a) /(x, y') = y z ^ x z y^r ♦ 

b) fix, y) = x 2 +y 2 ~^rx-\-y+xy, 

c) /(x, y) = (x— l) 4 + (x~ yV , 

d) fix ， y) = y 2 ~x\ 

13.9 求出从 j 轴上的点 （ 0, 《 到抛物线 x 2 — 蛄 = 0 的最短距离 . 用拉格朗日方法解此问题，然后不用拉格 
朗日方法再解一次 . 

13. 10 用拉格朗日方法解下述几何 问题： 

a) 求从 R 3 内一点 （ ai ， a 2 ， a 3 ) 到方程为 6i j ： i+ 6 2 X2+63*3:3 +6 。 =0 的平面的最短距离 • 

b) 求出在两个平面 

a \ X \ + a 2 x 2 + a 3 x 3 + a 0 =0 

和 

b] X] +bzx 2 + bz x 3 + b 0 = 0 

的交线上离原点最近的点 . 


13. 11 


13. 12 


13, 13 

13* 14 


n n 

如果 = 1 ，求岀丨 2 a * xjt | 的最大值 . 

k =\ k =1 

a) 用柯西 - 施瓦茨不等式 . 

b) 用拉格朗日方法 . 

在 

xi H -= 1 

的限制之下求 (: rar.x„) 2 的最大值 . 用这个结果导出对于正实数 A ， … ，〜成立的下述不等式： 

71 

如果 /(JC) = X? +…+ xi ， X=(J ： 1 ， … ， X n ) , 证明 / 的一个服从条件 : Ti +…的局部极值 
是？ n 1 ' 

证明使 : r? +*rl 有服从 d + :r〗 = 4 和 X〗+ 2x3 + 3x4 ^ 9 这两个边条件的局部极值的全部点 （ A ， 
Xi 9 JO 3 ? )都可以在 


國 


13. 15 


(0,0, 士± 1)， （0, ± 1，+ 2,0)， （士 1，0,0, ±#)， （土 2, 士 3,0,0) 

当中找到 . 这些点中哪些是局部极大值点，哪些是局部极小值点？说出你所做结论的理由 _ 


证明 /(*Tl ，工 2 ， X^)=x\ +X2 +x\ 的服从 

3 3 

2 = 1 Uij -= a }i ) 

j=\ 

和 


b\X} b^Xz ~h 63X3 = 0 ， (61 jbz »63 ) ^ (0 ， 0 ， 0) 


这两个边条件的极值是 G 1 和 C 1 ，其中 6 和 ~ 是下面这个方程的根 : 


bx 

b z 

bz 

an — 

t a X2 


dz\ 

d22 — 

t a 23 


0 

b , 

= 0. 
i >2 


^3] 


a32 


a z ^ — t 
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证明这是一个以（为未知数的二次方程，并给出一个几何的讨论，说明为什么它的根 M 和 h 都是实的 
和正的. 

13,16设厶= 0^!>,]，并设 X t = ( x n ，…，知）.阿达马（仏如 1 1^1^)的一个著名的定理称|4|<4 £ ^”尤， 
如果4，，…， A 是 n 个使得 || X , || 2 =4 2 的正的常数 ( i = l ， 2，…， w ). 把4看作含有/ I 2 个变量且 
服从《个约束条件的函数来证明此定理，并用拉格朗日方法证明当△有在这些条件下的极值时，必有 

出 0 0 … 0 

0 dl 0 … 0 

△ 2 = . 

* » * . 

_ * # • 

» 盡 * * 

[ 386 ] 0 0 0 - 4 
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第 14 章多重黎曼积分 


14.1 引言 


黎曼积分 f & / U ) dx 可以通过把积分区间|>，幻用一个/有定义且有界的 n 维区域代替的 

J a 

方法来推广 . R ” 内适用的最简单的区域是 n 维区间.例如，在 R 2 中取一个矩形〖划分为子矩 
形 h 并考虑形如2/(々， ％) A ( A ) 的黎曼和，其中(々， y k ) ei k . Ad ) 表示夂的面积，这就 
引出了二重积分的概念.类似地，在 R 3 中用正平行六面体划分成较小的平行六面体 A ， 并考 
虑形如 E /(々， ％， zJVa ) 的和式，其中 Or *, %， z k ) d 而 V ( h ) 是夂的体积，这就引 
出了三重积分的概念 • 在 R ” 中讨论多重积分也同样容易，只要对于面积和体积的概念作适当 
的推广.这种“推广了的体积”称为 测度或容度， 将在下一节中定义. 

14.2 FT 内有界区间的测度 

设八, ，…， A „ 表示 R 1 内”个一般的 区间； 即每个 A * 在 R 1 内可以是有界的、无界的、 

开的、闭的或是半开的 . R ” 内的形如 

A = A] X X A„ = {{xi ,••• y x „) ' x k 6 A*, k ~ 1 ， 2 ， … ， w} 

的集合 A 称为一个一般的”维区间.我们也允许有退化情况，即区间中有一个或多个仅由 
一 '个点 组成. 

如果每个 A * 在 R 1 内是开的、闭的或是有界的，则 A 在 R ” 内有相应的性质. 

如果每个 A 都是有界的，则 A 的/ I 维测度(或 r 测度 ）（ 用 〆 △)表示）由下面的等式 定义： 

^ t ( A ) = j«(Ai )**^( A „) , 

其中 〆 AJ 是 A * 的一维测度（长度）.当 /z = 2 时，这称为 A 的面积，当 n = 3 时，称为 A 的体 
积. 注意，如果对于某个是有 〆 八*)=0，则 〆 A )=0. 

下面我们转向对 R ” 内黎曼积分的讨论.在 w = l 与 n >\ 这两种情形之间唯-个本质的 

差别在于，用于度量子区间心]长度的量△々=々一々-，要用一个 72 维子区间的测度 
户 （ L ) 来 代替. 因为与一维的情况相同，所以在下面的讨论中将略去许多细节. 

14.3 在1^内的紧区间上定义的有界函数的黎曼积分 

定义 14.1 设 A=A X … XA„ 是 R" 内的一个紧区间.如果 P* 是 A* 的一个划分，则把 
笛卡儿积 

P = P ! X …X 

称作是 A 的一个划分.如果 P * 把 A * 分成 m * 个一维子区间，则 P 确定 A 的一个分解，它把 A 分 
解为个《维区间（称为 P 的子区间）的并.称 A 的一个划分 P ' 比 P 细，如果 PGP '. 由 A 
的全部划分组成的集合用沪 (A) 来表示. 

图 14-1 描绘了在 R 2 内和 R 3 内区间的划分. 
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定义 14.2 设/在 R n 内的一个紧区间 J 上定义且有界，如果 P 是把 I 分成 m 个子区间 
，…，的一个划分，而且66八，则形如 

m 

S ( P ，/) = 

^=1 

的和称为黎曼和.我们说/在 J 上是黎曼可积的并记为/6尺于/，只要存在一个实数 A 有这 
样的 性质： 对于每一个 e >0 都存在对于了的一个划分 P € 使得 P 比尺 细蕴涵对于一切黎曼和 
S ( P , /) 有 

iS(P,/)-A|<e. 

当这样的数 A 存在的时候，它是唯一确定的，而且用下面的记号来表示： 

A A i* 

/ dx 9 /( jc)doc 或 /(:^，…，… 

J i J i J i 


注当 A 2>1 时，该积分称为多重积分或”重积分.当71 = 2和 ” = 3时，使用术语二 
重积分和三重积分 • 像在叱中的情况一样,中的符号 x 是一个“哑变量”，可 

m 

以用任何其他适当的符号来代替它.也可以用记号/( X ! ，… , x n ) dx x … dA 代替 

J I 

fix ' ，…， x „) d ( Xi ，…， x „). 二重积分有时写成带有两个积分号，三重租分有时写成带 
J / 

有三个积分号，如下所示： 

f */* rrr 

/(xt^)dx dy 9 f ( x f y , z)dx dz . 

r *t 

定义 14.3 设 / 在 R rt 内的一个紧区间 / 上定义并有界.如果 P 是把/分成 m 个子区间 
/ i » ••• » i m 的划分，设 

m k if ) = inf {/( x ) : x 6八}， M〆 /) = sup {/( x ) * X G 夂} ， 

则 

m rn 

LKP ， f ) = 工；純（/)"(匕）和 LiP ， f ) = 2 m 〆，)〆。）， 
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这两个数分别称为黎曼上和与黎曼下和 . /在7上的黎曼上积分与黎曼下积分则分别定 义为： 

fdx - inf { LJ ( Pt /) - P e 沪 （ D }， 

J / 

m 

fdx = sup{L(p,/> : p e 沪 （ r)}. 
j / 

函数 / 称为在了上满足黎曼条件，如果对于每一个 e >0 都存在 I 的划分 h 使得只要 P 比 P , 
细，就有 L /( P , /)— L ( P , /)< e . 

注像在一维的情况一样，上积分与下积分有下述性质 •. 

a) ( / -\- g)dx < /djc 十 gdx , (/+g)dx> /dx+ gdx . 

% 1 mi 1 J 

tO 如果区间 l 被分解成为两个不重叠的区间与 l 2 的并，则有 

"* 〒 下 p 广 n 

fdx = fdx + /dx 和 fdx = / dx + fdx . 

J J J J ^2 — ^ 丄 ’1 — ^2 

下述定理的证明与定理 7. 19 证明实质上是同样的，所以我们把它略去. 

定理 14.4 设/在 R n 内的一个紧区间 I 上定义并有界，则下面的说法是等 价的： 

i ) /6 尺于 h 

ii ) / 在 J 上满足黎曼条件. 

^ 广 

iii ) fdx — fdx . 

J i 

14.4 零测度集与多重黎曼积分存在性的勒贝格准则 

R n 的子集 了称为是”维 的零测度集，如果对于每一个 e >0, 了都能 被一个 ”维区 间的可 
数族覆盖，而该可数族中区间的《维测度之和 < e . 

像在一维的情况一样，”维零测度集可数族的并集本身 也是” 维零测度集.如果 m <«， 
则当把 R m 的每一个子集作为 R " 的一个子集考虑的时候，都是《维零测度集_ 

一个性质称为在 R " 内的一个集合 S 上是几乎处处成立的，如果该性质在 S 上除了 一个” 
维零测度子集之外处处成立. 

对于 R 1 内黎曼积分存在性的勒贝格准则有一个向多重积分的直接推广，其证明类似于定 
理 7. 48 的证明. 

定理 14. S 设/在 R ” 内的一个紧区间 I 上定义且有界•于是，/€只于了，当且仅当/在 
I 内的不连续点集是 / z 维零测度集 • 

14.5 多重积分通过累次积分求值 

在初等微积分中读者已经学习了通过连续地关于每个变量进行积分从而求某些二重和三重积分 
的方法.例如，如果/在巧平面内的紧矩形 Q 上是二元连续函数，譬如说 Q == Ux ， y ) - a < x <6, 
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c < y < : d ) , 则对于 [ c，4 内的每个固定的: v , 由方程 F(x )=/ U，W 定义的函数 F 在[>， 6] 上是 
连续的（因而也是可积的）.积 *£F(x)dx 的值依赖于 y 并定义一个新的函数 G， 其中 G(：yO = 

' b fU , y ) dx . 函数 G 在 [ C ，d] 上是连续的（按照定理 7. 38)，因而是可积的.积分 f ^ G (: y)dy 

a v c 


与二重积分 f { x , y ) d { x . y ) 有同样的值.这就是说，我们有等式 
Jq 

fix,y)d(xjy) = f{x,y)djo ( 1 ) 

*f Q J c 一 

(稍后将证明此公式. ） 现在产生了这样的 问题： 类似的结果当/在 Q 上仅仅是可积(而未必连续） 
的时候是否成立？我们可以立即看到，某些困难是不可避 免的. 例如，内层积分 f 6 /( x ，： v ) cLr 对于 

J a 

y 的某些值可能不存在，即便二重积分 存在. 事实上，如果/在线段: y = > (a < X < 6) 的每一个点 
上都是不连续的，则 6 /(： r ,： y ()) dr 将不 存在. 但是，这条线段是一个2维零测度集，因而不影响/ 

J a 

在整个矩形 Q 上的可积性.在这类情况下必须用上积分和下积分去获得 (1) 式的一个适当推广_ 
定理 14.6 设/在 R 2 内的一个紧矩形 

Q — [ a ，6] X 

上定义且有界，则有 


i) 


fd ( xyy ) < 


f(xjy)dy 


dx < I TI f(x 9 y)dy 
J L J c 』 


dx ^ 


fd(x,y) 


ii) 结论 （ i ) 中的全部被 


代替时结论仍成立 . 


Hi) 


fd(x^y) < 


f ( xjy)dx 




Tb 


f { x ^ y)dx 


dy < 




iv) 结论 （ iii ) 中的 


全部被 


代替时结论仍成立 - 


V) 当 


/ (x ^ y)d(jc ^ y) 存在时，我们有 


rb r rd n rb r 7^ n 

f(x,y)d(x,y) = fix,y)dy dx = f{x 9 y)dy dx 

^ 」 J Q, m) C 」 


f{x,y)dx dj； — 
■ 

证明为了证明 （ D ， 用下面的等式定义 F : 


f(x^y)dx 

t — 


Fix) — j / (x,y)dy, 当 x G [“，&]• 

于是丨 F ( x ) I ^ M ( d - c ) , 其中 M = sup { 丨 /( x , y ) j : ( x , 3 /) 6 Q }» 我们可以考虑 

F(x)dx = ]* [J /(>2 ： ’ ： y)d ： y]cb:. 
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类似地，可以定义 


rb 


FCx)dx 


rb r 




'd n 

f ( x ^ y)dy dx , 

c - 


设 PS = { x 。 ， Xi ，…， 是 [ a ，6] 的一个划分，并设 

Pz = {夕。，： vi ，•_• ^ ym ) 

是 [ c ， 的一个划分.于是 PsRXA 是(3的一个划分，它把 Q 分成 mn 个子矩形 Q 〃， 定义 


h = 


J ： 




f { x , y)dy 


2 ■—1 LJ y i -\ 


dx ，hj = \ 1 [ f { x 9 y ) dy ] dx . 

丄 5 —i L 6 厂 i 」 


因为有 


rd 


rr*. a 

f ( x f y^dy = ^ f ( x , y ) dy , 

j = l 」 A—i 


所以可以写 

、[ JVU ， ㈤ dx < ± 

^ C 」 j — ^ 1 

这就是说，有不等式 


m b 


a 



4 


心一 1 


f ( x , y)dy 


m n 

dx = ESj ； 

j = i 卜 i J '—i 






f ( x 9 y)dy 


dx . 


m n 




类似地，可以得到 


m n 




如果记 


和 


m tj = inf {/( x ， 3 ；) : ( x ^ y ) 6 Qij ) f 


= sup { f ( x 9 y ) : ( x ^ y ) G Qij) t 


则从不等式叫 ></( 尤，： yXA ^；，（ x ， y)^Qij f 可以得到 


爪"（乂 — 1 ) < 


■心 


^-1 


f { x , y)dy < Mij (yj — ) 


* X - - 

、 f(x,y)dy 

dx ^ 

、 - 

； f(jcjy)dy 

- 1 匕 

J ，卜 1 - 

% 

1 匕 

^ y j-\ 」 


此式依次蕴涵 

对 i 和 j 求和并使用上面的不等式，我们得到 
因为此式对于 Q 的一切划分 P 都成立，所以必有 




Q 


fdix ^ y ) ^ f ^ I ^ 


/ d ( x , y )- 


这就证明了第 （ i ) 条 论断. 

明显可知，如果函数 F 最初是由公式 


■ 
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F(x) = f(x,y)dy 

J_c 

定义的，则上面的证明也能进行，于是用同样的讨论可得第 （ ii ) 条论断. 

第 （ iii ) 条和第 （ iv ) 条论断可以通过交换: T 与 3 ； 的作用类似地 证明. 最后，论断 （ V) 是论断 
( i ) 至 （ iv ) 的一个直接推论 • 


作为一个推论，我们有前面曾提到过的 公式: 


f(x,y)d(x,y) 




f(x,y)dy 


d，= J ； [jV(x„)dx 


dy , 


该公式当 / 在 Q 上连续时成立，通常称为富比尼 （ Fubini ) 定理. 


注两个累次积分 

m b p rd rd n rb -i 

f ( x ^ y)dy Ax 和 f ( x ^ y)dx dy 

J u c _ •/ c a _ 

m 

的存在性并不蕴涵/(工,3；)€1(工，3；)的存在性.在练习 14. 7中给出了一个反例. 

J Q 


394 


在评论 R ” 内与定理 14. 6类似的内容之前，我们 
先介绍几个进一步的概念和术语.如果则由 R ” 
内满足条件；=0的 A ： 组成的集合称为坐标超平面 iL . 
给定 R n 内的一个集合 S ， S 在 / L 上的投影& 定义为 S 
在把 S 内的点 (Xi ， ： C 2 ，…， ^^映为^!，…， X k -x , 0, 
x * +1 , 映射下的象.容易证明，这样的映射在 

S 上是连续的.由此可以推知，如果 S 是紧的，则每个 
投影 &也是 紧的.而且，如果 S 是连通的，则每个 S A 
也是连通的.图 14-2 中描绘了 R 3 中的投影. 

对于 n 重积分有与定理 14. 6完全类似的定理.对 
于 n = 3 说明这种推广如何进行就可以了.在这种情况 
下，/在 R 3 内的一个紧区间0=[〜， b ^ Xla 2i 6 2 ]X 
[ a 3 , 6 3 ]上定义且有界，定理 14.6 的论断 （ i ) 代之以 



/ cU < 




/d(JC2 ，工 3 ) 


dri ^ * I" [ /d(jc 2 »J ： 3) 

J a . L J Q , — 


dx \ ^ 


fdx, 


( 2 ) 


其中 Q 是0在坐标平面仏上的 投影. 当 J Q /( JC)djc 存在时，与定理 14.6 的 （ v ) 类似的结果是 


公式 


f(x)dx = 

Q 


r? 




/d(x 2 ，工 3) 


dx 



d(x 2 ). 


(3) 


像在定理 14.6 中一样，适当地用下积分代替上积分也有类似的结论成立，而且对于投影❹和 
q 3 也都有类似的公式. 

读者对于〃重积分叙述类似的结果应该没有困难（这些结果可以用在定理 14. 6中用过的方 
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法证明）重积分 /( x ) dx 存在的特殊情况特别重要，可以叙述 如下: 

J Q 

定理 14. 7设/在 R " 内的一个紧区间 

Q = [^1 ， 6] X …X la n ,b n ~] 

上定义且有界，假定 [/( jc)djc 存在，则有 




dx \ 




-T6 


fdjo x 


d(X2 ，… ，工 《)• 


用下积分代替上积分和用 Q 在仏上的投影 Q * 代替 Q , 都有类似的公式成立 • 


14.6 R n 内的若尔当可测集 

到现在为止多重积分还一直只是对于区间 J 有定义，这对于积分的应用来说当然是太受限 
制.不难把这个定义推广到包含更一般的称为若尔当可测集的集合.本节将讨论这类集合.这 
类集合的定义要用到 R ” 内集合 S 的边界.我们记得 R ” 内的一点 jc 称为 S 的一个边界点，如果 
每个 n - 球 BU ) 都包含在 S 内的点，也包含不在 S 内的点 . S 的全部边界点组成的集合称为 S 
的边界，用 3 S 表示. （见第 3. 16节 .） 

定义 14.8 设 S 是 R ” 的一个紧区间 J 的一个子集.对于 J 的每个划分 P 定义 S ) 是 

p 的只包含 s 的内点的那些子区间的测度的和， j ( p ， s ) 是 p 的包含 s Lias 的点的那些子区 
间的测度的和.下面两个数 

c ( S ) = sup { J ( P , S ) ： P ^ ^(/) }, 
c ( S ) = inf { J ( P , S ) : P 6 ^(/)}, 

分别称为 S 的 （72 维）若尔当内容度和若尔当外 容度. 集合 S 称为是若尔当可测的，如果 £ ( S ) = 

7( S ). 在 S 若尔当可测的情况下， £ ( S ) 与 7( S ) 的这个共同值称为 S 的若尔当容度，用 KS ) 来 
表不 '. 

容易验证 £ ( S ) 和？ （ S ) 仅依赖于 S ， 而不依赖于包含 S 的区间 /• 而且有 0<£( S )<?( S ). 

如果 S 有零容度，则 £ ( S ) = ?( S )=0. 于是，对于每一个 e >0, S 可以被区间的一个有限族 

覆盖，该有限族中各区间测度之和 < e . 注意零容度是用有限覆盖的语言来描述的，而零测度是用 
可数覆盖的语言来描 述的. 任何有零容度的集合也有零测度，但是反过来说则未必成立. 

每一个紧区间 Q 都是若尔当可测的，而且它的容度 c ( Q ) 等于 
它的测度 〆 Q ). 如果则 W 内的每一个有界集的71维容度 
都是零. 

R 2 内的若尔当可测集 S 也称为有面积 c ( S ). 在这种情况下， 

1( P ， S ) 和 J ( P ， S ) 分别表示从 S 的“内部”与“外部”对 S 的面积 
的逼近，这在图 14-3 中进行了描绘，图中带有浅色阴影的矩形算 
在; 7( P ， S ) 内，带有深色阴影的矩形算在』 （ P ， S ) 内.对于 R 3 内 
的集合， KS ) 也称为 S 的体积. 
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下面这个定理表明一个有界集有若尔当容度当且仅当它的边界不是太 “ 厚 ”. 

定理 14.9 设 s 是 R " 内的一个有界集， as 表示它的边界，则有 

c(dS) = c(S)~c(S). 

于是 S 是若尔当可测的，当且仅当 3 S 有零容度. 

证明设 J 是一个包含 S 和 3S 的紧区间 . 于是对于 / 的每一个划分 P 有 

7(P,as) = J(p ， s) —/(P ， s). 

因此， 7(p ， as)>c(S)-c(S), 从而 F(as)>?(s) — £ (s). 为了得到相反的不等式，设给定 
e>0, 选取 h 使得 7( 込， SXcCS)+e/2, 并选取 P 2 使得』 （ P 2 , S)>c(S)- e /2. 设 P = 
•P.UP2. 因为划分的加细使内和 I 增加而使外和 J 减少，所以得到 

70S) <J(P,as) =7(P,S) - j(P,s> ^J(P }9 S) -j(P 29 S) 

<c(S)-£(S)+£. 

因为 e 是任意的，所以这表明？ (3S)<?(S)-£(S). 从而， c(dS) = c(S)~c(S), 本定理的证明 
完成 • ■ 


14.7 若尔当可测集上的多重积分 


闕 


定义 14.10 设/在 R n 内 的一个有界的若尔当可测集 S 上定义并有界.设 J 是一个包含 S 
的紧区间，在 Z 上定义 g 如下： 


g ( x ) 




fix ) 当 x 6 S ， 

0 当 jc 6 J — S * 


于是，只要积分 [ g ( x ) dx 存在，我们就说/在 S 上是黎曼可积的，并记为 /6 R 于 S •也写作 


f ( x)dx = g ( x ) dx . 


上积分 


s 


f ( x ) dx 和下积分 


S 


f ( x ) dx 都类似地定义 • 


注 考虑逼近 
区间 I 的选择. 


g ( x ) dx 的黎曼和，容易得知积分 


/( jc ) djr 不依赖于对用于包住 S 的 


现在可以给出 f ( x)dx 存在的一个充分必要条件. 

J S 

定理 14.11 设 S 是 R " 内的一个若尔当可测集，/在 S 上定义且有界.于是/6只于 S ， 

当且仅当/在 S 内的不连续点构成一个零测度集 • 

证明 设 J 是一 个包含 s 的紧 区间，并且当 xes 时设 gu )=/( x )， 当 xe /— s 时 〆 j ：)= o . 
于是/ 的不连 续点都将是# 的不连 续点. 然而， g 在 S 的某些边界点或者全部边界点上可能还 
有不连 续点. 因为 s 是若尔当可 测的， 所以由定理 14.9 可知 c ( as ) = 0 . 从而于 J ， 当且 
仅当/的不连续点构成一个零测度集. ■ 
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14.8 若尔当容度表示为黎曼积分 


定理 14.12 设 S 是 R rt 内的一个紧的若尔当可 测集. 于是积分 1存在，而且有 


(S) 


1. 

J S 


证明设 I 是一个包含 S 的紧区间，并且设表示 s 的特征函数.即 


Xs(x) 


1 当 xGS ， 

0 当 X G J — S. 


h 在/内的不连续点是 s 的边界点，这些声构成一个容度为零的集合，所以积分存在，因 
此 f 1存在. 

J S 

设 P 是把/分成子区间 L ， …，4的一个划分，并设 

a = u : a n s 是非空的}. 

如果则有 

M k (Xs) = sup{X s (x) : x 6 1^} = 1, 

如果6硭 A ， 则 JV ^( Xs )=0, 所以 

m 

U(P,Xs) - y]M k (Xs)ju(I k ) = Yj^Uk) = JCP^Xs). 

是 =1 keA 

因为此式对于一切划分都成立，所以有 f X s = c ( S ) = KS ). 但是 


Is 所以 c(S) 


Xs = 


黎曼积分的可加性 


下面这个定理表明黎曼积分关于有若尔当容度的集合是可加的. 

定理 14. 13假定在 R ” 内的一个若尔当可测集 s 上有 / eR . 假设其中 A 与 B 
都是若尔当可测的，但是它们没有公共的 内点. 于是 / e 只于 a , / ei ? 于 b ， 而具有 

/ (x)dx = / (jc)dx + f / (jc)djc. (4) 

J S J A J B 

证明设 I 是一个包含 S 的紧区间，定义 g 如下： 

|/(x ) 当 xes ， 

& )== | 0 当 KI—S. 

/(jc)dx 和 /(JC)dx 的存在性是定理 14. 11 的一个容易的推论 . 为了证明 （ 4) 式，设 P 是把 I 
J A J B 

分成 m 个子区间厂，…， L 的一个划分，并作出黎曼和 - 

m 

scp,g) — y]g(t k )jud k ^ 
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如果用 S A 表示这个黎曼和中由包含 A 的点的那些子区间生成的部分， S B 类似地定义，则可以写 

S(P ， g) = s A + s B -s c ， 

其中 Sc 包含由既包含 A 中的点又包含 B 中的点的子区间生成的那些项.特别地，两个边界 aA 

r > 

和的全部公共点都将落在这个第三类中.但是现在 S A 是一个逼近积分 f ( x ) dx 的黎曼和， 

J A 

S B 是一个逼近 f /( JC ) dx 的黎曼和•因为 KMnaB )=0, 由此可知当 P 足够细时可以把 I Sc 1 

J B 

作得任意小.本定理中的等式是这些附注的一个容易的推论. ■ 

[399] 注 公式 （4) 对于上积分和下积分也成立 • 

对于结构相对简单的集合 S ， 可以用定理14_ 6得出通过累次积分求二重积分的值的公式. 
这些公式在下面的定理中给出. 

定理 14. 14 设表和表是定义在[>， 6] 上的两个函数，对于|>， 6] 内的每个 i 都有七 （ x )< 

< f > 2 ( x ). 设 S 是 R 2 内由下面的式子给出的 紧集： 

S = {(x ，》） ： a 《 oc (*r) ^ ^ ^2 (• 

如果 / eR 于 s ， 则有 

m 飞⑴ i 

— /" ( x ， djr. 

注集合 S 是若尔当可测的，因为它的边界有零容 
度 .（ 见练习 14. 9.) 

类似的叙述对于 n 重积分成立.该推广太明显，没 
有必要进一步加以评论. 

图 14-4 描绘了本定理所述区域的类型.对于可以分 
解成有限个这类若尔当可测区域的集合，我们可以分别 
对每一部分应用累次积分，然后根据定理 14. 13把各部 

分的结果 相加. 



14. 10多重积分的中值定理 


^001 


像在一维的情况一样，多重积分也满足一个中值性质，这可以作为下述定理的一个容易的 
推论而得出，其证明留为一个练习. 

定理 14. 15假定在 R ” 内的一个若尔当可测集 s 上有/ 6尺和如果对于 s 内的每 
个： c 都有 /( JC )< gU )， 则有 

r r 

/(jc)djc^ g (x)dx. 

« s * s 

定理 14.16( 多重积分的中值定理）假定在 R " 内的一个若尔当可测集 S 上有和 /G 
R , 并假设对于 S 内的每个 JC 都有 〆 X )>0. Sm = inf /( S )， M = sup /( S )， 则存在一个实数;(位 

于区间内使得 
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特别地，我们有 


j f(x)g(x)dx = Aj g(x)dx. 

mr(S) < /(x)dx< Mc(S), 

J s 


(5) 

( 6 ) 


注此外，如果 S 是连通的，/在 S 上是连续的，则（按照定理 4.38) 对于 S 内的某 
个 欠。有义 = /0 。）， 而 （ 5) 式变为 

* 广 

f(x)g(x)dx — /(x 0 ) g(x)dx. (7) 

J S J S 

特别地，由 （ 7) 式可以推出 / (jc)djc = /(x 。） c(S) ， 其中 X 。 G 

J S 


证明因为 g ( x )>0, 所以对于 S 内的每个 jc 都有按照定理 
14.15，可以写 

m g(x)dx ^ /(x)^(jc)djc ^ g(x)dx. 

J s J s J s 

如果 [ g(JC)dx = 0, 则 （ 5) 式对于每一个 A 都成 立 . 如果 [ g(JC)djc>0, 则 （5) 式成立且有 ;I = 
J s J s 

f(x)gix)dx/ \ g(x)dx. 取 三 1，就可以得到（6)式 • ■ 

f J s 

用 （6) 式可以证明，被积函数可以在一个零容度集合上被扰动而不影响积分的值 • 事实上， 


我们有下述 定理： 

定理 14. 17假定在 R n 内的一个若尔当可测集 S 上有 /6 尺 . 设 T 是 S 的一个有”维若尔 
当零容度的子集. 设茗是 一个在 S 上定义且有界的函数，当 JC6S— 丁时有 ff(x) = /(jc). 于是 


g eR 于 s ， 而且 


/(jc)djc = 

S 


g(x)dx. 

s 


证明设 A = 尽，则有 j s A ( x)djc = j /( x ) djc + j ^/ i ( JC ) dx •然而，由 （6) 式有 J /( x)dx = 0, 

因为对于 S — T 内的每个 x 都有 / i ( x ) = 0所以 f A ( x)dx = 0， ■ 

J S-T 


注由这个定理可以想到一个把黎曼积分 /( x)dx 的定义推广到未必在整个 S 上都 

J S 

有定义且有界的函数的方法•事实上，设 s 是 R ” 内的一个有若尔当容度的有界集，了是 
S 的一个有零容度的子集 •如果 /在 S — 了上定义且有界，而且积分 f(x)dx 存在， 

J S—T 

则我们约定可以写 

r* r 

/(jc)dx = f(x)dx f 
J S J S — T 

并说 / 在 s 上是黎曼可积的.从刚刚证明的定理的观点看，这与通过在了上定义/ 
使之保持有界从而把/的定义域推广到整个 S ， 本质上是相同的. 
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练习 


多重积分 

14.1 如果，€/?[〜， 6!] ，…， f n eRla n , bj , 证明 


14. 2 


s 


( 1 / 】 (J ： i)dxi )〜（f Vn(x rt )dx 

Jfl l Ja n 



其中 S = [ a !，& i]X … X [ a „，&„]• 

设 / 在 R 2 内的一个紧矩形 Q =[ a ，6] X [ c ， d ] 上定义并有界.假定对于匕，幻内的每一个固定的 
W fix , 30 是: T 的递增函数，而且对于 [ a , 6] 内的每一个固定的： T ， /(X， w 是 y 的递增函数.证明 


/6i? 于 Q. 

14. 3求下列每一个二重积分 的值: 


a) sin 2 x sin 2 y dx dy 9 其中 Q = [0，兀] X [0， tt ]. 

b) I cos(x + y ) \ dx dy , 其中 <2 = [0 ，兀] X [0 ，兀〕. 


14. 4 


14.5 


" V * 

c) [x + y}dx 其中 Q = [0 ， 2] X [0,2] ， [t ] 是 的最大整数 • 

4 c 

设 Q = [0,1] X [0，1]， 在下列每一种情况下计算 f / Cr ，： y ) cb ： d ： y . 

a ) /( x » y ) = l — x—y 当 :c + ： y < l ， fix , : y )=0 其他情况 . 

b ) /( x , y ) = x 2 +y 当:* : 2 + y < l ， f ( x 9 : y )=0 其他情况- 

c) /(x ， y)=x J ry ^ x 2 ^ ： y^2x 2 , fix, 3 ；) = 0 其他情况 . 

在正方形（3=[0, 1 ] X [0 , 1] 上定义/ 如下： 


f ( x , y ) = 



当: t 是有理数， 
当 x 是无理数. 


a) 证明 


/<U ) 办对于存在，而且有 


f ( x 9 y)dy 


dx = y 和 




dx = t . 


这表明 


f ( x ^ y)dy 


dx 存在并且等于 1. 


14. 6 


b) 证明 h 


fix ^ y ) Ax d^y 存在并求它的值. 


c) 证明二重积分 j Q /(i,y)dU,iO 不存在 • 

在正方形 Q=[0, 1]X[0, 1] 上定义/ 如下: 





当: T，y 中至少有一个是无理数， 
当 y 是有理数且 x = m/71, 


其中 m 和《是相对素数， 7i >0. 证明 

[ f ( x , y)dx = f T [ f ( x , y)djc 

Jo J 0 LJ 0 

但是 £/ u, y )d y 对于有理数 x 不存在 • 


dy = 


f ( x ^ y ) d ( xyy ) — 0 
Q 




多重黎曼积分 


329 


14.7 如果九表示第个素数，设 


S ( p k ) = { (合，€): = 1，2, — 1， 



设 S = U S(/>*)，Q = [0,1] X [0，1], 

k=\ 

a ) 证明 S 在 Q 内稠密（即 S 的闭包包含 Q ) 但是任何平行于坐标轴的直线至多包含 S 的一个有限子集. 


b ) 在 Q 上定义/ 如下： 

fix , y ) = 0 当 （ x ， y ) 6 Sp = 1 当 ( u ) 6 Q ~ S . 


证明 


-i p r n 

f ( Xiy)dy dx = f ( x 9 y)dx 

J J o LJ o 


dy 


1，但是二重积分 ^ fdxty ) d ( xjy ) 不 存在. 


若尔当容度 

14.8 设 S 是 R rt 内的一个至多有有限个聚点的有界集_证明 r ( S ) = 0_ 

14.9 设/是定义在 [ a ，6] 上的一个连续的实值 函数. 设 S 表示/的图像，即 S ={( x ，’ y ) :夕=/( 1 )， 

证明 S 有二维若尔当零容度. 

14.10 设 r 是 R ” 内的一条可求长 曲线. 证明 r 有72维若尔当零容度. 

14.11 设/是定义在 R ” 内的一个集合 s 上的非负函数 • /在 S 上的纵 坐标集 定义为 R ” +1 的下述 子集： 

{ {x\ ， … ， , Xrt+i) ： (ii ， … ， x”）€■ S， 0 ^ x^+i ^ /( 工 1 ， … ，工 „)}. 

如果 S 是 IT 内的一个若尔当可测区域且/在 s 上连续，证明/在 S 上的纵坐标集有 U +1) 维的若尔 


当容度，其值为 


J /( 工 1 ， … ，， … ， X”）. 

当和 71=2 时几何地解释这个问题. 

14. 12假定/6及于 S , 并设 [/( x)ck = 0. (S 是 R rt 的一个子集 • ）设 A=U : / U )<0} 并假定 c ( A ) = 0 •证 

J s 

明存在一个零测度集 B 使得对于 S - B 内的每个 x 有 /( x )=0. 

14.13 假定 / ei ? 于 S ， 其中 S 是 R ” 内的一个区域，而且/在 S 上连续 • 证明存在 s 的一个内点 Xq 使得 

J f(x)dx = /(Xq)c(S). 

14-14 设/在一个矩形 Q = [ a ，6] X [ c , d ] 上连续 • 对于 Q 的每一个内点 （ x " o ： 2 ) 定义 

F ( xi ，: 2 ) = | 1 (| 2 f { x , y )6 y ^6, x . 

证明 Di ，2 ， X 2 ) — D 2t i F(xi , Xt ) = f ( X ] f Xz ), 

14.15 设： T 表示平面内的下述三角形 区域： 

T = j (x 1 + 其中 

假定 / 在 T 上有一个连续的二阶偏导数证明在连接 U ，0) 和(0, 6) 的线段上有一点 ( a ：。， ： y 。） 使得 

Di , 2 = f(0f0) 一 f(a ? 0) + flDj f(xo ， jyo〉- 
J t 
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15. 1引言 

在第10章叙述的勒贝格积分是对于定义在 R 1 的子集上的函数而言的.可以把那里所用的 
方法加以推广，使之能够对于定义在《维空间 R ” 的子集上的函数应用勒贝格积分理论.推广 
后得到的积分称 为多重 积分； 当《 = 2 时称 为二重积分， 当 n = 3 时称 为三重积分. 

像在一维的情况一样，多重勒贝格积分是多重黎曼积分的一种推广.它允许以更一般的函 
数作为被积函数，它能处理无界或者有界函数，能以更一般的集合作#积分区域. 

基本的定义和主要的收敛性定理与一维的情况完全类似.然而，有一个新特征没有在 R 1 
中出现， R ” 内的多重积分可以通过连续计算 n 个一维积分来求值.这个结果称为 富比尼定理， 
这是本章主要关切的内容之一. 

像在一维的情况一样，我们先对阶梯函数定义积分，然后对于一个较大的包含某些递增的 
阶梯函数序列的极限的类(称为上函数类)定义积分，最后对于一个更大的类，即勒贝格可积函 
数类来定义积分.因为多重积分是严格地沿着与一维情况同样的发展过程进行的，所以我们将 
略去大部分的证明细节. 

回顾一下在第14章介绍过的某些概念.如果是1^内的一个有界区间，则 
/的”维测度由下面的等式 定义： 

ju(/) — *•*//( /« ) > 

其中〆 U 是 I* 的一维测度或长度. 

R” 的一个 子集丁 说成有《维零测度，如果对于每一个 e>0, 了 可以被 n 维区间的一个可 
数族覆盖，该可数族中区间的《维测度之和 < e . 

一个性质说成在 R ” 内的一个集合 S 上几乎处处成立，如果它在 S 上除了一个有《维零测 
度的子集之外处处成立.例如，如果 {/„} 是一个函数序列，我们说 /„—/ 几乎处处于 S ， 如果 
对于 S 内除了在一个有 n 维零测度的子集内的那些之外的一切 x 都有 = 

rt—oo 


15.2 阶梯函数及其积分 

设了是 R " 内的一个紧区间，替如说 

J = h X …X ， 

其中每个 h 是 R 1 的一个紧子区间.如果^是 I * 的一个划分，则笛卡儿积 P = PiX … xp „ 称 
为 J 的一个划分.如果把 I * 分成 m * 个一维子区间，则 P 把 I 分成 m = m t … m * 个 n 维子区 
间，譬如说是丄，…， 

在 J 上定义的一个函数 s 称为阶梯函数，如果存在 I 的一个划分 P 使得 5 在每一个子区间 
] k 的内部都是常数，譬如说 

six ) = c k 当 x 6 intj *. 
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在 J 上的积分由下面的等式 定义: 




现在设 G 是一个一般的”维区间，即 R " 中的一个未必紧的区间. 一 个函数 s 称为 G 上的 
一个阶梯函数，如果 G 有一个紧的 n 维子区间/使得 5 在/上是一个阶梯函数而当— J 时 
5( JC )=0. s 在 G 上的积分由下面的公式 定义： 


m 

J / 


其中在 I 上的积分由 （1) 式给出 • 像在一维的情况一样，这个积分不依赖于对〖的选择. 

15.3 上函数与勒贝格可积函数 

上函数与勒贝格可积函数完全像在一维情况下一样定义. 

在 R ” 内的一个区间 J 上定义的实值函数/称为 1 上的一个上函数，记为如果 
存在一个递增的阶梯函数序列使得 
几乎处处于/， 

b ) lim s n 存在 • 

n-*ooJ J 

序列 {&} 说成生成/. /在了上的积分由下面的等式定义： 


我们用 l ( j ) 表示由所有形如/=“_^的函数/组成的集合，其中 《 eu ( j )， veuu ). 
l ( i ) 中的每个函数/说成在 J 上是勒贝格可积的，而且它的积分由下面的等式 定义： 

, r r 

/ = U 一 V m 

J I J I J / 

因为这些定义与一维情况的定义完全类似，所以从一维定义推出的许多定理现在也成立.特 
别地，定理 10.5、10.6、 10. 7. 10.9、10.10、10.11、10.13、10.14、10.16、 10. 17 ( a ) 和 （ c ) 、 

10. 18和 10. 19对于多重积分全都成立.描述当积分区间伸缩时积分性质的定理 10.17( b ) 需要修 
改如下： 

如果 /6 U ) 且 ，其中 c >0， 则 g 6 L ( cD 且 

g=C n f. 

J cl J I 

换句话说，积分区间用一个正因子 C 扩张的效果是使积分乘以 c n ， 其中《是该空间的维数. 

莱维收敛定理（定理 10. 22直至 10. 26) 和勒贝格控制收敛定理（定理 10. 27) 及其推论 
(定理 10. 28、 10. 29和 10. 30) 对于多重积分也成立 • 

记号积分 [ /也可以用下面的记号 表示： 

Jr 

[/( jc ) d ( jc ) 或 ， x „) d ( 工"… 
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也可以使用记号 /( i "…， xjdjci ••• dx ” 二重积分有时写成带有两个积分号，三重积分有时 

J I 

写成带有三个积分号，像下面 这样： 

f (x ^y)dxdy j f (x^y^z) djcd^d^. 

15.4 R n 内的可测函数与可测集 

在 FT 内的一个区间 I 上定义的实值函数/称为在 I 上可测， 记为 / eM ( I ), 如果在 J 上 
存在 阶梯函数序列 {〜} 使得 


l \ ms n ( jc ) = fix ) a . e . 于 

4071 定理 10. 35、 10. 36 和 10. 37 中所描述的可测函数的性质在这个更一般的情况下仍然成立. 

R " 的一个子集 S 称为可测集，如果它的特征函数 h 是可测函数.此外，如果厶在 R " 上 
是勒贝格可积的，则集合 S 的《维测度 p ( S ) 由下面的等式 定义： 

P (S) = J R ” Xs . 

如果; Cs 是可测的但是不在 L ( R ”） 内，则定义 〆 S ) = + oo . 如此定义的 函数; u 称为 n 维勒贝格 
测度. 

在从定理 10. 44到定理 10. 47中叙述的测度的性质对于 n 维勒贝格测度也成立.而且，可 
以用第 10. 19节中的方法对于 R ” 的任意子集定义勒贝格积分. 

我们特别强调在定理 10. 47中叙述的勒贝格测度的可数可 加性： 

, oo 

如果 { Ai ， A 2 , •••} 是由 R n 内的可测集构成的一个不相交可数族，则并集 IJ A , 是可测 

i= 1 

的，而且 

"(U ^ ) = 2 "(a). 

1=1 1=1 

下面这个定理表明 R ” 的每一个开子集都是可测的. 

定理 15. 1 R " 内的每一个开集 S 都可以表示为闭包包含于 S 内的由有界立方体构成的不相 
交可数族的并.因而 S 是可测的.进而，如果 S 是有界的，则 〆 S ) 是有限的. 

证明固定一个整数 m > l ， 考虑 R 1 内所有形如 

(垚，对于是= 0, ±1，士 2,… 

的半开区间.全部这种区间的长度都是 2_ m ， 它们形成一个不相交的可数族，其并集在 R 1 内. 
”个这 样的区间的笛卡儿积是一个边长为21的 n 维立方体.设 F m 表示由全部这些立方体组 
成的集族，则是一个不相交的可数族，它们的并集在 R " 内. 注意在的立方体是由 
把中的立方体的边对分而得到的.因此，如果 CL 是中的一个立方体， CL +1 SF m+1 中 
的一个立方体，则要么 CLwCO *， 要么与 CL 是不相 交的. ■ 
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现在我们从中抽出一个子族6„ 1 如下.当 m = l 时， G 由中的闭包位于 S 内的全部 


立方体组成.当 m = 2 时， G 2 由 F 2 中的闭包位于 S 内但是 
不位于的任何立方体内的全部立方体组成.当 m = 3 时， 
G 3 由 F 3 的闭包位于 S 内但是不位于或 G 2 的任何立方体 
内的全部立方体组成，依此类推.图 15-1 描绘了这种构造， 
其中 S 是 R 2 内一个开圆盘的四分之一.白色的正方形在仏 
内，有浅色阴影的在 G 2 内，有深色阴影的在 G 3 内. 

现在设 •: 

了 = U U Q . y : 

m = 1 G m 

就是说， 了是 Gu G 2 ， …内全部立方体的 并集. 我们将证明 



S = T ， 而这就将证明本定理， 因为了 是立方体的不相交可数族，它们的闭包在 S 内. 现在 
T ^ S , 因为内的每个 Q 都是 S 的一个子集.于是只需证明 

设，…， A ) 是 S 内的一 个点. 因为 S 是开的，所以有一个中心在 P 、 边长为5>0 
的立方体位于 SR . 选取 m 使得21<8/2,于是对于每个 i 有 


A — 音 < A —士 < A < A + 表 < A + 音 • 


现在选取 t 使得 

并设 Q 是区间（匕2_ 


k 

告< A < 


kj -f- 1 


(t + l )2- m ) 对于 z = l ， 2，…， n 的笛卡 儿积. 于是对于 在匕 内的某个立 


方体 Q 有如果 m 是具有这种性质的最小整数，则所以因而 Sd 关于 
S 的可测性的论断立刻可以从勒贝格测度的可数可加性推出 • 


注如果 S 是可测的，则 R n — S 也是可测的，因为 X R ”-s = l — 因而， IT 的每一 
个闭子集都是可 测的. 


15.5 关于阶梯函数的二重积分的富比尼归约定理 

\ I 

到目前为止， R ” 内的勒贝格理论与一维情况是完全类似的.当我们要介绍富比尼定理、 
要通过较低维数的累次积分来计算 R " 中的多重积分的时候，需要有新的 思想. 为了更好地理 
解所需要的思想，首先考虑二维的 情况. 

回顾一下多重黎曼积分相应的结果.如果 J = [ a ，6] X [ c , cC 是 R 2 内的一个紧区间，/在 
I 上是黎曼可积的，则有下述归约公式（从定理 14. 6的（ V )): 

/ (x,y)d(x,y) = | Q f(x,y)dx d ^. (3) 

有一个相伴的公式用上积分 P 代替上式中的下积分 p ， 还有两个类似的积分次序颠倒过来的公 

J a J_a 
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式.这里上积分和下积分是必需的，因为在 I 上的黎曼可积性的假设不足以保证一维黎曼积分 
>/ U ， 30dx 存在，这个困难在勒贝格理论中没有出现.关于二重勒贝格积分的富比尼定理给 

J a 


出了归约公式 


/ ( x 9 y ) d ( xjy ) 


/( x ，： y)dr dy = j f ( x 9 y)dy 


dr , 


这里唯一的假设是 / 在 I 上勒贝格 可积. 我们将证明，内层积分作为勒贝格积分总是存在的. 
这是描绘出勒贝格理论怎样克服黎曼理论中内在固有的困难的又一个例子. 

本节我们对于阶梯函数证明富比尼定理，在稍后的一节中将其推广到任意的勒贝格可积函数. 
定理 15.2( 对于阶梯函数的富比尼定理） 设 s 是 R 2 上的一个阶梯函数 • 于是对于 R 1 内的 


每个固定的： y ， 积分 Kx ，： y ) dj ： 存在，而且作为： y 的一个函数，它在 R 1 上是勒贝格可积的 • 

J R 1 

此外，我们有 


s ( x ^ y ) d ( x ^ y ) 


jj 

R 2 


s ( x $ y)dx dy . 


(4) 


类似地，对于 R 1 内每个固定的 X ， 积分 5( x ，： y ) d：y 存在，而且 作为： c 的一个函数，它在 R 1 

J R 

上是勒贝格可积的.我们也有 

U (: r ，： y)d(x ，： y) = J R i Q R ! 、 ( 工 ，，) 1 ^] 4 ^. (5) 

R 2 

证明本定理可以从关于黎曼积分的归约公式 （3) 导出，但是我们希望给出一个直接的不 


依赖于黎曼理论的证明. 

有一个紧区间 « X [ c , 使得 s 在 f 上是阶梯函数而当 ( x ， ： y )6 R 2 — /时 y ) = 0 , 
于是有一个把 J 分成削个子矩形1,> == ， xj X [乂 -, ， ： y y ] 的划分使得 s 在 L 的内部是常 

数，譬如说 

s(x ， y ) = eg ， 当 （ J ，》） G int/y . 


于是 

rr 

( x ^ y ) dixfy ) 
关于丨和 j 求和可得 


t j (工 ，一 工 h ) iyj — : y) - 1) 


[J ' 5(x ， 3 ； )d. 


^>-1 ^ A —1 


dy . 




(x ， 3»)d(x,y) = j 


( x , y)d 


dy . 


因为 在 J 的外部为零，这就证明了 （4) 式，类似的讨论可以证明 （5) 式， ■ 

为了把富比尼定理推广到勒贝格可积函数，我们需要某些关于零测度集的进一步的结果， 

这些将在下一节中讨论. 


15.6 零测度集的某些性质 

定理 15.3 设 S 是 R ” 的一个子集.于是 S 有 n 维零测度，当且仅当存在一个 ”维区 间的可 
数族 { A ， 1，…}，它们的 n 维测度之和是有限的，使得 S 内的每个点对于无穷多个6属于人 • 
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证明首先假定 S 有 n 维零 测度. 于是，对于每一个 m > i ， S 可以被一个 w 维区间的可 
数族，1,2， •••} 覆盖，它们的”维测度之和 <2 - m . 对于 m = l ， 2，…和々=1，2,…由全 

部区间 U 且成的集合 A 是一个覆盖 《 S 的可数族，所有这些区间的 n 维测度之和< f ]2 - m = 1. 

此外，如果 a 6 S ， 则对于每个 m 和某个々有因而，如果写 ^={1 ， J 2 ， …}，我们看 
到对于无穷多个 k 有 a 属于人. 


反过来，假定有一个《维区间的可数族 {/, , / 2 ，…}使得级数$] 〆 /*)收敛，而且使得 
S 内的每个点对于无穷多个々属于给定 e > 0 ， 有正数 ] V 使得 

oo 

< e . 

k=N 

00 oo 

s 的每个点都位于集合 y 人内，所以人.这样 ， s 被一个可数的区间族覆盖，它们的 n 维 

测度之和 < e ， 所以 S 有 n 维零测度. 

定义 15. 4如果5是只 2 的任一子集，且（: c ， y ) ^ 

R 2 ， 则用和义表示 R 1 的下述 子集： 

= {x s x ^ R 1 且 （ x ，： y) 6 S } ， 

= { : y : ：y 6 R 1 且（工，: y ) 6 S }. 

图 15-2 中画出了几个 例子. 从几何上看， S y 先一条 
水平直线与 S 相交的部分在轴上的 投影； Si 是一条竖 
直的直线与 S 相交的部分在 y 轴上的 投影. 

定理 15. 5如果 S 是 R 2 的一个2维零测度子集，则 
对于 R 1 内的几乎 全部： y 有1维零测度， Si 对于 R 1 内 
的几乎全部 JC 有1维零测度. 

证明我们将证明 S , 对于 R 1 内的几乎全部3；有1维零测度，这个证明要用到定理 15.3. 
因为 S 有2维零测度，所以按照定理 15. 3有一个可数的矩形族 {"} 使得级数 

OO 

⑻ (6) 

是 =i 

收敛，而且使得 S 的每一个点 Cr ，3；) 对于无穷多个 々属于込. 记 = 其中 X * 和 y * 

是 R 1 的子集，则有 



"(h) = /Li(X k )/u(Y k ) = /i(X k ) 


Xy , 


ju(X k )Xy. 


其中 X ' 是区间 h 的特征 函数. 设 , 贝 U (6) 式蕴涵级数 


S 


gk 


- m 

收敛 • 现在{❾}是 UR 1 ) 内的一个使级数^】心收敛的非负函数 序列. 因而，按照莱维定理 
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(定理 10. 25) ，级数 以在 R 1 上几乎处处收敛.换句话说， R 1 有一个子集了有1维零测度使得 

k =\ 

级数 

oo 

^>(兄）狄 （30 (7) 

*=1 

对于 R 1 — T 内的一切3；都收敛.在 R 1 —了内取一点保持 y 固定并考虑集合 S,. 我们将证 
明 S y 有1维零测度. 

可以假定 S, 是非 空的； 否则结果是平凡的.设 

A (3；) = { X * :: y 6 h ，是=1，2，一}. 

则 A (: y) 是一个可数的一维区间族，我们可以给它重新编号成为{人， J 2 , …}.所有这些区间 L 
的长度之和因 （7) 式而收敛.如果: r^S,， 则 U, ^)6S , 所以对于无穷多个 々有 U，3061* = 
X.XY ,, 从而对于无穷多个々有按照一维情况的定理 15.3 可以推知 s y 有一维零测度. 

4 这表明 S , 对于 R 1 内的几乎全部: V 有一维零测度，而类似的讨论可以 证明夕 对于 R 1 内的几乎全 
4 部1有一维零测度. ■ 

15.7 对于二重积分的富比尼归约定理 

定理 15.6 假定/在 R 2 上勒贝格可积，则有 

a ) 有一维零测度集： T 使得勒贝格积分对于 R 1 — 了内的一切: y 都存在 • 

Jr 1 

b ) 在 R 1 上由等式 

A 

f ( x , y)dx 当 yGR 1 — 了， 

G ( y ) = 

lo 当 y e 了， 

定义的函数 GSR 1 上是勒贝格可积的. 

c ) / = (: y ) d ： y . 即 

JJ Jr 

R 2 - 

/* _ ■ 

f ( x , y ) d ( x , y ) = l fix , y)dx 
JJ J R LJ R - 

R 2 

注有一个相应的结果断言 

f(xiy)d(x,y ) = 

证明我们已经对于阶梯函数证明了本定理，下面对于上函数证明.如果 /6 U ( R 2 )， 则 
有递增的阶梯函数序列 { s „} 使得对于 R 2 — S 内的一切 ( JC ， ： y ) 都有〜 （ X ，： y )— /(^，： V )，其中 S 
是一个二维零测 度集； 此外， 

lim s n (xjy)(Kxjy) — / Cr ，： y)d (: r ， y ). 

JJ a/«J 

R 2 R 2 
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现在（: T， y ) eR 2 - S , 当且仅当 xGR 1 —S ,. 因此 

s „(. x <, y ) -► f ( xiy ) 当： c 6 R 1 — Sy. (8) 

设 t n ( y ) = n s „( x f y ) dx . 这个积分对于每个实数; y 存在而且是: y 的一个可积函数_此外，按 


照定理 15. 2,我们有 


t t rt (y)dy 


s n (x,y)dx dy = s n (x 9 y)d(x ^y) ^ 


R LJ R 


因为序列 “J 是递增的，所以最后的不等式表明 办存在 • 因此，按照莱维定理（定 


rt —ooJ R 


理10.24)，在 UR 1 ) 内有一个函数 i 使得在 R 1 上几乎处处有换句话说，有一个一维零 
测度集乃使得当时有此外， 


t(y)d(y) = lim t n (y)dy. 


Fi-^ooJ R 


因为是递增的，所以有 


s„(x,y)dx ^ t(y) 当 : y6R 1_ Ti. 


对 {^} 应用莱维定理可知，如果； V6R 1 —乃，则在 I^R 1 ) 内有函数 g 使得对于在 W—A 内的 x 
有5„(工， y ^— gix , y ), 其中 A 是一个一维零测度集.（集合 A 依赖于: y.) 把此结果与 （8) 式进 

行比较可以看出，如果 J6R 1 —乃，则有 

g ( x , y ) = /(工，30 当 J： 6 R 1 — (A U S ). ⑼ 

但是 A 有1维零测度， S y 对于几乎一切有1维零测度，譬如说心对于 R 1 _ T 2 内的一切: y 有1 
维零测度，其中丁 2 有1维零测度•设了 ==乃 U 了 2 ,则 了有 1维零测度.如果V 6 R 1 — 了，则集合 

A U \有1维零测度，而且 （9) 式成立 • 因为积分 x gix , y ) Ax 当3； 6 R 1 ―了时存在，所以可以 

y J R 

推知积分 f f ( x , y)dx 当 y 6 R 1 —了时也存在•这就证明了 （a). 当: y G R 1 — T 时，我们也有 

nl 


f(x,y)dx = 1 g(x,y)dx = lim s n (^,y)dx = t(y). 

Jr 1 J R l n—ooj r 

因为 i6L(RM， 所以这就证明了 （b). 最后，我们有 

r r c r r r n 

t(y)dy= limi„ (y)dy = lim t n (y) dy = lim 1 i s n {x ^y)dx dy 

n l fc-on D n — R JR ■ 


( 10 ) 


lim s„(x»y)d(x,> , ) = Wfixty^dCx^y). 


把此结果与 （10) 式比较可得 (c). 这就对于上函数证明了富比尼定理 * 

为了对于勒贝格可积函数证明本定理，记 /n， 其中 《eL(R 2 ) 且 weuR 2 )， 我们得到 

(*(* rY* cc r r n C n ' 

f = u — v — u(x 9 y)dx dy - v(x ^y)dx 

“ “」 JJ J R 1 」 R 1 」 J R LJ R 」 


V = 


R 1 LJ R 」 


—I r p p - 

UU ， W— 心， 30 }cb: d 尸 Ri 」 Ri /(x ， Wd 中 . 
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作为定理 15. 6的一个直接推论和定理10_ 11的二维类似结果，我们 得到： 

定理 15.7 假定/在紧矩形1 =[〜 6] X [ c , 心上 定义且有界，并假定/在 J 上几乎处处 
连续，则 /6 IXJ ) 且有 


fixjy)d(xfy) 


f(xjy)dx 






( xjy)dy 


dx _ 


注一维积分 


/(: c ，： y ) dx 作为勒贝格积分对于 [ c ， c /] 内几乎所有的 y 存在，但它作为 


黎曼积分未必存在*类似的注记可以应用于积分/ ( x ^ y ) dy . 在黎曼积分理论中，归约 

J C 

公式中的内积分必须用上积分或下积分代替.（见定理 14. 6 的 （ V).) ' 

当然，富比尼定理有一个向高维积分的推广.如果/在 R m + A 上是勒贝格可积的，则有与 
定理 15. 6类似的定理断言 




f ( x ； y)dx dj = 

R m 」 


这里我们把中的一个点写为 ( Jc ; 30 ,其中 xGR 
用的方法的推广来证明，但是我们略去证明的细节. 


U ^ fiXiy)dy \ dx ^ 

yeR k . 这可以用在证明二维情况时所 


15. 8可积性的托内利-霍布森检验法 

哪些函数在 R 2 上是勒贝格可积的？下面这个定理给出了关于可积性的一个有用的充分条 
件，它的证明要用到富比尼定理. 

定理 15.8 假定/在 R 2 上可测，并假定下面两个累次积分 


14151 


I | dx d 3 / 或 


I /(x ，： y) | dy 


dx 


中至少有一个存在.于是我们有 
a )/ e L ( R 2 ). 


b ) 


f 


f ( x ^ y)dx 


<^y 


/( x ^ y ) dy ^ dx . 


证明由富比尼定理， （ b ) 可以从 ( a ) 得到.我们也要用富比尼定理去证明 （ a ). 假定累次 
| f ( x , y ) | Arlcb 存在.设 {&} 表示如下定义的递增的非负阶梯函数 序列： 




积分 

J R* LJ R* J 

n 当 

0其他情况. 

设 /^ U，30 = minU ( x ， >)，丨 fix , y ) \ }. 与| /丨两者都是可测的，所以 /" 是可测的 ■而 
且，我们有 0</„(: c ， y )<, s n ix , y ), 所以/„受一个勒贝格可积函数控制，因而 /„6 L ( R 2 ) •于 
是可 以对入 应用富比尼定理，结合不等式0< 人 ( x ， | fix , y ) I 便可以得到 


fn 


/n (工， : y)d:r 




j /( x ， 3 ；) j dx 


dy . 
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因为是递增的，所以此式表明极限 lim \\ f n 存在.按照莱维定理(与定理 10. 24类似的二维 

情况的定理）， {/ J 在 R 2 几乎处处收敛到 UR 2 ) 内的一个极限函数.但是当 oo 时 — 
| |，所以 | /丨6 L ( R 2 ). 因为/是可测的，由此可推知/6 UR 2 ), 这就证明了 （ a ) •当另 

一个累次积分存在时证明是类似的. ■ 


15.9 坐标变换 


多重积分理论中最重要的结果之一是关于进行变量替换的公式，这是在定理 7. 36中对于 


黎曼积分证明过的公式 


㈣ 

f{x)dx = 

茗 （ C ) 


€ 


的一个 推广. 该公式当时假设的条件是&在区间了 =匕，上有连续的导函数 〆 ，而且/在丁 
的象#(了)上 连续. 

考虑 〆 在了上永不为零（因而不变号）的特殊情况.如果 〆 在 T 上是正的，则 g 递增，所 
以 〆 <：)<总(<^)， g ( T ) = [ g ( c ) , g ( cD ~\ »而上述公式可以写为 


g(T) 


f(jo)dx = /[g ⑴ ]〆 ⑴也 


另一方面，如果 〆 在了 上是负的，则 g ( T ) = [ g (^)， g ( c )]， 而上述公式变为 


g(T) 


fix)Ax 




fVgit^g it)Au 


因此，两种情况都可以包含在下面的一个公式中 


g(T) 


m 

f(x)dx = / [茗 ⑴] I g’ ⑴丨 dt. 


( 11 ) 


等式 （ id 当时也成立，而正是在这种形式下，此结果将被推广到多重积分 • 使变量发生 
替换的函数 g 必须被一个向量值函数所替换，该向量值函数称为坐 标变换 函数，它是按下面的 


方式定义的. 

定义 15.9 设了是 R ” 的一个开子集.一个向量值函数 g : 了 — R " 称为丁上的一个坐标变 
换，如果它有下述三条 性质： 

a) g6C ， 于 T. 

b ) g 在丁上是1-1的. 

C) 对于丁内的一切 t ， 雅可比行列式 J «( t ) = detDg ⑴关 ()• 


注坐标变换有时称为微分同胚 • 

性质 ( a ) 说明 g 在了上是连续可微的.从定理 13. 4可知一个连续可微函数在雅可比行列式 
不为零的 每个点附近都是局部 1-1 的. 性质 （ b ) 假定 g 在了上是整体 1-1 的，这就保证了整体 
反函数 g _1 存在，它在 g (了)上定义，而且是 1-1 的.性质 （ a ) 和 （ c ) 一起蕴涵 g 是一个开映射 
(按照定理 13. 5). 而且， g _1 在 g ( T ) 上是连续可微的（按照定理 13. 6 ). 

坐标变换进一步的性质将从雅可比行列式的下述乘法性质中推导出来 • 
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定理 15.10( 雅可比行列式的乘法定理） 假定 g 在 R n 内的一个开集： T 上是可微的， 而 k 在 
了的象 g(T) 上是可微的，则复合函数 Jk=fc 。 g 在了上是可微的，而且对于了内的每一个 f 有 

J *(0 = J *[ gU )] J , U ). (12) 

证明 链式法则（定理 12. 7) 告诉我们，复合函数 Jt 在: T 上是可微的，而且矩阵形式的链 

式法则告诉我们相应的各雅可比矩阵有下述 关系： 

Dk ( t ) = Dfe [ g (0] Dg (0. (13) 

_ 从行列式理论可知 det ( AB ) = detAdetB ， 所以 （13) 式蕴涵（12)式* ■ 

这个定理表明，如果 g 是了 上的一个坐标变换，而是上的一个坐标变换，则复合 
函数 a ： 是丁上的一个坐标变换.而且，如果则对于了内的一切【都有 

k ( t ) = 且 J * U ) = 1， 

所以 J h [ g (0] J ,(0 = l , g _1 是 g ( T ) 上的一个坐标 变换. 

坐标变换 S 及其逆变换 g - 1 在丁的开子集与 g ( T ) 的开子集之间建立了一个一一对应，也 
在： T 的紧子集和 g ( T ) 的紧子集之间建立了一个 一一 对应 • 下述各例是常用的一些坐标变换. 

例 1( R 2 内的极 坐标）在这种情况下我们取 

T = {(( 1 ) : ( 1 〉 0,0 < 艺 2 < 2 兀}， 


[4181 


并设 g =(^， 心） 是在了上如下定义的 函数： 

gx U) = t x cost 2 ^ gz(0 = iisinh ， 

习惯上用 （ r ， 仍而不用 （6， f 2 ) 表示 f 的 分量. 坐标变换 g 把了内的每个点 （^， 们映射到 g ( T ) 
内由熟知的公式 

x = rcos ^, y — rsmd 

给出的点 （ x ， 》).了的象 g (了)是集合 R 2 —{( x ，0): x >0}， 雅可比行列式是 


JA0 


cosd sin 汐 


| — rsin ^ rcosd \ 

例 2( R 3 内的柱面坐标）这里记 t =( r ， 沒， z ) 并取 

7 "={( r ， 0 ， z ): r 〉 O ， 0 〈 0 〈 2 丌 ，— 00 " 

坐标变换 g 把了内的每个点(〜 <9, a：) 映射到 g(T) 内由等式 

x = rcos^t y = rsin ^, z = z 

给出的点(: r ，： y ， z ). 

丁的像 g(T) 是集合 R 3 —K 工，0， 0) : x > 0 ), 雅可比行列 

式由 

cos 沒 sin ^ 0 

JAt ) = — rsin ^ rcos 沒 0 = r 


〈 z 〈—— 


(: U ) 


,、 7 


给出 . r ，0 和 z 的几何意义如图 15-3 所示 • 

例 3( R 3 内的球面坐标）在这种情况下记^=(^0 ， h 史)并取 

T = {{p，d ， <p) : p 〉0， 0 <C 0 <C 2tc » 0< Cp 〈7 t } 


图 15-3 
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坐标变换 g 把了内的每个点(/>，心0映射到 g(T) 内由等式 

x = ^cos^sin^o, y = ^sin^sin^i, z ~ pcos<p 

给出的点 (X, > z). 丁的象 g(T) 是集合 R 3 -[{( X ， 0, 0) : x ^ O ) u 
K0, 0, d : zeR}]， 雅可比行列式是 


Jg “） = 

cos^sin^ 

— ^sin^sin^) 

sir^sinp 

pcosdsirhp 

coscp 

0 

= — p sin^c?. 


^cos^cos^? 

^osin^cos^ 

—— p sirup 


…0和 p 的几何意义如图 15-4 所示. 




z 



例 4(R n 中的线性变换）设 g : R n —R " 是由矩阵 )= m(g) 表示的一个线性变换，使得 

n n ~ " 

衮⑴= (2 a 】 〆 ” …，2_ 

)=i 

n 

则容 =( 片1，…， gn ) 1其中仏 ⑴= U ，雅可比矩阵是 ^ 

卜 1 

Dg(t) = (Djgi(t)) = (aij). * 、 

这样，雅可比行列式 J,U) 是常数，它等于矩阵 (七） 的行列式 detU y X 我们也把矩阵（％)的行 


列式称为 g 的行列式，并记为 

. * 

detg = detCaij ). 

在 R tt 上 1-1 的线性变换 g 称为非奇异的变换.我们将使用及从 R” 到 R" 的非奇异变换 
的下述基本事实.（其证明可以在任何一本线性代数教科书中 找到； 也见于参考文献14： 1.) 

一个线性变换 g 是非奇异的，当且仅当它的矩阵 A = m(g) 有逆 yT 1 使得 Av4d=_T， 其中 
I是单位矩阵(恒等变换的矩阵），在 g 非奇异的情况下 A 也称为非奇异.一个 nXn 矩阵 A 是 
非奇异的，当且仅当 detA 关 0. 这样，一个线性函数 g 是^个坐标变换，当且仅当 detg 关0! 

每一个非奇异的变换 g 都能表示为称为初等变换的三种特殊类型的非奇异变换 的复合 
们把初等变换归纳为类型 a、 类型6和类型 c, 它们定义 如下： 


类型 a : (i! ，…，心，…， t „) = ( t ： , ••• , Xtk ,…，：〜），其中换句话说， .g a 用一 

个非零的标量 A 乘以 〖的 一个分量.特别地，私把各个单位坐标向量映射 如下： 

g a ( u k ) = \ u k 对某个是， 心 （《r);W, 对所有的 i /是.: ’ 

g a 的矩阵可以由单位矩阵第々行的元素乘以 A 得到.而且， detg fl =A. 

类型6 : ，…， G ，…， t n ) — (^1 , 1 G+G， …， O ， 其这样，心艳（的 

一 个分量用其自身加上另一个分量来代替..特别地，心把各个坐标向量映射 如下： 

gb ( u k ) = II* + Uj 对某个固定的々和 j ， A 尹）， 

g b ( Ui ) — II, 对所有的 i '‘ 

矩阵办可以从把单位矩阵I中的第 A 行用 J 的第々行加上I的第）行来代替而得到 • 而且， 


detg^ = l. 

类型 C : & (G ，…，，…， G ，…， tjXtx ，…， t ” …， U ， …， 4)，其中这就 
是说，&对于某个；和 7, i 片， 将 f 的第纟个分量和第 i 个分量互换 • 特 别地， 对于一切 々关 
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i ， k # j 有 ， g ( ( uj )^ Ui 和 h ( iO = ajt . 的矩阵是把单位矩阵第 i 行和第 j 行互换得 

到的矩阵.在这种情况下 detg f = - l . 

初等变换的逆是同一类型的另一个初等变换.初等变换的矩阵称为初等矩阵.每一个非奇异 
的矩阵 A 都可以在 A 的左边连续地乘上一些初等矩阵从而将其转化成单位矩阵•（这是线性代 
数中熟知的高斯-若尔当过程. ） 这样， 

其中每个乃是一个初等矩阵，因此 
[4201 A - 

如果 A == w ( g ), 这就给出了把 g 作为一些初等变换的复合的一个相应的因子分解. 

15. 10多重积分的变换公式 

本章其余的部分将用于证明下述关于多重积分的变换公式 • 

定理 15.11 设丁是 R ” 的一个开子集 ，容是了上的 一个坐标变换 • 设/是定义在象 g ( T ) 上 

a f* 

的一个实值函数，并假定勒贝格积分 f(x)dx 存在 • 于是勒贝格积分 / [g( 0 ] I J g (t) j dt 

J gcr) 5 J r 

也存在，且有 

’ fdx)dx = f /[g ⑴] 1 J e (t) I dt. (14) 

J *(T) J T 

定理 5. 11 的证明分为三部分.第 1 部分证明该公 ，式对 于每一个线性坐标变换 a 成立.作 
为一个推论我们将得到关系式 

^[ a ( A )] = 1 deta 丨 / u ( A )， 

该式对于 R ” 的每一个有有限勒贝格测度的子集 A 成立. 在第2部分我们考虑一个一般的坐标 
变换 g 并证明当/是一个紧立方体的特征函数时（ I 4 )式成立.这能对于 g ( T ) 内的每一个紧立 
方体 K 给出 

m 

a ( K ) = I J g U ) I dt , (15) 

这是本定理的证明中最长的部分.在第3部分用等式 (15) 导出一般形式的 (14) 式. 

I 

15. 11对于线性坐标变换的变换公式的证明 

定理 15. 12设 a : R ”— R ” 是一个线性坐标变换.如果勒贝格积分 f „/(太)如存在，则勒贝格 

v R 

积分 f f [ a ( t)J I J a (t) I cU 也存在，而且这两个积分相等 * 

Jr ” 

证明首先我们注意，如果本定理对于 a 和成立，则对于复合函数7 = «。/»也成立，因为 

由 J r d ) = 人[多可得 

■ 卜 ■ 1 

/(x)dx— /[fit ⑴] I J a (,) 1 心 =⑴] ) 1 [ 办 ⑴] M Jfi(0 I dt 

Jr - 1 Jr ” Jr ” 

— , /[ 7 ⑴] I Jy(^) I dt. 

Jr ” 


[ 421 ] 
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于是，因为每一个非奇异线性变换 cr 都是一些初等变换的复合，因而只需对于每一个初等 
变换证明该定理，而且只需假定/>0. 

假设《是类型 a 的.为简单起见，假定 a 把 r 的最后一个分量乘以一个非零的标量 A ，譬 
如说 ’ 


a(<i ， … 山） = (t\ t*** jtn-x 

于是 I J a ( t ) I = I deter I = 丨 A I . 应用富比尼定理把/在只”上的积分写成一个在 R "— 1 上的 
(n —1) 维积分和一个在 R 1 上的一维积分的累次 积分. 对于在 R 1 上的积分使用定理 10. 17的 

( b ) 和 （ C ) 可得 




f(x)dx 


f(jo A ， …, x n ) dx, 


dri … dj ：】 


A 


/(工1， … ^ Xt n ) dt n 


dxi •••dx„- L 


R »-i 


/ [a(0] I J„Xr) 1 dydLi 


=/[a(0] I Ja(t) I 
Jr ” 

其中在最后一步使用了托内利-霍布森 定理. 这就在 a 是类型 a 的时候证明了该定理.如果 a 是类 
型6的，证明是类似的，只是在一维积分中要使用定理 10. 17的 ( a ). 在这种情况下， | 厶⑴ | =1. 
最后，如果 ct 是类型 c 的，则可以简单地使用富比尼定理交换第 i 个坐标上的积分与第•/个坐标 
上的积分的次序.在这种情况下，也有丨 Ja ( t ) |=1. ■ 

作为一个直接推论我 们有： 

定理 15. 13 如果 a : R" — R” 是一个线性坐标变换， A 是的任意一个使得勒贝格积分 


m 

/( Jc ) dx 存在的子集，则勒贝格积分/ [ a (0] I J a ( t ) \ dt 也存在，而且这两个积分相等 • 

* A 

证明 当 Jcect ( A ) 时，设 7( JC ) = /( JC )， 在其他情况下，设 / ( X ：)=0. 于是 


a(A) 


f^ x)dx = L 办 )‘ L /[« ⑴]I 以） 丨 ^ j/[^)]SJ B a>i dt. 


作为定理 15. 13 的一个推论，我们在 A 的测度与 a ( A ) 的测度之间有下述关系_ 

定理15,14设 ce : R "— R rt 是一个线性坐标变换 • 如果 A 是 R n 的一个有有限勒贝格测度 


户 （ A ) 的子集，则 cf ( A ) 也有有限的勒贝格测度，而且 

^[ a ( A )] = | deta | jut ( A ). (16) 

证明 = 其中 B = a ( A ). 因为 a _1 也是一个坐标变换，所以可得 


u ( A ) = dx = dx = I deta " 1 I = | deta -1 | "( B ). 

广 J A J a~Ub) J b 

因为 B = a ( A ) 和 deKcT 1 ) = ( deta )— 1 ，这就证明了 （16) 式. 

定理 15. 15 如果 A 是 R ” 的一个紧若尔当可测子集，则对于任何线性坐标变换0 :『 
R "， 象 eKA ) 是紧若尔当可测集，而且它的容度由下面的等式给出： 

c [ a ( A )] = 1 deta I c ( A ). 
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证明集合 a ( A ) 是紧的，因为 a 在 A 上连续.为了证明本定理，我们可以像在证明 15. 14 
时那样进行讨论.然而，在这种情况下，全部积分，作为勒贝格积分和作为黎曼积分都存在. ■ 

15. 12对于紧立方体特征函数的变换公式的证明 


本节包含定理 15. 11的证明的第2部分.这一节自始至终假定 g 是 R n 内的一个开集: T 上 
的坐标变换.我们的目的是要对于： T 内的每一个紧立方体 K 证明 


/.(K) = 1 | J,(T) I dt, 

J CK) 

而把证明此公式需要的一些辅助结果标记为引理. 

为有助于简化细节，我们引进一些方便的记号.代替通常对于 R rt 使用的欧几里得度量， 


将使用由 


d ( x , y ) = max 丨 x; — % | 

给出的度量 A 这个度量是在第 3. 13节例9、中引 进的. 我们仅在本节写 || jc 一: HI 代表 dU ， y ). 

使用这个度量，以 fl 为中心、半径为 r 的球 r ) 是一个中心为 fl 、 边长为2;•的72维立 
方体； 就是说， BU ; r ) 是77个一维区间的笛卡儿积，每个一维区间的长度是 2 r . —个这样的 
[423] 立方体的测度是 (2 r ) n ， 它是各个边长之积. 

如果《 : R n — R ” 是一个由矩阵(％ )表示的线性变换，使得 


71 n 

a ( x ) = ( ”…， ， 


则有 


我们还定义 


la(x) I = max 


s 


< ||x||max2 1 o. 


(17) 


n 

II a II = maxV | a {j | • 


( 18 ) 


此式在由从 R rt 到的全部线性变换组成的空间上定义了一个度量 II a—fill • 第一个引理给出 


了这个度量的某些性质. 

引理1 设 a 和/»表示从 R rt 到的线性变换 • 于是我 们有: 

a ) 对于某个满足条件 |1 x 1| =1的 x 有 || cr || = || a ( x ) || . 

b ) 对于 R " 内的一切 a : 有 || a ( x ) || < || a II II J ： II ■ 

c ) || a ° /J H < || a II \\ fiW . 

d ) mu = i ， 其中 j 是恒等变换 • 


证明假设 max [ U y I 对于 ，• = /> 达到.当％ >0 时取1, = 1，当〜 <0 时取1， 

l < i<n ^ ^ I 

当 j y 时，取: c ) = 0. 于是 || x || = 1 且 || a || = il a ( x ) || ，这就证明了 ( a ). 

( b ) 可以立即从 （17) 式和 （18) 式推出.为了证明 （ c )， 我们运用 （ b ) 可得 

|| ( or 。 p )( x ) || = !l a (/?( jc )) II < II cr II II || < II a II II fi II II x || . 



多重勒贝格积分 


345 


取满足 II X II =1 的 JC 使得 || (CT 。 fi)(x) II = II a 。多 II ， 可得 (C). 

最后，如果 J 是恒等变换，则 （18) 式中的每一个 i % | =1，所以 | J ||=1. _ 

坐标变换 S 在了上是可微的，所以对于 了内的 ^ 一个 h 全导数是由雅可比矩阵 
你 ⑴ = ( D , g , U )) 表示的从 R " 到 R n 的线性变换.因而，在 （18) 式中取⑴可得 

n 

It g it ) || = max 2 I Dyg ,. ⑴ I . 

我们注意到 II g U ) 11 是 （ 的一个连续函数，因为所有的偏导数 D jgi 都在了上连续. 

如果 Q 是了的 一个紧子集，则每一个函数1)# £ 在<3上都是有 界的； 因此 || g '( f )| 在0上 
也有界，我们定义 

n 

X g ( Q ) = sup ]| g ( t ) || = sup (max 2 | D 必⑴ | (19) 

下面这个引理叙述了边长为的立方体 <3的象 g ( Q ) 位于另一个边长为2以,（<3)的立方 
体内. 

引理2设 Q = {x : || jc 一 fl || < r } 是一个位于 7" 内的边长为 2 r 的紧立方体，则对于 Q 内 
的每个 x 都有 

|| ^( jc ) — g ( a ) || ^ rA ? ( Q ). (20) 

因而 g ( Q ) 位于一个边长为 2 rA ff ( Q ) 的立方体内 • 

证明按照关于实值函数的中值定理，我们有 

n 

gi(x) — gi(a) = Vgi(z t ) • O —a) = — 屮）， 

y — i 

其中 Z , 位于连接 JC 和的线段上.因此 

i gi(x) — gi(a) 2] I DjgiiZi) \\ Xj — a } |x —a|| I K r\ g (Q ), 

j=i j =1 

这蕴涵着 （20) 式. ■ 

注 不等式 （20) 表明 g ( Q ) 位于一个容度为 

(2 rA f ( Q)) n = { A / Q )} n c ( Q ) 

的立方体的内部. 

引理3如果 A 是 了的任 何一个紧若尔当可测子集，则 g ( A ) 是 g ( T ) 的一个紧若尔当可测 
子集. 

证明 g ( A ) 的紧性可以从 g 的连续性推出.因为 A 是若尔当可测的，所以它的边界有 
零容度.并且 WA ))= g (3 A )， 因为 g 是 1-1 的和连续的 • 因此，为了完成本引理的证明， 
只需证明 g (3 A ) 有零容度. 

m 

给定 e >0, 有有限个开区间4，…， A m 位于: T 内，它们的测度之和<£，使得 

i = 1 

按照定理 15. 1，这个并集也可以表示成为一个可数不相交的立方体族的并集 U ( e )， 这些立方体的 
测度之和<£.如果 e < l ， 则可假定 U ( e ) 内的每个立方体都包含于 U (1).( 否则，作 U ( e ) 内的 
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立方体与 U (1) 的交，并再次应用定理15, : L) 因为 3A 是紧的，所以 U (e) 内的立方体的一个有限 
子族(譬如说<^，… ,0^) 可以覆盖 3A. 按照引理2,象 g(a) 位于一个测度为 U,(4M"C(Q) 的立方 
体内.设 A =乙犯(1))，则有 VS,) 因为 Q,d/(i). 这样， g(aA) 被有限个立方体覆盖，这些 

k 

立方体的测度之和不超过因为此式对于每一个 e<i 都成立，由此可知 g(aA) 有 

1 = 1 

若尔当零容度，所以 g(A) 是若尔当可测的. ■ 

下面这个引理建立了一个立方体 Q 的容度与它的象 g(Q) 之间的联系. 

引理4 设 Q 是: T 内的一个紧立方体，并设 其中 a : R B 4R rt 是任意一个非奇异 
的线性变换.于是有 

c [ g ( Q)]<l deta | _1 { Aj «( Q ) }” c ( Q ). (21) 

证明由引理 2 有 c [ g ( Q )]<{ A ,( Q )} V ( Q ). 把这个不等式应用于坐标变换 fc 可得 

c[fe(Q)]< {A*(Q)}"c(Q>. 


但是按照定理 15. 15有 c [/ i ( Q )] = c [ ce ( g ( Q ))]= I deta | c [ g ( Q )], 所以 

c [ g ( Q )] = I deta ! _1 c [ ft ( Q )] ^ | deta | _1 { A *( Q ) } V ( Q ). ■ 

引理 5 设 Q 是丁内的一个紧立方体.于是对于每一个 e >0 都有^>0使得如果且 
aeQ 则有 

I g r (a) -1 og'CGlcll+e 只要 I 卜 一 a I <C (22) 

证明函数 II gitr 1 1| 在 q 上连续从而有界，譬如说对于 Q 内的一切〖都有 II g ( tr l || < 

M , 其中 A €>0. 按照 || 〆 ⑴ || 的连续性，有^>0使得 

II 〆 ⑴ 一 g ’( fl ) II < ^ 只要 IU — a II <5. 

如果 J 表示恒等变换，则有 

g’（a) _1 。 g'(0 — = g’(a) _1 。 {g'(0—g'(a)}， 

所以如果 II t~a || <5则有. 

II g ’( a )- 1 。器’⑴ 一 K 0 || < II g ’( a ) _1 II II g it ) — gia ) || <C M ~ = e . 

由三角不等式可得 || a || < || /M + II a-fi || •取 

a = g ^ Ca ) -1 。 g ' U ) 和 /J = 1(0 , 

就得到 （22) 式. ■ 

引理 6设 Q 是: T 内的一个紧立方体，则有 

* 

^[ g ( Q )]< I J g (0 I dt . 

JQ 

证明 不等式右边的积分作为黎曼积分存在，因为被积函数在 Q 上连续且有界.因此，给 
定 e >0, 有 Q 的划分使得对于每一个由比 尺细的 P 形成的黎曼和 S ( P ， 丨 J , | ) 都有 

广 

S(F, | | ) - I J g ( t ) I dt < e . 

J Q 

取一个这样的 P 把 Q 划分成有限个立方体 Q" …， CL， 每个立方体的边长都<心其中占是 
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由引理5给出的数(依赖于 e ). 设表示 Q , 的中心，对兑及广 1 应用引理4可得不 
等式 

c [ g ( Q,)]<l detg ' U ,) 丨 { A fc ( Q ! )} n c ( Q t ), (23) 

其中» g . 由链式法则有。 g \ f ) ，其中 x = g ( t ). 但是 ut / ( jc )= cr ， 因为 a 是 

一个线性函数，所以 ； 

h r (t) = a ° 总 f (t) = 〆(<!•■) 一 1 。 g\t). 

但是按照引理5，当 f 6 Q , 时有 || 1| < l + e ， 所以 

A *( Q ,) = sup ||/ i ' ⑴ || < l + e . 

这样， （23) 式给出 

c[g(Q, )] ^ I detg’ （ a, ) | (1 +e) n c(Q, ). 

对所有的/求和可得 

m 

c [ g ( Q )] < d + e) n S I detg ( a ,) | cCQ ,). 

因为 det ) = J g ( a ;) ，所以上式不等号右边的和是一个黎曼和 S ( P ， 丨八丨），而且因为 

I v 

S ( P ? I 入 I ) < [ I 人 ⑴ I dt + e , 所以可得 

J Q t 

c[g(Q)]<(l+£) n {J Q I J g (0 I df + e}. 

但是 e 是住意的，所以由此式可得 r [ g ( Q )]< I 人 ⑴ I ck . ■ 

J Q 

引理 7 设 K 是 g ( T ) 内的一个紧立方体，则有 

^( X ) < f i I J g ( t ) I dt . (24) 

证明这个积分作为黎曼积分存在，因为被积函数在紧集 g — HK ) 上 连续. 而且，按-引 

理3，在 g — CK ) 上的积分等于在 g _1 ( iO 的内部的积分，按照定理 15. 1可以写 

00 、 

intg - 1 (K) = U 人， 

1—1 

其中 { A " A 2 ， …}是一个可数不相交立方体族，这些立方体的闭包位于 g -] ( K ) 的内部•这样， 
int g -^ ( K ) =1) Qi ， 其中每个 Q , 是九的 闭包. 因为 (20 式中的积分也是勒贝格积分，所以 

I — 1 

可以使用可数可加性以及引理6得到 

oo oo . p OO 

— ! 八⑴ I df = 2 I 八⑴ I = ( U 容 ■ 

J g" x (X) i=i J Qi ，■- 1 i-i 

引理 8 设 K 是 g ( T ) 内的一个紧立 方体. 于是对于任何一个在 K 上有界的非负上函教/， 
积分 f / [ g (0] I J g ( t ) i df 存在，而且有不等式 

f ( x)dx ^ /[ g ⑴] I 八⑴ I cU . (25) 

J K J g (JO 

证明设 S 是 K 上任意一个非负阶梯函数，于是有把 K 分成有限个立方体，…， K r 的划 
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分使得5在每个反的内部是 常数， 譬如说当 xGimK 时 〆 jc )= a >0. 对每个立方体 K 应用 (24) 
式，乘以^并相加可得 


428] 


5( jc ) djc < 1 slg ( t )2 I J g ( t ) \ dt . (26) 

, J K , Jg (K) . 

现在设 U } 是一个递增的非负阶梯函数序列，它在 K 上几乎处处收敛于上函数 /. 于是 （26) 式对 

于每个&成立，令可得 (25) 式.不等式右边的积分的存在性可以从勒贝格有界收敛定理推 

出，因为/ [ g (0] 和 | J g ( t ) | 二者在紧集 f UK ) 上都是有界的. ■ 

定理 15.16 设 K 是 g ( T ) 内的一个紧立方体，则有 

广 

"( K ) = i 1 J g ( t ) I (27) 

证明 考虑到引理7,只需证明不等式 

, 

7 I J g ( t ) | dt ^ a ( K ). (28) 

J 霣一】 （ K) 

像在引理7中的证明中一样，写 

■t OO oo 

int^ l (K) = LK 一 UQ ,， 

1=^ 1 * = 1 j, 

其中 { A ^ A 2 , “]是一个可数不相交立方体族， Q 是九的闭包 • 于是 

' j J 8 {0 | dr = V f i J g ( t ) I dL (29) 

现在对于每个积分 i I 人 （O I dr 应用引理8,取 /= I J g I 并使用坐标变换就可以得 
到不等式 


I J g (t) f dr< I ] g [h{u)~] I I ] h {u) I dii = [ du = //[g(Q t )], 

J Q . J ) J > - 

把此结果代人到 （29) 式就给出 （28) 式. 、 _ 

15. 13变换公式证明的完成 

现在要在定理 15. 11所述的条件下完成公式 

_ 

, /( jc)djc = /[ g ⑴]1 ⑴丨心 （30) 

’ Jg(.T> J T - 1 

的证明就比较容易了.即假 定了是 的一个开子集， g 是 T 上的一个坐标变换， （30) 式左边 
的积分存在.我们要证明 （30) 式右边的积分也存在，而且这两个积分 相等. 这个结果将从左边 
的积分被扩充到一个立方体 K 上的特殊情况推导 出来. 

m 

定理 15. 17设 K 是 g ( T ) 内的一个紧立方体，并假定勒贝格积分 / U ) dx 存在‘于是勒贝 

J K 


格积分， fLg(Ol I J g (0 \ d / 也存在，而且这两个积分相等. 

证明只需当/是 K 上的一个上函数的时候证明本定理 • 于是有一个递增的阶梯函数序 
列使得在 K 上几乎处处有按照定理15.16,对于每个阶梯函 数心有 
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s k (x)dx = s k lg(t)^\ I J g (t) I dr. 

K J g^ l iK) 


当是 400 时，我们有 h ( JC ) djc — /( x ) dx . 现在设 


久⑴ 


s k Lg ( t ^ \ J g (0 I 当 re g~ l (K). 

0 当 ^ 6 R " - g ^( K ). 


则有 


fkiOdt 




^kLg(02 I 人⑴丨 d/= s k (x)dx. 


所以 


lim f k {t)dt = lim 5 ^(jc)c1jc = /(x)dx, 

A—►OOj R n K mi K 


按照莱维定理（与定理 10, 24 类似的定理），序列{^}在 R rt 上几乎处处收敛于 L ( R ”） 内的一个 
函数.因为在 R ” 上几乎处处有 


\imf k (0 


/[ 容⑴]丨人⑴丨当£6 g 一 ViO ， 

0 当 f - g _1 ( K ), 


所以可以推出积分 j _ 1( K > /[ g (0] I 八⑴丨 cU 存在且等于 k /( x ) di 这就完成了定理 15. 17的 

证明. ■ 

m 

定理15, 11的证明现在假定积分 /( x ) d ; c 存在 • 因为 g ( T ) 是开的，所以可以写 

J g(T) 

oo 

g(T) = (J A ( , 

i^= 1 

其中 {Au a 2 , …丨是一个可数不相交立方体族，这些立方体的闭包位于 gcr ) 内，设反表示 
A , 的闭包.运用可数可加性和定理 15. 17可得 

' f(x)dx= f(x)dx = 2 f — ! /[ 容 ⑴]I 人⑴ \ dt =\ /[ 容 ⑴]I 八⑴ | ck. ■ 

J g (丁） i^\ J i = l j g J T 


练习 


15.1 如果 /e LCD , 其 中了是 R 2 内顶点在 (0, 0)，（1，0) 和 (0, 1) 的三角形区域，证明 

^ fix , y ) d { x , y ) = ^ f ( x 9 y ) dy~^dx = Q f { x , y)dx dy . 

15,2 对于固定的 c , 00<1，在 R 2 上定义 / 如下： 


fix . y ) 


( 1 - yV /( x-yY 当 0< y <: c ，0< j ：< l ， 


其他情况 


证明 /6 L ( R 2 )， 并计算二重积分 ，/ U , y ) dU ，; y ). 


15-3 设 S 是 R 2 的一个有有限测度 〆 S ) 的可测子集.使用定义 15. 4的记号，证明 


"( S ) 


fz ( S x )dx 


^( S y ) dy . 


15.4 当 ^彡0， 时设/( X ，： y ) = e ^ sinxsin3s 在其他情况下设 / U ，30=0. 证明两个累次积分 
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L [ L /(x ^ )dx ] dy 


r1 f(x,y)dy^dx 


都存在且相等，但是/在 R 2 上的二重积分不 存在. 并且，解释这种情况与托内利-霍布森检验法 
(定理 15. 8) 为什么并不 矛盾. 

15-5 对于 0< y^l 设 /( jc ， y ) = ( x 2 —： y 2 )/( x 2 +： y 2 ) 2 ，并设/(0， 0) = 0. 证明两个累次积分 


m fix f y)dy~\dx 和 f{x 9 y)dx dy 

0 」 < 0 0 ， 


都存在但是不相等 • 这表明/在[0, 1] X [0, 1] 上不是勒贝格可积的 - 
15 , 6设 J =[0，1] X [0 t 1], 当 （ X ， ： y )6 I 且 （: r ， ： y) 声（ 0 ， 0 ) 时设 /( 工， y) ~ (x — y)/(x~^ y ) 3 * 并设 
/(0， 0) = 0. 通过考虑累次积分 


m /( u )d3 ^ dj： 和 HL fUiy)Ajc ] 6y 


来证明/任 /.(/). 

15.7 设 J =[0， l ] x [ l ， 十⑵），并当 U ， ： yOei 时设 /( I ， ： v ) = e - 2 e — 2 ' 通过考虑累次积分 


f(x,y)dy dr 和 I " [ fix^y^dx 

、0 ■« 1 — * o 0 」 


来证明/$ UD . 

15-8 关于二重积分和三重积分的下述变换公式在初等微积分中存在 • 作为定理 15. 11的推论得出下述公式， 
并给出当这些公式成立时对于 T 和疒的限制. 

a) [T/Cx^^djrd^y = f]/( rcos^, rsind) rdrdd* 


b ) /0，： y ，2；) dr ( l 3 /d 


fircosdj rsin ^， z ) rdrdddz. 


c ) f(x,y 9 z)dxdydz = f(pcosds\nf,psmd sin^p , pcos ^) p z sin ^ d ^ d ^ 


15.9 a ) 用极坐标变换证明 


Cjt £ 卞 /> 


d ( xjy ) = 7 t . 


/* ™ oo 

b ) 用 （ a ) 证明 e — i 2 djc = 


c) 用 （ b ) 证明 j „e—I 卜 11 d(j ： i ，-* ? x„) = 7 t rt/2 . 


d ) 用 （ b ) 计算 6一“ 2 d:c 和 x 2 e "^ 2 dx, t> 0 . 


15.10 设 V „( a ) 表示半径为“的《-球 B (0; “）的》维测度.本题列出了公式 


V„(a) 


r (‘ + i 


的证明要点. 

a ) 用一个线性的变量替换证明 V fl ( a )= a w V ,( l )- 

b ) 假定； 1 > 3 ,把对于 V „( l ) 的积分表示成一个 （n — 2) 重积分和一个二重积分的累次积分，并用 （ a ) 对 
一个 (n — 2) -球得出公式 

V“ 1 ) = ⑴ P 「 f 1 ( 1 - r 2 )” 妇 rdrld^ = (1) 譬. 

Jo LJ o -I n 

c ) 从 （ b ) 中的递推公式推出 
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VM ) = 


n/2 




15. 11 


15, 12 


参考练习15.10，对于每一个4 = 1, 2，…，证明 




jcfd(xi ， 


VAV 

n + 2 


参考练习 15.10, 把对于 VJ 1) 的积分表示成一个 （72 — 1) 重积分和一个一维积分的累次积分，得出递 
推公式 


V ^ l ) = 

Jo 

在这个积分中令 *r = c OS i ， 并运用练习 15. 10的公式导出 



cos n tdt 


- 



15,13如果 a >0， 设 SJa ) = { ( a ，…， x n ) : l A 丨 + … + 丨工 《 |< a }， 并设 V ” （ a ) 表本 S „ ( a ) 的 n 维测 
度. 本题列出了公式 \^( a ) = 2 k ” Ai ! 的证明 要点. 

幻用一个线性的变量替换证明 V tl ( a ) = ^ K ( l ). 

b ) 假定； 1 > 2 ，把对于 V /1) 的积分表示成为一个一维积分和一个 U —1) 重积分的累次积分，用 （ a ) 


证明 

V„(l) =U1)J 二 (1-U l) 『 Mx= 2V^(l)/«, 


15. 14 


15. 15 


并推导出 V „( l ) = 2”Ai! • 

当 a >0 且时，设 S „ U ) 表示中的下述 集合： 

S n ( a ) = { (xi ^ x n ) ： I xi | + | x tt I < a 对于每一个 i = 1 ，…， rt — 1}. 


设表示 S tt U ) 的 n 维测度，用练习 15. 13建议的方法证明 = 
设 Q „( a ) 表示由 


Q n ( a ) = { (xi ,**• ，: r n ) : |j * r || < a 和 0 < ： r , < a 
给出的 w- 球 23(0; a) 的“第一象限 ”• 设…：!："，证明 


#/( 曲= 


a 2 " 

r^Tv 


对于每 一 个 i = 1，2, …， ? i } 
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第 16 章柯西定理与留数计算 


16. 1解析函数 

复变量函数的导数概念曾在第5章(第 5. 15节）介绍过.复变函数论中最重要的函数是在 
一个开集的每个点都有连续的导数的那些函数，这些函数称为解析函数. 

定义 16.1 设/=“+匕是定义在复平面 C 内的一个开集 S 上的复值函数./说成在 S 上 

解析，如果导 数/在 S 的每一个点处存在而且连续 e . 

注 如 果了是 C 的任意一个子集（未必是开的），则术语“/在丁上解析”习惯上用于 
表示/在某个包含: r 的开集上解析.特别地，/在一点 z 处解析，如果/在关于 z 的 
一个开圆盘上解析. 

函数有可能在一点有导数而在该点不解析.例如，如果 / u )= I z I 2 ,则/在0点有导 
数，但/在 C 内别的点上都没有导数. ' 

解析函数的例子在第5章中遇到过.如果 / U ) = y (其中 w 是正整数)，则/在 C 内处处 
解析，而它的导数是/(。二収”- 1 .当《是一个负整数时，方程 / U )=/ U 关 0) 定义一个除 
了0点之外处处解析的函数.多项式在 c 内处处解析，有理函数除了使分母为零的点之外也处 
处解析.由公式 e z = e i ( C 0 S ： y + isi n ： y ) 定义的指数函数在 C 内处处解析，而且与它的导数相等， 
其中 ^= x + i 3；. 复正弦函数和复余弦函数(作为指数函数的线性组合)在 C 内也处处解析. 

当之关0时设 / U ) = Logz ， 其中 Log z 表示 z 的对数的主值(见定义1.53)，则/在 C 内 
除去 x <0 且 y = 0 的那些 z = x + b 点之外处处解析.在这些除去的点上， z 的对数的主值不 
连续./在其他点上的解析性容易通过验证它的实部和虚部满足柯西-黎曼方程（定理 12. 6) 来 
证明 • 

我们稍后将会看到，在一点 z 的解析性给函数加上了严格的限制，它蕴涵所有的高阶导数 
在 z 的一个邻域内的存在性，也保证了在 z 的 二个邻 域内表示该函数的收敛幂级数的存在性. 
这是解析函数与实值函数性质上的一个显著的差别，实值函数可能在一点上其一阶导数存在且 
连续，但是不存在二阶导数. 

16.2 复平面内的路与曲线 

解析函数的许多基本性质都可以十分容易地借助于在复平面内沿曲线的积分推导出来•这 
些积分称为围 道积分 (或复 线积分 K 下 一节将讨论这种积分 v 本节列出了一些应用于如图16，1 
中所示的各种类型曲线的术语. ' ’ 


O 可以证明， f 在 S 上的存在性自动地蕴涵 f 在 s 上的连续性 （ 1900 年由古尔萨 ( Goursat ) 发现的一个事实） • 因而解 
析函数可以定义为仅仅是在 S 上处处有导数的函数 • 然而，我们把/的连续性作为了函数/的解析性定义的一部 
分，因为这将使某些命题的证明进行得更顺利 • 
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图 16-1 

复平面内的一条路是在一个紧区间[心 6] 上连续的复函数 y. [a，6] 在 y 下的象 （y 的图 
形）说成由 y 描绘出的一条曲线，而且说它是连接点 yU) 和 7(6) 的. 

如果 7 U )^ yCb ), 则这条曲线称为以 yU) 和 y(6) 为端点的弧. 

如果 y 在 [〜6] 上是 1-1 的，则这条曲线称为一条 简单孤或若尔当孤. 

如果 yU)=7(6)， 则这条曲线称为闭 曲线. 如果 yU) = y(6) 而且 y 在半开区间 O, 6) 上 
是 1-1 的，则这条曲线称为 简单闭曲线或若尔当曲线. 

路 y 称为可求长，如果它像在第 6. 10节定义的那样有有限的 弧长. y 可求长当且仅当 y 在 
[a, 6] 上是有界变差函数.（见第 7. 27节和定理 6.17.) 

一条路 y 称为分段光滑，如果它在 [a，6] 上除了（可能有）有限个点例外之外有处处连续的 
有界导数〆.在这些例外的点上要求右导数和左导数都存在.每一条分段光滑的路都是可求长 

的，其弧长由积分 P I /(0 I CU 给出. 

J a 

分段光滑的闭路称为回路. 

定义 16. 2 如果且 r >0， 则由方程 

y ( 6 ) — a -\- re 10 , 0 ^ ^ ^ 2rc 

定义的路 y 称为中心在 a 、 半径为 r 的正定向圆. 

注 y (们的几何意义如图 16-2 所示，当沒从 
7 ( d ) 沿着图中的圆作反时针方向运动 • 

16.3 围道积分 



围道积分将通过第^ 27节中讨论过的复黎曼-斯蒂尔切斯积分来定义 • 

定义 16.3 设 y 是复平面内以 [>,6] 为定义域的一条路，并设/是定义在 y 的图形上的一个 

m 

复值函数 . /沿7的围道积分用/表示，由下面的等式 定义： 

J y 

f = f /[y ⑴ ] dy ⑴， 

J 7 J a 

只要此式右边的黎曼-斯蒂尔切斯积分存在. 

记号对于围道积分，我们也可以写作 

r ryih) 

f ( z)dz 或 f ( z)dzf 

J y J 7(a) 
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其中的哑符号 2 ：可以用任何其他适当的符号来 代替. 例如， fiz ) dz = [ /(!£；) dw . 

J 7 J r 

如果 7 是可求长的，则 f / 存在的一个充分条件是/在 y 的图形上连续（定理 7. 27). 

J y 

用一条等价的路 (像 在第 6. 12节所定义的）代替 y 的结果至多是符号的改变.事实上，我 
们有： 

定理 16.4 设 y 和 S 是描述同一条曲线 r 的等价的路.如果 f /存在，则£/也存在.此外，如 
果 y 和5沿相同的方向描绘出 r ， 则有 


14361 


/， 


如果 y 和 S 沿相反的方向描绘出 r ， 则有 


f =~ 


证明假设 5 U ) = y [ Wi )]， 其中“在[>，幻上严格单调 • 从黎曼_斯蒂尔切斯积分的变量 
替换公式(定理 7. 7) 可得 

vcj) rd 

/[y ⑴] dy(i) = /[5⑴] d 汐⑴ = 


uU) 


( 1 ) 


如果 U 是递增的，则 U ( d)=br 于是 （1) 式变为 


如果 W 是递减的，则 u ( d )= a ， 于是 （1) 式变为一/ = 

j 7 

读者很容易验证围道积分的下述可加性 性质. 

定理 16.5 设 y 是一条以 [ a ，6] 为定义域的路. 

g ■存在，则相分 f ( a / + /3?) 对于每一对复数 a ， 卢存在，而且有 


■ 


i ) 如果积分 


和 


/ + /? 


g 


( a / +/ fe ) = ( 

ii ) 设乃 和 y 2 分别表示 y 对于 [ a ， C ] 和 [ C ， 6] 的限制，其中如果 （2) 式中的三个 
积分中有两个存在，则第三个也存在，而且有 


/• 


( 2 ) 




/ = / + 
f j 7 1 

在实践中，多数积分路径是可求 长的. 对于这样的路径，下述定理经常被用于估计围道积 
分的绝对值. 

_ 

定理 16.6 设 y 是一条可求长的路，其长为 Aiy ). 如果积分/存在，而且对于 y 的图形上 

■V 


的一切 Z 都有 | / U ) I ，则有不等式 


< MA(y). 


证明只需注意在 r /[ r (0] dyG ) 的定义中出现的全部黎曼-斯蒂尔切斯和的绝对值都不 
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超过 MA ( y ). ■ 

在分段光滑的曲线上的围道积分可以表示成黎曼积分.下面这个定理是定理 7. 8的一个容 

易的推论. h . ; ri:w i _ :: 

• • C 

定理 16.7 设 y 是一条以 [ a ，6] 为定义域的分段光滑 的路. 如果围道积分/存在，则有 

J 7 

m 广办 

/ = flyU)^\y ( t ) dt . 

•/ y •/ o 

... •‘ ， rT \ • ， 'I ! .、丨 f …” 

16.4 沿圆形路的积分作为半径的函数 


考虑一条由 



7(0) 


-- re ^ 9 0 6 2 n 


给出的半径 r >0、 中心为 a 的圆形的路 y . 本节研究作为半径 r 的函数的积分广 


设 cp ( r )= /• 因为 y \ d ) = ireS 所以由定理 I 6 . 7 可得 



当 r 在一个区间 [ n , r 2 ] 上变 化的时候，其中 0< nO 2 , 点 y (0) 描绘 

出一个圆环，我们用 AU ; n , r 2 ) 表示这个圆环.（见图 16-3.) 于是 

A ( a ; r ,, r 2 ) = { zrr , <| z~a |< r 2 }. / 

如果 n = o , 则该圆环是一个半径为 r 2 的闭圆盘.如果/在这个圆环 

上是连续的，则 P 在区间 [ n , r 2 ] 上是连续的.如果/在这个圆环上 

是解析的，则史在区间 [ n ， r 2 ] 上是可微的.下面的定理表明，如果 

/在这个圆环上除了在一个有限子集上可能例外之外是处处解析的， ^ lco 

m 16-3 

并假定/在这个例外的子集上是连续的，则 P 在 [ n ， r 2 ] 上是常数. 

定理 16.8 假定/在圆环 A ( a ; n ， r 2 ) 上除了在有限个点上可能例外之外是解析的•在 
这些例外点上假定/是连续的，于是由 （3) 式定义的函数炉在区间 [ n ， r 2 ] 上是常数.此外， 
如果 ri = 0 ， 则该常数为 0. 

证明设^，…，表示使/不解析的那些例外的点.根据这些点到圆环中心的递增距 
离标记这些点，譬如说 


I z } — a |<| z 2 — a |<--<| z n —a | , 

T { .« h T. V \ 二 1、 ’ 丨 ' J U 、 

并设 I Q — a I 9 Ro = ^1 » = ^2 • 

区间[仏，見 +1 ]对于 6 = 0, 1，2，…， n 的并是区间 [ n , r * 2 ]. 我们将证明妒在每一个区 
间[忆，見上是常数.把 （3) 式写成下面的 形式： 

» ' vw \ JB. • i J ^ \ ’ • 1) . : 1 . ,T \ 1 

—2 穴 

cp ( r ) = g ( r ，0) d 0， 其中 g ( r , d ) = /(a + re ^) ire ^. 

Jo 


应用链式法则容易证明 


*. 二 • 

dfr . dg 

dd dr 


(4) 
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(读者应当验证一下这个公式 •）/ 的连续性蕴涵偏导数和 ag / 即的连 续性. 因而，可以在 
每一个开区间（見，尺*+1)上用积分号下的微分法（定理 7. 40) 计算 〆 （”），然后运用 （4) 式和微 
积分第二基本定理（定理 7. 34) 得到 r V . U 

cp \ r ) = \ ^dd = i 每 dd = ^{g(r,2 tz) — g(r y 0) } — 0. 

Jo dr irj o 3 d ir 

应用定理 12. 10，我们看到 p 在每个开子区间（見，私 + 1 )上是常数.按照连续性， p 在每个闭 
子区间[見，見 + 1 ]上是常数，从而在它们的并集 [ n ， r 2 ] 上是常数.从 （3) 式可知当 r —0 时 
( p ^ r )-*-0 ,所以如果 r 】 =0则 p 的常数值是 0. ■ 

16.5 对于圆的柯西积分定理 

定理 16. 8的下述特殊情况是特别重要的. 

定理 16.9( 对于 圆的柯西积分定理）如果 /在圆盘 BU ; 尺） 上除了在有限个点可能例外 
之外是解析的，/在这些例外的点上是连续的，则对于每一条以 a 为中心、半径为 r < CR 的圆 
形的路 y 都有 

/ = 0 . 

J y 

证明选取 r 2 使得/*0 2 <尺并应用 ri =0 时的定理 16. 8. _ 

注 有一个更一般形式的柯西积分定理，在该定理中圆形的路 y 被一条更一般的闭路 

所代替，这些更一般的路将通过同伦的概念来引入. 

‘阅 4 m 、. 4*听脚 ft 的 、戍 铋斤:^ % 

16.6 同伦曲线 



图 16-4 显示了位于一个开区域 D 内有同样端点 A 和 B 的三条 
弧.弧1可以通过一族中间弧连续地变形成为弧2,这族中间弧中的 
每一条都位于 D 内.具有这一性质的两条弧称为在 D 内是同伦的 . h ( vDjjf / 

弧1不能被如此变形成为弧 3( 因为图中的洞分开了它们），所以它们 

在 D 内不是同 伦的. 「……， w , 少 ‘伊^ 

本节我们给出同伦的一个正式的定义，然后证明如果/在 D 内解 ® 16-4 

析，则/的沿着 D 内任何两条同伦的路从 A 到 B 的围道积分有同样的值.换句话说，围道积分 fV 

J A 

的值在路的连续变形下不变，只要中间的围道保持在/的解析区域之内.围道积分的这个性质在 
复积分的应用中是极为重要的. 、 

定义 16.10 设 y 。 和乃是有共同定义域 [ a , 6] 的两条路.假定要么 
a ) y 。 与 y ! 有同样的 端点： y 0 ( a ) = y 1 ( a ) 且 y 0 ( b ) = y } (6) , 

要么 • i 」•' .A ^ • /.、:，， 


b ) y 。 与 y 〗 二者都是 闭路： Yo ( a ) = y 0 ( b ) JSLy ' ( a ) = y } ( b ). 

设 D 是 C 的一个包含 y 。 和乃的图形的 子集. 则 y 。 与 A 说成在 D 内是同伦的，如果存在 
一个在矩形 [0, l]X[a, 6] 上连续、在 D 内取值的函数 A 使得 
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1M(0, 当 tela , b ], 

2)/i(l， = 当 t ^ \_a ? b^\ . 

此外要求对于 [0, 1] 内的每个 s 都有 

3a) 在 （ a) 的情况下有 AG，a) = yo(a) 且 b )^ r 0 ( b) f 

或者 * 

3b) 在 （ b) 的情况下有 AG, a)=h(s ， 

； V r / . ' ' … 

函数 A 称为一个同伦. 

同伦的概念有一个简单的几何 解释. 对于[0， 1] 内的每一个固定的5，设0, 
则可以把 y , 看作一条从时的 y。 开始到5=1时的 h 为止的中间的移动的路. 

例1同伦于一个点 • 如果 yi 是一个常值函数，从而它的图形是一个点，如果 y。 在 D 内 
同伦于 yi， 我们就说 y。 在 D 内同伦于一个点. 

例 2( 线性同伦）如果对于 [a，6] 内的每个 t ， 连接和 h G) 的线段都位于 D b ，则 

y。 与/，在！)内是同伦的，因为函数 

h(s ， t) = ⑴ + (1 — s)y。（0 

起同伦的作用 • 在这种情况下我们说 y Q 与％在0内是线性同伦的.特别地，以1>， 6] 为定义域的 
任何两条路在 C (复平面)内，或者更一般地，在任何一个包含它们的图形的凸集内是线性同 伦的. 


注 同伦是一种等价关系. 


下面这个定理表明，在两条同伦的路之间可以插入有限条中间折线路，其中每一条与它相 
邻的路都是线性同伦的. 

定理 16.11( 折线插值定理）设7。与 h 是一个开集 D 内的同伦的路，则存在有限条路 


a。 ？ a” …， ar„ 使得： 

a) ao = 7o 且 cr„ = 7】 . 

b) 〜是一条折线路， 1. 

c) a > 在 D 内线性同伦于 a)+i， o ^ j ^ n — l . 

证明因为 y。 与在 D 内是同伦的，所以有一个同伦 /i 满足定义 16. 10的条件.考虑把 
[0， 1] 分成《等份的划分 U， …, U 和把1>， 6] 分成 w 等份的划分 U， 6， …， U， 选 
取 n 使得每个矩形[\， ~ +1 ]X[>" 0 + 1 ] 在&下 的象都包含于 D 内的一个开圆盘(读者可 
以验证这是可能的，因为 A 有一致连续性 .） 


在由 

y % . ( t ) = h ( sj , O , 对于 0 < j < w 
给出的中间/的路 y S/ 上作一条顶点在 A (\ ， G ) 的内接折线 
路《”即 ； 

ajU k ) = h ( Sj ， t k ) ，对于 k = 0,1,…， w， 

而且〜 对于 1 在每个子区向[^， G+i] 上是线: 
性的. 再定义％ 二 7 。 和 〜 = (一个例子如图 16-5 
所示 .） 
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aMw )、 a +1 ( U 和~ + 1 (匕 +1 )这四个顶点都位于圆盘内.因为是凸的， 
所以连接它们的线段也位于内，从而对于[0, 1] X [“，^ + 1 ]内的每个 ( s ， 〖），点 
|441| it ) + ( 1 — s)aj ( f ) C 5) 

都在内.因而对于 [0， l ] X [ a ，6] 内 的二切 （ 5 , £), (5) 中的点都位于 D 内，所以〜 +1 在0 
内线性同伦于 ■ 

16.7 围道积分在同伦下的不变性 


定理 16.12 假定/在一个开集 D 内除了可能有有限个点例外之外是解析的，在这些例外 
的点上/是连 续的. 如果 y 。 与 > V 是在 D 内同伦的分段光滑的路，则有 


/ 


^0 




证明首先考虑 n 与 I 线性同伦的情况.对于[0, 1] 内的每个 5 ，设 

y s ( t ) = sy } ( t ) + (1 — s ) y 0 ( t ) 当 t 6 [ a ,6]. 


则 A 分段光滑且其图形位于 D 内•记 

y s ( t ) YqU ) + sa ( t ) ,其中 a ( t ) = yi U ) — 7 o it ) , 

并对于 0< i < l 定义 

( pis ) = / = / [ ys ( O ] dy 0 ( i ) + 5 flyAO ^ da ( t ). 

J J ti J a 

我们希望证明 #0) = p ( l )， 事实上将证明9在[0， 1] 上是常数 • 

使用定理 7. 40用积分号下的微分法计算 〆 因为 


國 


3_ 

Ts 


y s (0 


⑴， 


由此式按分部积分公式(定理 7. 6) 可得 


? 


’ （ 5)= [ fXy s {t)^a{0&Yoit) +s /'[A ⑴ ] cr ⑴ d a ⑴ + /[y s (0]da(0 


b ait 、 / [7s(i)]d7s(0 + / [/, (0]da(0 

Q J H 

⑴] yV ⑴士 + /[y, ⑴] da ⑴ 

1 a J a 

a (/) d {/ [/ s (^)]} + flrAt)lda(t) 

a v a 


=a(6) / [y,(6)]-a(a)/[7 s (a)]. 

但是读者很容易验证，因为 n 与 y ! 是同伦的，所以最后一个表达式为零，所以对于 [o’ 1] 内 
的一切 s 都有 〆 ⑴ =0. 因 而沪在 [0，1]上是常数，这就在 y 。 与 y , 在1>内是线性同伦的情况 
下证明了本定理 .' 

如果在 D 内它们在一个一般的同伦 A 之下是同论的，则我们像定理 16. 11所述那样插入 
折线路〜.因为每一条折线路都是分段光滑的，所以可以重复地应用刚证明了的结果得到 
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16.8 柯西积分定理的一般形式 


现在可以很容易地从定理 16. 9和 16. 12推导出较之以前所述更一般形式的柯西定理.我 
们提醒读者，一条回路是一条分段光滑的闭路. 

定理 16. 13( 对于同伦于一点的回路的柯西积分定理）假定/在一个开集 D 上除了可能有 
有限个点例外之外是解析的，假定/在这些例外的点上是连续的，则对于同伦于 D 内一个点 
的每一条回路 y 有 


j / 二 0 _ 

证明因为 y 是同伦于 D 内一点的，所以 y 也是同伦于 D 内的一条带有任意小半径的圆 


形的路5 的. 因此 j / = 



，并且按照定理16_9有 f / 

J a 




定义 16. 14 — 个开的连通集 D 称为单连通，如果 D 内的每一条闭路都同伦于 D 内一点, 
一般地，单连通区域是没有 洞的. 柯西定理表明，在单连通区域 D 内，解析函数沿 D 内 
任何回路的积分为零. 


16.9 柯西积分公式 


下面这个定理揭示了解析函数的一个显著的性质，它把解析函数在一点上的值与在一条不 
包含该点的闭曲线上的值联系起来. 

定理 16.15( 柯西积分公式）假定/在一个开集 D 上解析，并设 y 是任意一条同伦于 D 
内一点的回路，则对于 D 内不在 y 的图形上的任何一点之有 


fiw) 


dw = f(z) 


dxv. 


( 6 ) 


y U) — 2 ： 


y U) 一 Z 

证明在 D 上定义一个新的函数 g 如下： 

r/( w )-/( 2 ) 当 # z 

g{uu) = < W — Z 

当 u ; = z . 

则发在 D 内每个点 w 关 z 处解析，并且 g 在点 Z 本身 连续. 对于 g 应用柯西积分定理，则对于每 


一条同伦于 D 内一点的回路 y 有 g = 0.但是如果 z 不在 y 的图形上，则可以写 


g 




dw 


U) — z 


y ZV — Z 


dw — fiz) 


y ZV — Z 




■ 


这就证明了 （6) 式. 

注同样的证明表明，如果有 D 的一个有限子 集了， /在 T 上不解析，但是/在 : T 
上连续而 z 不在丁内，则 （6) 式也成立. 

在 （6) 式中出现的积分 f (w — zrMw 在复积分理论中起重要的作用，下一节将对它进行进 

J Y 

一步的讨论.对于一条圆形的路很容易计算它的值. 
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例如果7是中心在^点、半径为 r 的一条正定向的圆形的路，可以写 y (们 
0<^<2tc. 于是 /09)_7^ =丨{7(们一 z }， 我们可以得到 

f du ； _ r 2ir yid ) 


+ re $, 


y ZV — Z 


y ( d ) — Z 


id 0 = 2 ki 


注 在这种情况下，柯西积分公式 （6) 取这样的 形式： 

2 xri /( z ) = /( 加) 

J y IV — Z 

仍写7(0) = ^+代0，则可以把此式写成下面的 形式： 

f ( z ) = f ( z - {- re ld ) dO ^ (7) 

^ tcJ 0 

此式可以解释为把 / 在一个圆盘中心的值表示为它在该圆盘边界上的值的平均值的中 
值定理.假定函数/在这个圆盘的闭包上解析，可能有一个有限子集例外，而它在这 
个有限子集上连续. 

16. 10回路关于一点的卷绕数 

定理 16.16 设 y 是一条回路，并设2是不在7的图形上的一点.于是有一个 整数” （依赖 
于 y 和 z ) 使得 


2 nin . 


vu — z 


证明假定 y 的定义域是[〜 6]. 按照定理16.7，可以把 （8) 式中的积分表示为一个黎曼 


积分 


dxv = ' b y (Odt 

y XV — Z J a y(t) — Z 


在区间 [ a ，6] 上用方程 


F(x) 


y f ( t)dt 


当 a ^ x 


F \ x ) 


、一 J . y ( t)-z — ^ ^ 

定义一个复值 函数. 为了证明本定理，我们必须对于某个整数《证明 F (6) = 2 TC in . 现在 F 在 
[ a , 6] 上连续并且在 〆 的每个连续点有导数 

F f ( x ) = J \ x) -. 

yix ) — z 

于是由下式定义的函数 G 也在 [ a ，6] 上 连续： 

Git ) = e ~ F(t) iyCt ) - z ) 当 te [ a ，6]. 

此外，在 / 的每个连续点有 

G \ t ) = e - FO )/ ⑴ 一 F ' ⑴ e _ ⑽ { y ⑴一幻= 0. 

从而对于 [ a ，6] 内的每个 i 除了（可能)有有限个点例外之外 都有以 “）=0. 按照连续性， G 在 

[ a , 6] 上始终是常数.因此， G ( b )= G ( a ). 换句话说，我们有 


因为 y (6) = y ( a ) 尹 z ， 所以有 


e — ⑽ { y { b ) — z ) = y ( a ) — z . 
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这蕴涵 F (6)=2； dn ， 其中 n 是一个 整数. 这就完成了本定理的证明. ■ 

定义 16.17 如果 y 是一条 回路， 其图形不包含 z 点，则由 （8) 式定义的整数 n 称为 y 关于 
z 的卷绕数（或卷绕指 标）， 用 n ( y ， z ) 来表示.这样就有 


n ( y , z ) = 



2mJ y 


dw 



注 


现在可以把柯西积分公式 （6) 重新表述成下面的形式: 

j 


n ( y , z ) f { z ) = 



27tiJ 


f ( xv ) 


dzv. 


使用术语“卷绕数 ，，是 因为 n ( y ， 幻给出了当 （在 区间[>， 6] 上变化时计算点 yu ) “卷绕”点2： 

的圈数的一个精确的数学方法.例如，如果 y 是由 y (0) = z + re ie 给出的一个正定向的圆，其中|445] 
0<(9<2 tc , 我们已经看到卷绕数是1，这与当0从0变化到 2 tt 时点 7((9) 沿着正方向绕一个圆周 
运动一次的物理解释是一致的.如果 <9在区间[0， 2 im ] 上变化，则点 y (0) 沿着正方向绕这个圆 
周运动 ”次， 容易算出卷绕数是另一方面，如果对于 O <0<27 m 有 = 则汉们 

沿着反方向绕这个圆周运动”次，而且卷绕数是 一”. 这样的路3称为 是负定 向的. 


16. 11卷绕数为零的点集的无界性 


设 r 表示回路 y 的图形.因为 r 是一个紧集，所以它的余集 c 一 r 是一个开集，按照 
定理 4 . 44 ,这个开集是不相交的开区域 ( c — r 的分支）的可数并.如果把这些分支看作扩充平 
面 c * 的一些子集，则这些子集中恰有一个包含理想点换句话说， c — r 有且只有一个分支 
是无界的.下面这个定理表明，对于无界分支内的每个 z 的卷绕数《(7, 都是 0 • 

定理 16. 18设 y 是一条 回路，其 图形为 r . 把集合 c—r 分成两个子集： 

K ^ {z ：nCy 9 = 0} 和 I = {z ： nCy y z ') ^ 0}. 

于是 E 与 J 二者都是开的.此外，£是无界的， J 是有界的. 


证明 在 c — r 上用公式 


g ( z ) = n ( y ， z ) = 



定义一个函数按照定理 7* 38， g ■在 c 一 r 上连续，而且 g ( z ) 总是一个整数，由此可知尽在 
c — r 的每个分支上是常数.因而£:与 J 二者都是开集，因为它们每一个都是 c 一 r 的一些分 


支的并. 

设 U 表示 C 一 r 的无界分支.如果能够证明£：包含 L /， 这就将表明 E 是无界的而 J 是有界 

的.设 k 是一个常数使得对于 y 的定义域中的一切£都有丨 yO ) 丨 < k ， 并设 c 是 u 内一点使 

得丨 c|>K+a(7 )， 其中 iUy ) 是 7 的长度.于是有 

1 < 1 _< — 1 — . 

y(t) — c | ^ | c | — | /(t) I I c | — K 


用定理 16. 6估计关于 n ( y ， c ) 的积分可得 




0 gCc) i< I < 1 - 

因为 〆 C ) 是一个整数，因而必有 g ( c ) = 0, 所以^■在 [/ 上有常数值 0. 从而£：包含点 C ， 所以 
£:包含[/的全部. _ 

有一个一般性的定理，称 为若尔当曲线定理， 该定理说，如果由 y 描绘出来的 r 是一条若 
尔当曲线（简单闭曲线），则定理 16. 18中的每一个集合£：与/都是连通的.换句话说，一条若 
尔当曲线 r 恰好把 c — r 分成两个分支£:和/，它们以 r 作为共同的边界.集合 J 称为 r 的内 
区域 （或 内部区域）， 它的点说成在 r 内部. 集合£:称为 r 的外区域 （或 外部区域）， 它的点说 
成在 r 外部. 

虽然若尔当曲线定理直观上是明显的，而且对于一些像圆、三角形和矩形这样的熟悉的若 
尔当曲线容易证明，但是对于任意的若尔当曲线的证明并不简单.（有关的证明可以在参考文 
献 16. 3和 16. 5中找到 .） 

本节并不需要使用若尔当曲线定理证明任何定理.然而，读者应当意识到，在复积分理论 
的一般应用中出现的若尔当曲线通常由有限条线段和圆弧组成，而对于这样的例子，很明显 
C - r 恰好由两个分支组成.对于在这样的曲线内部的点 2 ，卷绕数 n ( y ， Z ) 是+ 1或 一 1，因为 
y 在 jT 内同伦于某条以2：为中心的圆形的路3，所以 = z ), 而 z ) 是+ 1还是 

—1 依赖于这条圆形的路 S 是正定向的还是负定向的.由于这个缘故，如果对于 r 内部的某个 
2有我们就说若尔当回路 y 是正定 向的； 如果对于 r 内部的某个 z 有之） 
1,我们就说若尔当回路 y 是负定向的. 

16.12 用围道积分定义的解析函数 

柯西积分公式 

n(y,z)f(z) = [ ，(㈣ dw 

Z7tlJ y IV — Z 

有许多重要的 推论. 某些推论可以从下面这个定理推出.该定理处理的是稍微一般类型的积 
分，这类积分中的被积函数 /( w)/(w — 幻 被 〆 w )/( w — 幻所 取代，其中 p 仅仅是连续的而未 
必是解析的，而且 y 是任何可求长的路但不必是回路 • 

定理 16.19 设 y 是一条可求长的路，其图形为 r . 设$是一个在 r 上连续的复值函数， 

并设/在 c — r 上由下面的等式 定义： 

fiz) = y ( 当 z 乐 r. 

)y VU — Z 

则 / 有下列 性质： 

a ) 对于在 C — r 内的每个点 fl ， /有幕级数表示式 

f ( z ) = 之一 a)n ， （9) 

n—O 

其.中 

= f ^ div , n = 0，1，2,… （10) 

Jy ( w - a )^ 1 
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b ) 在 （ a ) 中的级数有正的收敛半径>尺，其中 


c ) 函数/在 c — r 上有由 


inf { | xv 一 a 丨 ： w 6 F } • 


w! L 当 


( 11 ) 


( 12 ) 


给出的每一个72阶导数. 

证明首先我们注意到由 （11) 式定义的数 i ? 是 正的， 
因为函数 g ( w ) = | -w—a I 在紧集 r 上有最小值，因为 
a ^ r , 所以这个最小值不为零.因此， K 是从 a 到 r 的最 
近一点的距离.（见图 16-6.) 

为了证明 （ a ) ，我们从对于一切成立的恒等式 



n k 


f + 


(13) 


图 16-6 


开始 • 取 £=(z — a)/(w— “），其中 I z — a I <R ， •则 1/(1 — i) = (w — a)/(w— 之） •把 
( l 3 ) 式乘以 — a ) 并沿 y 积分可得 


\ f^Z dzv = S (z — a) n 


w — z 


<p(w) 
r (zv — a ) 


die ; + 




z — a 


xv — z \w — a 


^ y^jCniz — aY + E k ’ 

n — 0 

其中 q 由 （10) 式给出，由下面的等式 给出： 

=「 沪（— 


z — a 


div. 


(14) 


w — z — a 


现在我们通过估计 （14) 式中的被积函数来证明当 A — oo 时我们有 


z — a ^ \ z — a 
vo — a 、 R 


xv — z 


— a + a — z I ^ R — j a — 


设 M = max { | <p(zv) \ : t 并设 A (>0 表 TTI y 的长度，则由 （14) 式可得 


因为丨 | < R , 所以当 A — oo 时这就证明了 （ a > 和 （ b ). 

对于 （9) 式应用定理 9.23 可知/在圆盘只）上有每一阶的导数，而且 / ( n > U ) 
n\ c„. 因为 a 是 C 一 _ T 的任意一点，这就证明了 （ c ). 

注 （9) 中的级数可能有大于 K 的收敛半径，在这种情况下，该级数在更大距离的点 
上可能表示/也可能不表示 /• 


16. 13解析函数的幂级数展开 

把柯西积分公式与定理 16. 19结合起来可以 给出： 

定理 16.20 假定/在 C 内的一个开集 S 上解析，并设 a 是 S 的任意一点，则各阶导数 




( 15 ) 


(16) 


注 （15) 式中的级数称为/在 a 点附近的泰勒展开式 • 等式 (16) 称为对于 / ( n ) U ) 的柯西 
积分公式. 

证明 设7是同伦于 s 内一点的一条回路，并设 r 是 y 的 图形. 在 c — r 上用下面的等式 
定义尽： 

giz ) = 当 2：孕 r *. 

J y W — Z 

如果 zGBU ; R )， 则由柯西积分公式可知 gO ) = 27^(7, z ) f ( z ). 因此 

n (/» z ) f ( z ) — ’(加) 当 | z — a \ < R. 

6KU r — Z 

现在设 7 ( 0 ) = a+reW ，其中 | z—a \ 〈 r 〈 R ， 0^^^2 tc . 于是 ”（>S z ) = 1, 所以，对于 < p ( zv ) = 
/( u ；)/(27 ci ) 应用定理 16. 19可得级数表示式 


f(z) = y^jC n (z — a) n ， 

« = 0 

它对于丨 z—a I <_ R 收敛，其中 = 定理 16. 19 的 （ c ) 还给出 （16) 式. ■ 

定理 16. 20 和定理 9. 23 告诉我们，复值函数/在一点 a 处解析的一个必要且充分的条件 
是/在 a 点的某个邻域内可以表示为一不幂 级数. 当这样的幂级数存在时，它的收敛半径至少 
像位于/的解析区域内的任何圆盘 BU ) 的半径那 样大. 因为在收敛圆的内部不能包含任何使 
/不解析的点，由此可知此收敛半径恰好等于从 a 到使/不解析的最近点的距离. 

这一点使我们对于含一个实变量的实值函舉的幂级数展开式有了一个更深刻的领悟•例 
如，当 x 是实数时设 / U ) = l/(l + : r 2 ). 这个函数在 R 1 内处处有定义，并且在 R 1 内的每一个 
点上有每一阶导数，它还有一个关于原点的幂级数展开式，即 


—— - ~~ T=1 — X 2 + X A — 工 6 + … 

1 + 工 2 

七而， 这个表达式仅在开区间（一1， 1) 内 成立. 从实变量函数理论的角度无法用/的性质解释 
这种情况.但是当在复平面内审视这种情况时，可以立刻看到函数/(幻 = 1/( 1 + ^)在 C 内除 
了在点 ± i 之外是处处解析的.因而它关于零点的幂级数展开式的收敛半径必定等于 I 这 

是从0到 i 和一 i 的距离. 

例下列幂级数展开式对于 C 内的一切 z 都 成立： 


a)e z = 




(- i) V 卄 1 

C2n + 1)! 


C>C0S2： = 


oo 

s 

n —0 


(-l) n z 2n 

(2n)\ 
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16. 14柯西不等式与刘维尔定理 


如果/在一个闭圆盘 BU ; 1?) 上解析，则柯西积分公式 （16) 表明 


广) U ) 


2kL 


/(xtO 


ivu — a) 


r+i 




其中 y 是任意一条以 a 为中心、半径为 r < CR 的正定向的圆形的路 • 可以写 y (0 )=a + re ' 
0<2穴 ，把它代入上式可得 

. n \ 




2itr n J 


2k 


f(a 4 - re^) 


ind 


dd. 


(17) 


这个公式把在 a 点的 n 阶导数表示成了 / 在一个以 a 为中心的圆上的值的加权平均. ” = 0时 
的特殊情况就是前面第 16. 9节得到过的结果. 

现在，设 Af ( r ) 表示丨/ | 在 y 的图形上的最大值.对于 （17) 式中的积分进行估计，立即可 

以得到柯西不 等式： 

| 广) U ) K M( ^ ! U = 0， l ，2, …）. （18) 

r 

下面这个定理是 n = l 情况的柯西不等式的一个容易的 推论. 

定理 16. 21( 刘维尔定理）如果/在 C 上处处解析且在 C 上有界，则/是 常数. - 
证明假定对于 C 内的一切 z 都有 I / U ) I < M , 则由时的柯西不等式可知对于每 
一个 r >0 都有 | /( a ) | < M / r . 令 r — +加，对于 C 内的每一个 fl 可得 /' U ) = 0，因此按照 
定理 5. 23, /是常数. ■ 


注在 C 上处处解析的函数称为整 函数. 多项式、正弦函数、余弦函数和指数函数都 
是整函数的例子，刘维尔定理指出，每一个有界的整函数都是 常数. 


由刘维尔定理可以对代数基本定理进行简单证明 • 

定理 16. 22( 代数基本定理）每一个次数的多项式都有零点. 

证明设 _ P ( z ) =<2。 + aiz + … + a rt z n ， 其中 a „7^0. ..假定 P 没有零点，我们将证明 
P 是 常数. 设 / U ) = l / P ( z ), 则/在 C 上处处解析，因为 P 没有 零点. 又因为 

F ( z ) = + -^ + a ") ? 

可以看出当1 Z 1 —+ oo 时 I P ( z ) I -^ + 00 ，所以当丨 Z 丨-^ + 00 时 /( z )-^ O . 因此/在 C 上 
有界，所以按照刘维尔定理，/是常数，从而 P 是 常数. ■ 


16. 15解析函数零点的孤立性 


如果/在 a 点解析而且 / u )=0, 则/关于 a 点的泰勒展开式的常数项为零，从而可以假 
定它有下面的形式： 

<X> 

f(z) = ^C n (z — aY. - 

n— \ * 

此式对于某个圆盘 BU ) 内的每个 z 都成立 • 如果/在这个圆盘上恒为零[即如果对于 BU ) 内 
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的每一点2：都有 / U )=0]， 则每个都等于零，因为如果/在这个邻域内 
不恒为零，则在这个展开式中将有一个排在第一位的非零系数 c *， 在这种情况下，点 a 称为是 
一个 々阶 零点.下面我们将证明，在这种情况下， a 点有一个邻域不包含/的其他 零点. 这个 
性质描述为解析函数的零点是孤立的. 

定理 16.23 假定/在 C 内的一个开集 S 上解析，假设对于 S 内的某个点 a 有 /( a )=0， 

而且假定/在 a 的任何邻域上不恒为零，则存在一个圆盘 BU )， 在这个圆盘里/没有其他 
零点. 

证明在所给的条件下，可以把关于 a 点的泰勒展开式改写为 / U ) = U _ a )* g ( z )， 其中 
以， 

giz) = Ct + c^t +1 (z — a ) + …， 且 = c k 0, 

因为 g 在 a 点连续，所以有一个圆盘 B ( a ) GS ， g 在此圆盘上不 为零. 从而对于 BU ) 内的一 
切之都有 / U ) 參0_ _ 

这个定理有几个重要的推论 • 例如，可以用它证明在一个开区域 S 上解析的函数不可能在 
S 的任何一个非空开子集上为零而不在整个 s 上恒等 于零. 我们记得开区域是开的连通集_ 
(见定义 4. 34和定义 4. 4 5.) 

定理 16.24 假定/在 C 内的一个开区域 S 上 解析. 设 A 表示由 S 内的具有下述性质的点 
z 组成的集合，对于这些 z 点存在一个圆盘 B ( z ), /在 BU ) 上恒 为零. 设 B = S — A _ 于是 A 
和5中有一个是空集，另一个是 S 本身. 

证明我们有 S = AUB , 其中 A 与 B 是不相交的集合，集合 A 按其定义是开集.如果能 
证明 J 3 也是开的，则由 S 的连通性可推知集合 A 与 B 中至少有一个是空集. 

为了证明 B 是开的，设 a 是 B 中的一个点并考虑两种可能的情况： / U )#0 和 / U )==0. 
如果 /( a )^： 0 ， 则有一个圆盘 BU ) GS ， /在其上不为零.因而这个圆盘的每个点必定都属于 
B . 从而当 /( a ) 尹0时 a 是一个内点.如果 /( a )=0， 则由定理 16. 23可知有一个圆盘 B ( a ) 不 
包含/更多的零点.这表明从而，在每种情况下《都是 B 的内点.所以， B 是开 
的， A 与 JB 这两个集合中必定有一个是空集 • _ 

16. 16解析函数的恒等定理 

定理 16.25 假定/在 C 内的一个开区域 S 上 解析. 设 T 是 S 的一个子集，它有一个聚点 
a 在 S 内.如果对于丁内的每一个 z 都有/0)=0，则对于 S 内的每一个 z 都有/(2：)=0. 

证明存在一个无穷序列 U „}， 它的各项都是丁中的点，使得按照连续杜， 

f ( a ) = \ imf ( z n ) = 0. 下面我们将证明有一个 a 的邻域，/在这个邻域上恒为零.假定没有这 

样的邻域，则由定理 16. 23 可知必定有一个圆盘 BU )， 在这个圆盘上如果则 /(z) 关 0_ 
但这是不可能的，因为每一个圆盘 BU ) 都包含了的异于 a 的点. 因而必定有 a 的一个邻域，/ 
在这个邻域上恒为零_因此定理 16. 24的集合 A 不能是空集.从而 ， A = S ， 这就表明对于 S 

内的每一个 2 T 都有 / O )=0. ■ 

作为推论我们有下述重要结果，有时称之为解 析函数的恒等定理： 
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定理 16.26 设/与 g 在 C 内的一个开区域 S 上解析_如果了是 S 的一个子集，它有一 
个聚点 a 在 S 内，而且对于 T 内的每一个 z 都有 /( z )= gU )， 则对于 S 内的每一个 z 都有 
f(z)=g(z). 

证明 对 /_ g 应 用定理 16. 25. ■ 

16.17 解析函数的最大模和最小模 


解析函数/的绝对值或模 I / I 是实值非负函数，本节的定理涉及 I /丨的极大值与极 
小值. 

定理 16. 27( 局部最大模原理）假定/在一个开区域 S 上解析且不为常数，则 | / | 在 *S 
内没有局部极大值，即 S 内的每一个圓盘 BU ; R ) 都包含点^使得 | / U ) 丨 > 丨 / U ) 1 • 

证明假定在 S 内有一个圆盘 B ( a ; 1?)，在该圆盘内对于每一点 Z 都有 | / ( 幻| < 
l / U )| ，我们将证明/在 S 上是常数.考虑 BU ; i ?) 的同心圆盘 BU ; r )， 00<兄从 
表示成 (7) 式形式的柯西积分公式可得 

| /( a ) I /(a + re ^) | dd . (19) 

CTZJ 0 

现在对于一切 0 都有 I /(a + re'O | < j / ( a ) | . 下面将证明对于任何 (9 都不可能有严格不等 
式丨 /(a + re w ) | < t / ( a ) | . 否则，按照连续性，对于某个 e 〉0 和[0， 2 tc ] 的某个有正长度 
(譬如说是/0的子区间了内的一切0将有 | /(a + re itf ) | < | / U ) 丨 一 e . 设 J = [0, 

则 J 有测度由 （19) 式可得 

m /■ 

2 ；r I /( a ) |< I /(a + re ^) 丨 d (9 十 丨 /(a + re iff ) | dd 

J T J J 

^ h { I /( a ) | — e } + (2 k — h ) \ /( a ) |= 2 丌丨 /( a ) | — < 2 丌 | /( a ) | • 

这样就得到了矛盾的式子 I /( a ) I < I /( a ) I . 这表明，如果 r </?， 对于任何 0 都不能有严 
格不等式 I /(a + re 勺 | < | / U ) I . 因此对于 B ( a ； JR ) 内的每一个 2 都有| /( z ) | = 

I / U ) I .从而 I /丨在这个圆盘上是常数，按照定理 5. 23, /本身在这个圆盘上是常数•按 
照恒等定理，/在 S 上是常数. ■ 

定理 16. 28( 绝对最大模原理）设 T 是复平面 C 的一个紧子集.假定/在了上连续且在 : T 
的内部解析，则丨/ I 在丁上的绝对最大值在: T 的边界3了上达到 • 

证明因为 T 是紧的，所以丨/ I 在 T 上某处(譬如说在 a 点)达到它的绝对最大值 • 如果 
则没有什么可证的了.如果 a 6 intT , 设 S 是 imT 的包含^的 分支. 因为|/|在 a 点有局 
部极大值，所以由定理 16. 27可知/在 S 上是 常数. 按照连续性，/在 aSGT 上是常数，所以 
| / | 的最大值丨 /( a ) 1 在 as 上达到 • 但是 asea 丁(为什么？），所以最大值在 aT 上达到 • ■ 

定理 16. 29( 最小模原理）假定/在一个开区域 S 上解析且不为 常数. 如果丨/|在 a 点 
有 S 内的局部极小值，则 /( a )=0. 

证明如果 /( a ) 关0,对于 g = l // 应用定理 16. 27,则 g 在某个开圆盘 i ?) 内解析， 
而且 I g 丨在 a 点有局部极大值.从而 g 在这个圆盘上是常数，因而/在这个圆盘上是常数， 
因此/在 S 上是常数，这与假设矛盾. _ 
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16.18 开映射定理 

非常数解析函数是开 映射； 就是说，它们把开集映为开集.作为最小模原理的一个应用我 
们来证明这一点. 

定理 16. 30( 开映射定理） 如果/在一个开区域 S 上解析且不为常数， 则/ 是开的. 

证明设 A 是 S 的任意一个开子集，我们要证明 /( A ) 是开集.在 /( A ) 内任取一点6,记 
6=/ U )， 其中首先注意到 a 是逆象 / m ({6}) 的一个孤立点 .（ 否则，按照恒等定理，/ 
在 S 上将是常数 •） 于是有 某个圆 = r )， 它的闭包 B 位于 A 内并且除了 a 点以外不包 

含 /— 的点.因为 /( B ) G /( A )， 所以，如果能证明 /( B ) 包含一个中心在6点的圆盘， 
则将完成本定理的证明. 

设表示 B 的边界， dB={z : U—a | = r }, 则/(祁)是一个不包含6的紧集.于是由 

m = inf { I f(z) — b \ ：z 3B) 

定义的数 m 是正数.我们将证明 /( B ) 包含圆盘 B (6; m /2). 为此，取 m /2) 内任意一点 
W 来证明对于 B 内的某个2；。有 1V=f(z 0 ). 

对于 ZeB ， 设 g (2 T ) = / U )— 我们将证明对于 B 内的某个 々有 发(^。）=0.现在 I g I 
在 B 上连续，而且因为 B 是紧的，所以在 B 内有一点 Z 。， ！ g | 在该点达到它的极小值.因为 
aeB , 所以这蕴涵 


I g(z 0 ) |<| g(a) I = I /(a) —■w\ = \b~uu\<i—. 

但是如果则有 

I g(z) | = | fiz) —6 + 6 — w I ^ I fiz) — b I 一 I u) — b I > m — ^ 

因而 A 芒 3B， 所以 z Q 是 B 的一个 内点. 换句话说， 丨 g 1 在 A 有一个局部极小值.因为 g 在 

B 上解析且不为 常数， 所以最小模原理表明〆&) = 0,本定理的证明完成. ■ 

* 

16.19 圆环内解析函数的洛朗展开 

考虑两个函数，和它们都在 a 点解析，幻 u) = o. 于是有幂级数展开式 

OC 

g\ (z) = ^jb n {z — aY , 对于丨 z — a | 〈 n ， 

n=l 

和 ^ 

oo 

/i iz) = ^^c n (z — aY i 对于 I z — a | <1 r 2 , (20) 

n = 0 

设 / 2 表示由下式给出的复合 函数： 

/〆幻 H (土 + «). 

则/ 2 在区域丨 z—a | >n 内定义且解析，而且它在该区域内可以由下面的收敛级数来表示： 

OO 

/ 2 (z) = ^]b n (z — a)~ n 9 对于 I z — a |>厂卜 （ 21) 
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现在如果 n < r 2 ， 则 （20) 和 （21) 中的级数将有一个共同的收敛区域，即由满足条件 

n <1 z — a I < r 2 . 

的 z 组成的 集合. 在这个区域里，即圆环 AU ; n , r 2 ) 的内部，，与/ 2 二者都解析，而它们 
的和由下式 给出： 

oo oo 

/\(幻十 / 2 u ) = XI { z-aY + 办/之一 a) —' 

n=0 n= 1 

该式等号右边的和式可以更简洁地写为 

OO 

2 (2： — a ) n ， 

fl— — oo 

其中对于《 = 1，2，…有 C -„=6„. 既包含; 2 T — <1的正数次幂又包含 z — <2的负数次幂的这种类型 
的级数称为洛朗级数.当两部分分别收敛时，就说这个洛朗级数收敛. 

每个收敛的洛朗级数在圆环 n ， r 2 ) 内部表示一个解析函数.现在反过来我们将证 
明，每一个在一个圆环上解析的函数/在这个圆环的内部都可以表示为一个收敛的洛朗级数_ 
定理 16.31 假定/在一个圆环 A ( a ; n , r 2 ) 上解析，则对于该圆环的每一个内点 z 有 

f ( z ) = /] ( z ) + /2 («) » (22) 

其中 

OO OO 

fi ( z ) = y ^ d c n (z — a) n J fziz ) = y ^] c- n (z — a ) i , 

«= 0 1 

上面二式中的各个系数由下面的公式 给出： 

c n = /( w ) ^ (n = 0, 土 1，土 2，“.）， （23) 

2 ttiJ / (w — a )# 1 

其中7是任意一条中心在 a 、半径为 r 满足 r T < Cr < Cr 2 的正定向的圆形的路.函数 / i ( 称为/在 
a 点的正则部分）在圆盘 B ( a ; r 2 ) 上解析 • 函数/ 2 (称为/在 a 点的主要部分）在圆盘 B ( a ; n ) 
的闭包的外部解析. 

证明选取该圆环的一个内点2，保持 z 不动，在 AU ; n ， / *2) 上定义一个函数 g 如下： 

g(vu) = < ZV — z 

[/ ( z ) 当 w = t 

则当时 g 在点 w 处是解析的，而且 g 在 z 点连续.设 

cpM = g(w)dzvj 

其中是一条以 a 为中心、半径为 r 满足的正定向的圆形的路 • 按照定理16.8, 
沪 (n ) = 妒 (7*2 ) ，所以 

/* r 

= gCzv ) dw ^ (24) 

其中 h = > S ，7 2 = a . 因为 z 不在 h 或 y 2 的图形上，所以在每一个积分中都可以写 

XV 一 Z ZV — Z 
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把此式代入到 （24) 式中并移项可得 


f ( z ) 


dw 


y 2 XV 一 Z 


dw 




xv — z 


「 /( 加） 






XV — z 


fivu ) 


dvu 9 


(25) 


但是 


(iv — z)" l dw = 0,因为被积函数在圆盘 B ( air { ) 上解析; 


n 


7] zv — z 

(zv — z)~ l du } — 2 jci ， 因为 




n ( Y2 ， z ) = 1; 所以由式 (25) 可得等式 

/( z ) = /i ( z ) + fz ( z ) 

其中 

f ( uu ) 


f \ ( z ) 




2 nl 


^2 


dw ， f 2 iz )—— — 

VU 一 Z CKl 


f ( w ) 


dzv . 




xv — z 


按照定理16_19， /! 在圆盘 B ( a ; r 2 ) 上解析，因而有泰勒展开式 


fx ( z ) = ^ C n iz — aY 对于丨 z — a |< 


r 2 


n~ 0 


其中 




27:1 


f ( zv ) 


丫 2 




dw * 


(26) 


此外，按照定理 16. 8,路 y 2 对于区间 n < r < r 2 内的任何 r 都可以被/.所代替. 

为了得到关于 / 2 ( z ) 的级数展开式，我们运用恒等式 （13) 以及 a )/ U — a ) 进行像在 
定理 16. 19的证明中那样的讨论，可得 


1 


(w — a )/(z — a ) 


sr 


z — a 


I) 


zv 


z 


f 广 ㈢ . 


(27) 


如果 w 在 h 的图形上，则有丨 x^-a t = n < I z —a I ， 所以 I f 丨 <1. 现在把 （27) 式乘以 
— f ( w )/( z — a ) 9 沿积分，并令 A — 00 可得 


f 2 ( z ) = ^] b n (z — a)^ n 对于 I z — a |〉 n ， 


其中 


b' 


2nl 


f ( w ) 


\—n 


dw . 


(28) 


r , ( tt ; — a ) 

按照定理 16. 8,路力对于!：〜， r 2 ] 内的任何 r 可以被 y r 来 代替. 如果在式 （28) 和式 （26) 中取 
同一条路 > V ， 并且用 c -„ 代替6„，则像在式 (23) 中所指出的那样，两个式子可以结合到一个式 
子当中 • 因为; e 是圆环的一个任意的内点，所以这就完成了定理的证明 . ■ 

注式 （23) 表明一个函数在一个给定的圆环内最多能有一个洛朗展 开式. 


16. 20 孤立奇点 

一个圆盘 B ( a ; r ) 去掉它的中心，即集合 JBU ; r )-{ a }, 称为“的一个去心邻域，用 
B r ( a ; r ) 或 B '( a ) 来表示. 

定义 16. 32 —个点 a 称为/的一个孤立奇点，如果 
a )/" 在 a 的一个去心邻域上解析， 
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而且 

b)/ 在 a 点不解析 • 

注/ 未必在 a 点有定义. 

如果 a 是/的一个孤立奇点，则有一个圆环 AU ; n ， r 2 )， /在该圆环上解析.于是/有 
一个唯一确定的洛朗展开式，譬如说是 

oo oo 

fiz) = y^]c n {z — a) n + «( z — a) _ ' (29) 

n=0 n =l 

因为 内半径 n 可以任意小，所以 （29) 式在去心邻域 r 2 ) 内成立.奇点 、属 于下述三种类 
型之一（取决于它的主要部分的形 式）： 

如果在 （29) 式中没有负幂项出现，即如果对于每一个 n = l ， 2， …都有 c _„ = 0， 则点 a 称 
为可去 奇点.在这种情况下，当时 / U )— c 。， 并且通过定义/在 a 点的值为 / U)=c 。就 
可以将这个奇点去掉.（见下面例 1.) 

如果只有有限个负幂项出现，即如果对于某个《有但是对于每一个 m > n 都有 
c— m = 0, 点 a 就称为《 级极点 .在这种情况下，主要部分只不过是一个有限和，即 








一阶极点通常称为单 极点. 如果在 a 点有一个极点，则当 z — ^时 | f(z) | — oo _ 

最后，如果对于 n 的无穷多个值有关0,则点 a 称为 本性奇点. 在这种情况下，当 


时 /( d 没有极限. 

例 1( 可去 奇点） 设当2：#0时 /( a :) = ( sinzVz ， /(0) = 0. 这个函数除了在0点之外处处 
解析.（它在0点不连续，因为当 Z -0 时 （ sinz )/ z —1.) 该函数关于0点的洛朗展开式有下面的 


形式: 


sin2 ： 

z 



因为没有 z 的负幂项出现，所以点0是一个可去奇点.如果重新定义/在0点的值为1，则修 
改后的函数就变成在0点解析了. 

例 2( 极点）当 Z 关0时设 /( z ) = ( S inz ) A 5 . 该函数关于0点的洛朗展开式是 


sinz 


丄一2 | 丄 丄 2 1 

3 \ z 十訂― 7 T + 


• * * 


在这种情况下，点0是一个4阶极点 ♦ 注意关于/在0点的值我们什么也没说. 

例 3( 本性 奇点） 当 z 关 0时设 /( z )= e 1/ z . 点0是该函数的一个本性奇点，因为 


e 1/z = 1 + 之 一 1 + + ••* + + *•* 

2! n\ 

定理 16.33 假定/在 C 内的 一个开区域 S 上解 析，当 / U ) 乒0时用等式 g (2：) = l // U ) 
定义 g ， 则/在 S 内的一点 a 有 々阶零 点，当且仅当 g 在 a 有 A 阶极点 ■ 

证明如果/在 a 有一个々阶零点，则有一个去心邻域 B ' U )， /在这个去心邻域内不为 
零.在邻域 B ( a ) 内有 /( z ) = ( z — a )* Mz )， 其中当 z 6 B ( a ) 时 / i ( z ) 关 0. 于是， 1/ A 在 BU ) 内 
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解析且有展开式 


h(z) 


b 0 + (z —— a) 一一 


其中6。 




h(a) 


^ 0. 


从而，如果 zGWU )， 则有 

g (^ = 


b 0 


b \ 


z-aYhiz) (z-a) k iz-a) k 




因而 a 对于 g 是一个 A 阶极点.反过来的情况可以类似地证明. 



16.21 函数在孤立奇点处的留数 r 

如果 a 是/的一个孤立奇点，则有一个去心邻域 B '( a )， /在这个去心邻域上有一个洛朗 
展开式，譬如说是 

oo oo 

f(z) = ^jCniz — aY -^jC- n (z — a)^ n . (30) 

7i= 0 n= 1 

(z — a 广 1 项的系数称为 /在^ 点 的留数，并用下面的记号来 表示： 

c-i = Res/ (z). 

r—a 

由公式 （23) 可知，如果 y 是任意一条中心在 a 点、图形位于圆盘 BU ) 内的正定向的圆形的路， 
则有 

A 

f ( z)dz = 2 ni Resf ( z ). (31) 

J 7 ^=a 

在许多情况下，可以不使用积分而比较容易地求出在一点的留数.例如，如果 a 是一个单 
极点，则可以使用公式 (30) 得到 

Res/(z) = lim(z — a ) f ( z ). (32) 

z=a z~*a 

类似地，如果 a 是一个2阶极点，容易证明 

Resf ( z ) = g ’（ a ) ， 其中 g (^) — — a) 2 f ( z ). 

z — a 

在像这样能很容易地计算出留数的情况下， （31) 式给出了一种求沿回路的围道积分值的简单. 
方法. 

柯西是利用这一想法的第一个人，他把这种想法发展成了一种 以留数计算而 著称的有效方 
法. 此方法建立 在柯西留数定 理的基础上，柯西留数定理是 (31) 式的一种推广 • 


16.22 柯西留数定理 

定理 16.34 设/在一个开区域 S 上除了有限个在 S 内的孤立奇点 a ，…，'之外是解析 
的.设 y 是一条同伦于 S 内一点的回路，并假定上述奇点没有位于 y 的图形上的，于是我们有 

- n 

f{z)dz = 2iziy^n(y^z k ) Res/ (z) t (33) 

Jy k=\ Z=z k 

其中 n ( y ， a ) 是 y 关于的卷绕数. 

证明此证明基于下面的公式，其中 m 表示一个整数(正的、负的或者是 零）： 
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(z — z k ) m dz = 
J y 


(2nin(yjz k ) 

10 


当 m =— 1 ， 
当 m 1. 


(34) 


对于 m = —1 这个公式刚好是卷绕数 n ( y ， a ) 的定义.设 [ a ，6] 表示 y 的定 义域. 如果 m 关 
一1，对于 [ a ，6] 内的？设 j ?( i ) = { yU )— A 广 +1 ，则有 


(z — z k ) m dz = 

7 


iy ( t ) — z k } m y f ( t)dt = 

J a 


rb 




g 


( t)dt = 


^{^)-g(a)}=0, 


因为尽(6)=发(“）.这就证明了（34)式. 

为了证明留数定理，设 /* 表示/在点心的主要 部分. 按照定理 16. 31，/,在 C 内除了在^ 
之外处处解析，因此/一，在 S 内除了在&，••_，&之外是解析的_类似地，/一/\ 一/ 2 在 S 内 


除了在々，… ，& 之外是解析的，按照归纳法，我们发现/―^义在 S 内处处解析.因而按照柯 

A — 1 

西积分定理， (/ 一 = 0,或者 

^ r k ^\ 



现在把尤表示为关于 A 的洛朗级数，并对这个级数逐项积分，运用 （34) 式和留数的定义可得 
(33) 式， ■ 


注 如果 y 是一条正定向的若尔当曲线，其图形为 r ， 则对于在 r 内部的每个〜有 
n ( y ， z k ) = l , 对于在 r 外部的每个〜有 / 2 ( y ， z k )=0. 在这种情况下，/沿 y 的积分 
等于 2 d 乘以位于厂内部的那些奇点处的留数之和. 

柯西留数定理的某些应用在下面几节中给出. 

16. 23 区域内零点与极点的个数 


如果/在 a 点解析或者以 <2点为极点，并且/不恒为0，则它关于 a 点的洛朗展开式有这 
样的 形式： 


/(z) = y]c n (z — aY ， 

n— m 

其中 c m #0. 如果 w >0， 则 a 点是一个 m 阶零点；如果则 a 点是一个一 m 阶极点；如 
果 m = 0， 则 a 点既不是零点也不是极点. 


注我们也可以把 m 写为 w (/; a ) 以强调 m 依赖于/与 a 二者. 


定理 16.35 设/是一个不恒为零的函数，它在一个开区域 S 上除了可能对于有限个极点 
例外之外是解 析的. 设 y 是一条同伦于 S 内一点的回路，而且它的图形不包含/的零点或极 
点.于是我们有 


丄「 /⑴ 

2^iJr 7(^ 


dz = 


a^S 


其中等号右边的和式仅包含有限个非零项. 


(35) 
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注如果 y 是一条正定向的若尔当曲线，其图形为 r ， 则对于 r 内部的每个 a 有 
n ( y ， a ) = l , 而 （35) 式通常写成下面的 形式： 


27tiJ 


f ( z ) 


IZ 




N - P ， 


( 36 ) 


其中 n 表示 / 在 r 内部的零点的个数， f 表示/在 r 内部的极点的个数，这里零点 
的个数和极点的个数如通常那样要按它们的阶数来计算. 

证明假定在一个点 a 的一个去心邻域内有 — 其中 g •在 a 点解析且 

g ( a ) 关 0， m 是一个整数 （正 的或负的），则有 a 的一个去心邻域，在这个去心邻域内可以写 


/( 之) 


giz) 


f(z) z — a g(z) 

商式 〆 在 a 点是解析的.这个等式告诉我们，/的一个 m 阶零点是///的一个留数为 m 
的单极点.类似地，/的一个 m 阶极点是///的一个留数为一 m 的单 极点. 把这个事实连同 
[4611 柯西留数定理一起使用就可以导出 （35) 式. _ 

16.24 用留数的方法求实值积分的值 

柯西留数定理有时可以用于求实值黎曼积分的值.有几种与积分形式有关的行之有效的技 
巧，我们将简单地叙述其中的两种方法. ； 

第一种方法处理 ri ?( sir ^， coM ) c ^ 这种形式的积分，其中尺是二元有理函数 e . 

J 0 

定理 16.36 设 R 是一个二元有理函数，并设 

/(2：) 叫 

只要等号右边的表达式是有限的.设 y 表示中心在0点的正定向的单位圆.假设/在 y 的图形 
上没有极点，则有 


「 2« 


i?(sin0, cos^)d^ 

证明因为 y (^>= e w ， 所以有 

yid ) = iyid ) , 7 ⑻ 


fiz) 

~iz 


dz. 


(37) 


—1 . , 7( d ) 2 +1 

2ineT = sin ^ ~mdT 


COS0 ， 


于是立刻可以从定理 16. 7 得到（37)式. _ 

注为了求出在 （37) 式等号右边的积分值，我们只需计算出被积函数位于单位圓内部 
的那些极点处的 留数. 


例求 I 


_2ir 


如 /U + cos 们的值，其中 a 是实数 ， I a |>1*应用（ 37 )式可得 


G 在 CXC 上由形如 

p(z } ,z z ) = s 

m = 0 « = 0 

的等式定义的函数 P 称为二元多项式，系数可以是实数或是复数.两个这样的多项式的商称为二元有 理函数 • 
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2 i 


d 之 


z l +2 az + l 


被积函数在方程 z 2 +2 a ^ + l = 0 的两个根处有单极点，这两点是 


之 1 


之2 


a 1, 


— a —\/ a 2 一 1, 


相应的留数反和沁由下面两式 给出: 


R 


R 


lim 


z — Zi 


' z + 2 uz 1 

i- ^ ~ ^2 

上工 之 2 +2 az + 1 


Zi z 2 
1 


Z 2 




如果 a > l ， 则 q 在单位圆内部， z 2 在单位圆外部 ， I = 4 tt / U — 如果 

— 1，则^在单位圆内部， A 在单位圆外部，可得了=一271/^/^1. 

许多反常积分可以用下述定理来处理： 

定理 16. 37 设： r = u + i y :: ^>0} 表示上半 平面. 设 s 是 c 内一个包含： r 的开区域，并 
假定/在 s 上除了可能有有限个极点之外是解析的.进一步假定这些极点都不在实轴上•于 
是 ， t •如果 


则有 


lim 


lim 

+oo, 




f ( Re id ) Re ie d 6= 0, 


(38) 


-R 


f(x)dx — 2tti V] Res/(z). (39) 

: k=i z ^ z k 

其中 A ，…，心是 / 的位于了内的极点. 

证明设 y 是由取实轴上从 一 K 到 K 的一部分与在丁内以[―尺， K ] 为直径的半圆所形成 
的正定向的路，其中取 R 足够大使得 y 围住全部极点〜，…， &• 于是 


Resf ( z ) 

k=i z=z k 


f ( z)dz 


R 


R 


/ U)dx + i fiRAR # 胤 


■ 


按照 （38) 式，当尺 4 + oc 时最后一个积分趋向于零，于是得到 （39) 式. 

注如果/是两个多项式的商， 譬如说 f = P / Q ， 假定 Q 的次数超过 P 的次数至少为 

k 

2，则等式 （38) 自动得到满足 .（ 见练习16, 36_) 


例 为了求 dx /( l + x 4 ) 的值，设 /( z ) = 1/(/ + 1)，则 PU ) = l , Q ( z ) = 1+/，因而 

‘ — oo 

(38) 式成立 • /的极点是方程1 + z 4 = 0的各个根.这些根是 a ， z 2 ,々，^，其中 

z k = a = 1，2,3,4). 

这些点中只有 A 和心 位于上半平面内•在 A 点的留数是 


Res f ( z ) = lim(z — z } ) f ( z ) 

z= 


e 




( z x — z 2 ) Cz x — Zz ) (zi ~ z ^) 


4 i 


类似地，可以得到 Res /( z ) = ( l /4 i ) e wl/4 . 因而 
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^/ — jri/4 I xi/4 \ _ _ 兀 fc\ 

— ~~7 = - 7 ^(e + e x/ ) = ttcos — = — V2. 

J-oo 1 + j： 4 4i 4 2 

16.25 用留数计算的方法求高斯和的值 

留数定理常用于通过积分来求和式的值，我们举一个著名的称为 高斯和 GU ) 的例子来进 
行说明.高斯和 G («) 由下面的公式 定义： 

GM = 2〆' (40) 

r=0 

其中这个和式在数论的许多部分中出现 • 对于小的 n 值，可以很容易地从定义把它计算 
出来.例如，我们有 

G ( l ) = 1, G (2) = 0, G (3) = iV 3, G (4) = 2 (l + i ). 

虽然这个和式的每一项的绝对值都是 i ， 但是这个和式本身的绝对值是0, 士或事实上， 
高斯对于每一个证明了下面的 公式： 

G ( n ) = | v^(l + i)(l + e 一)， （41) 

(41) 式已有若干不同的证明见诸于世，我们将从由狄利克雷引进的一个更一般的和式 SU ，《) 
推导出 （41) 式， 

« — 1 

S ( a , n ) - 

r— 0 

其中 n 和 a 是正整数.如果则 S (2, n )= G ( n ). 狄利克雷证明了 （41) 式作为对于 S ( a ， n ) 

的一个互反律的推论，可以叙述 如下： 

定理 16. 38如果乘积 wa 是偶数，则有 

S ( a , w ) ^ S ( n , a ) , (42) 


其中的上划线表示共轭 复教. 

注为了推导出高斯公式（41)，我们在 （42) 式中取 a = 2， 并注意 S (/ z ，2) = 

l + e -d”/2. 

证明此处给出的证明是特别有教益的，因为它阐明了在复分析中使用的几种技巧•某些 

不太重要的计算细节作为练习给读者. 

设 g 是由下面的等式定义的 函数： 

g(z) = 2]e xia<H - r)2/n . ( 43 ) 

r=0 

则 g 处处解析，而且 g ( o ) = S ( a ，”)• 因为 na 是偶数，所以可得 

a —1 

giz+l) - giz) = e^ 2/n (e 2 ^ -1) = e^ /fl (e 2 ^ - 1)2^* 

wl — o 

(练习 16. 41) 现在用等式 

/(z) = g(z)/ (e Zwz — 1) 
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定义/，则/除了在每个整数点上有一阶极点之外处处都是解析的，而且/满足等式 

/( 之 + 1) = + < p ( z ) , 

其中 

a— 1 

< p ( z ) = 2 、办气 

函数^是处处解析的. m ° 

在之=0处/的留数是 g *(0)/(27 d ) (练习 16.41), 因而 


(44) 


(45) 


S(a 9 n) = ^(0) = 2n\ Res/(z) 

其中 y 是任意一条其图形仅把极点 z = o 包含在它的 
内部区域的正定向简单闭路.我们将选取 y 使得它能 
给出一个以 A，A + l , B + l , B 为顶点的平行四边 
形，其中 


f ( z ) dz 9 


(46) 


A B 


冬 + i ? e W4 , 


如图 16-7 所示.沿 y 对/进行积分，我们有 



TV+l fJ3+l CB rA 

A /+ J , +1 /+ j ^/ + Jb / * 


图 16-7 


在积分 f 中作变量替换 w — z 1，然后利用 (44) 式可得 


* B +1 CB 

A + i /( w ) dx , = j A /( z + l ) d , 


f ( z)dz H - < p ( z ) dz . 
A J A 


因此 (46) 式变成 


SU ， n) 


rA+i fB+i 

( p { z)dz + f { z ) dz 一 fiz^dz 


(47) 


现在证明当只 —+ oo 时，沿从 A 到 A + l 和从 B 到 B + l 的水平线段的积分趋向于 0. 为此，我 
们来估计在这些线段上的被积函数 • 可以写 


/ U ) I 


1 g ( z ) | 

e 2 士 一 T ， 


(48) 


并分别估计分子和分母. 

在连接 B 和 B + 1 的线段上，设 


7(0 = t + i ? e W 4 ,其中 一 v 


从 (43) 式可以得到 


g[y ⑴ ]1< 2 exp 


nlait + Re Kl/4 + r) 


(49) 


其中 exp z = e z . 大括号内的表达式的实部为（练习 16. 41) 

— 7ZU + i? 2 + ^/2rR ) /w* 


因为 I 丨 = e z ，而且 exp { — na ^ rR / n }^, 1, 所以 （49) 中的每一项的绝对值都不超过 
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exp { — jraJ ^ 2 /«} exp { —^ itatR / n ). 但是 一 所以得到估计式 

| 茗 [ yU )] |< we " 麵 /(2 ")e 一 ^ 2/ ". 

对于 (48) 式中的分母使用下面形式的三角不 等式： 

| e 2 m 一 1 |^|| e 2«- |- 1 |. 

因为 I exp {2 myU )} I = exp { —2 nRsin ( n / A ) } = exp { —-/2 nR ] » 所以有 

I e 2 " ira) — 1 I > 1 — &_細 


因此在连接 B 与 B + l 的线段上有估计式 


I fCz) |< 


^^n^/2aR/(2n) ^—noR in 


1 —— e 


o(l) 



这里 0(1) 表示尺的一个函数，当 i ?—+ 时该函数趋向于 0. 

用类似的讨论可以证明当只4 +⑺时，在连接 A 与 A + 1 的线段上的被积分函数趋向于 0. 
因为在这两种情况下积分路径的长度都是1，所以这表明当只时，在 （47) 式等号右边的 
第二和第三个积分趋向于 0. 因而可以把( 4 7)式写成下面的 形式： 

S ( a » n ) = ( p ^ z^&z o ( l ) 当 i ? 一 (50) 


为了处理积分史，我们应用柯西定理，沿以 A ， B ， a ，一 aS 

J A r 

顶点的平行四边形对进行积分，其中 a =石十 I = ^ eW4 ( 见 

图 16-8). 因为 P 是处处解析的，它沿着这个平行四边形的积 
分为0,所以 




<p + <p = Q. 


(51) 


因为在 (45) 式中有指数因子 2/ %所以用类似于上面进行的 
讨论可以证明当尺 — +°°时 p 沿每条水平线段的积分趋向于 
0. 因而 （51) 式可以给出 

[ G ? = ^> + 0(1) 当 1? —►+ c 



而且 （50) 式变成 


S ( a ， n ) = < p ( z)dz + o ( l ) 当 i ? 


其中 a = l ? e rti /4 , 利用（ 45 )式可得 


图 16-8 


(52) 


a fa 2 

( 之 ）ck = XI e“ 2/rt e 2 _ck = 2 /a Z(a ， m ， n ， i ?)， 


其中 


I ( a ， m ， n ， R ) 


exp{^(^ + ^) \dz. 


对于以 一 a» at a — nmla ， — a — nm/a 为顶点的平行四边形再次应用柯西定理’像刖面 一 '样可 
知当 i ?> + oo 时沿水平线段的积分—0，所以 
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1(61，771，71，仍 


、一认 exp(^(^ + ^) 2 )dz + o(l ) 当 i?—+ 
—a—nm/a ( 72 \ (X ) \ 


作变量替换 xt^vWwG + nm / a ) 可以把此式变成下面的形式: 


I(a f m 9 n 9 R ) 

在 （52) 式中令 J ?— + 00 ，可得 



l a ^/a/n 


dw + o ( l ) 当尺― + 00 , 


CL J — a 


2 [ZT ri?vS7^e W4 2 

S(a ， n) = V] e~^ m — lim /4 dw, 

^ N a 及一 +00J— 只 ^*〆 4 

vt = u 


记 T=^a/n R ， 我们看到上面最后一个极限等于 


dvu = 


十⑺ J —TV 11 


这说明 J 是一个不依赖于 a 和72的数.因而 （53) 式给出 


Sia ^ n ) 



I S (穴 ， a ). 


(53) 


(54) 


为了求出了的值，在 （54) 式中取 a=l 和 ” = 2. 于是 S ( l ，2) = l + i ， S (2， 1) = 1，所以 （54) 式 
蕴涵 I=(l + i )/ V ^， 并且 （54) 式化成 (42) 式. ■ 


16. 26留数定理对于拉普拉斯变换反演公式的应用 


下述定理在许多情况下都是求在拉普拉斯变换的反演公式中出现的极限的值的最容易的方 
法 .（ 见练习 11.38.) 

定理 16. 39 设 F 是一个在 C 内除了可能有有限个极点之外处处解析的 函数. 假定存在三 
个正常数 M ，c 使得 

I F(Z) \<T^T7 只要 I Z 丨 > 心 . 

丨 Z I 

设 <2 是一个正数使得垂直线 x=a 不通过 F 的板点， 并设 a ，…， a 表示 F 的位于这条直线左 
侧的极点，于是对于每个实数 i >0， 我们有 


广 T “ 

lim e u ^ n F(a + w)dv = Res{e"F(^)}. (55) 

T-*-+ooJ —T — 1 z ~ z k 


证明对在图 16-9 中所示的正定向路 r 应用柯西留数定理， 
其中圆形部分的半径了被取得足够大使得 r 能围住 f 的位于直线 
左侧的全部极点，而且还满足条件了>&留数定理给出 

广 _ n 

e zt F(z)dz = 27 dXI Res { e ^ F ( z )}. (56) 

Jr k=\ z = z k 

现在把沿 r 的积分写成 



其中 A ， B ， C ， D ，£ 是如图 16-9 中所示的点，并且用 Ii ， 1 2 , 

J 4 , 来表示这些积分.我们将证明，对于々>1，当： T —+ oo 时有 



忍 - K )- 
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首先，我们有 

I T | / M f K/2 tTco ^- r^n Me af / k \ , Me at ^ * ( a \ 

I h i< ^ 7 ] e tICOisd Tdd^ _a j = 

因为当 + oo 时: r arcs i n ( a /： r )4 a ， 由此可知当： r — +00时 j 2 — o . 用同样的方法可以证明当 
了一+ 00时 J 5 — O * 

其次，考虑 z 3 . 我们有 

Ajf rn Ayf fit /2 

I h l<^r 严 ， =g dp 

I J ir/2 1 Jo 


但是当 0< p <7 r /2 时 sirup ^ 2 f / 因而 

I h \ < St [ /2 eKMp = ^( l - e - ( T )-0 当 T -+ oo . 

J . Jo 乙 11 

类似可知当 T —+ 时 0_ 但是当： T ^+ oo 时 （56) 式等号右边保持不变，因而 lim A 存在， 

丁 -^ + oo 

而且有 


lim Ji 

丁一十 oo 


= lim e Ca+lv)r F (a + i * y)idtJ = 2 丌 

T-^ + OO fc —T 


Res {# F (之） }• 
z=z k 



例设 F ( z ) = z /( z 2 + cr 2 ) ，其中 a 是实数 • 于是 F 在土 ia 有单极点.因为 z /(^ 2 + a 2 ) = 
+ [ l /(；2： + ia ) + l /( z — ia )] » 所以可得 


Res{e^F(^)} = ， Res{e^F(0}= 知 ' 

z— la id z — — la 乙 

从而 （55) 式中的极限值为 27 ricosW • 从练习 11. 38可以看出，在（0, + oo ) 上连续、其拉普拉 
斯变换为 F 的函数/由/0) = £：0 8£ ^给出. 

16.27 共形映射 


一个解析函数/会把两条相交于一点 c 的线段映射成为两条相交于 /( c ) 的曲线.本节我们 
将证明，如果 /'( c ) 关0,则这两条曲线的切线与原来的两条线段相交成相同大小 的角. 

这个性质对于线性函数从几何上看是明显的.例如，假设 /( 幻 = 2 +匕这表示一个平移， 
它把每条直线平移到与原直线平行的位置，很明显其夹角保持不变.另一个例子是 /( Z ) = a 2：， 
其中如果 | a 丨=1，则 a = 这表示围绕原点转过一个角度《的旋转.如果 I a | 7^1» 
则^=^^% /表示一个旋转与一个拉伸（当 尺>1 时）或一个压缩（当尺<1时）的复合，其夹角 
仍然保持不变.一个满足条件尹0的一般的线性函数/(2：)=<22：+6是上述类型函数的组合， 
因而也保持夹角不变. 

在一般情况下，在(：與可微表示在靠近 c 点的地方有一个线性逼近，譬如说 /( z )=/( c ) + 
f ( c )( z - c )- ho ( z ~ c ), 如果 /\ c ) 尹0,则可以期待在靠近 C 的地方使夹角保持不变. 

为了正式阐述这些观点，设 l 和7 2 是两条分段光滑的路，它们的图形分别为 A 和 r z 且 
相交于 c 点.假定 yi 在一个包含6的区间上是 1-1 的， h 在一个包含~的区间上是 1-1 的， 
其中 Y'(t')=Y2(t 2 )=c 、 再假定 y ' Oi ) 尹0和 y %(^!)^0 •差 

arg[/2 ( r 2 )] — arg [/, “i )] ， 
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称为在 c 点从 r , 到厂 2 的角. 「 2 

现在假定 /(C) 关 0. 于是（按照定理 13. 4) 

有一个圆盘 B ( c )， /在这个圆盘上是 1-1 
的，因而复合函数斯 ⑴=/ [/i ( i )] 和 
w 2 U ) = /[ y 2 ⑴]分别在靠近 A 和 G 的地方 
是局部 1-1 的，而且会描绘出在 / U ) 处相交 
的弧 G 和 C 2 . (见图 16-10.) 按照链式法则， 

我们有 

(^ i ) = f f My \ UO ^ 0 和 wzih ) = / MyzCtz ) 7 ^ 0. 

于是，按照定理1.48，存在整数叫和化使得 

SLTg[_w\ (?i )] -= arg [/ r (c>] + arg[/i (fi )] + 2izn^ , 
arg[w 2 (/ 2 )] = argC/'Cc)] + arg[/ 2 (i 2 )] + 27rn 2 , 

所以在 /( c ) 处从 G 到 c 2 的角等于在 c 点从 A 到 r 2 的角加上 2 tt 的一个整数倍.为此我们说 
/在 C 点是保角的，这样的函数也被说成在 C 点是共形的. 

在导数为零的点上的角得不到保持.例如，如果 /( z ) = 2 2 , 则一条通过原点与实轴成《角 
的直线被/映射到一条与实轴成 2 a 角的直线上 .一 般地，当 /( c ) = 0 时，可以假定/的泰勒 
展开式有这样的 形式： 

f ( z ) — /( c ) = (z — cy \^ a k .-\- a k+ i (z — c ) H - ]， 

其中 々>2. 利用这个等式，容易看出在 c 点相交的曲线之间的夹角在/的映射下被乘上了一个 
因数\ 

在共形映射的重要例子当 中有默比乌斯变换， 这是一些如下定义的函数 ：如果 《， h c ， 
d 是四个复数使得以 一 6 c 关0,则定义 



fiz) = 


<2 2： + 6 
C Z + d 


(57) 


只要 a + d 关0.令 /(— d / C ) = oo 和 /( oo )= a / c 可以使/在扩充平面 C * 上处处有 定义. （如果 
c =0, 则这两个等式代之以一个等式 /( 00 )= 00 即可. ） 现在可以从 （57) 式解出用 j \ z ) 表示 Z 
的表达式 

= 七 b 
Z cf(z) — a * 

这表明反函数 / _1 存在且由下面的等式 给出： 



—dz -\~b 
c z — a 


同时理解 /— 和 /^ 1 (oo) = — 由此可知默比乌斯 （ M 6 bius ) 变换是把 C # 映到自身 
的 1-1 映射.默比乌斯变换在每个有限的 z 关一 d / c 处也是共形的，因为 


/’（之）= 


be — ad 
(cz + d ) 2 


9 ^ 0 - 


这些映射最重要的性质之一是它把圆映射到圆（包括作为圆的特殊情况的直线）.对这个性质的 
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证明在练习 16. 46中列出了 梗概. 默比乌斯变换的进一步性质在靠近本章末尾的练习中还有所 
描述. 


练习 


复 积分； 柯西积分公式 

16.1 设 y 是一条分段光滑的路，其定义域为 [ a ， 幻，图形为 r . 假定积分 J ^/ 存在♦设 s 是一个包含 r 的开区 
域，并设 g 是一个使得 g '( o 对于 r 上的每个 z 点都存在且等于 /( e 的函数 •证明 

= g — g(B) — g ( A ) ， 其中 A = y ( a ) = y(b) • 

Jr J 7 

特别地，如果 y 是一条回路，则六=^8,且该积分为 0. 提示： 对 〆 的每个连续区间应用定理7.34， 

16.2 设 y 是一条中心为0、半径为2的正定向的圆形的路*用柯西积分公式验证下列各式- 


a ) I — dz = 


c ) \dz = 

Jy Z o 


e ) j r ^ T) dz = 27ti(e_1) 


b ) j —dz = 7 ti , 


d ) j _ - dz = 27rie * 


° J ^-^ T) dz = 27ci(e 


16.3 设/=«+匕在一个圆盘 J ?> 上解析 • 如果 0< r < J ?， 证明 


/( a ) 


u(a + re 10 ) 66 . 


Trr 」 o 


16.4 a ) 证明下述更强的刘维尔定理：如果/ 是一个使 lim | /( z)/z 1 =0 的整函数，则/是一个常数_ 

^-►oo 

b ) 关于对每一个复数 z 满足不等式丨 f ( z ) 1 I z 卜的整函数，你能得出什么结论？其中 c >0. 

16.5 假定/在 B (0; 1?) 上解析 • 设 7 表示中心在0点、半径为 r 的正定向的圆’其中 0< r < i ?. 如果 a 位于 

y 的内部，证明 


/(<2) = 士 iJ/ (Z) { 土一 z - r^/a 


如果 cz = AeS 证明由此式可推导出公式 

"、—1 「 2 * ( r 2 — A 2 )/( r #) ^ 

/U) = 2^Jo r^-2rAcos(a-d) +—〆 

令此式两边的实部相等，可得一个表达式——著名的 泊松积分公式 • 
假定/在圆盘 B (0; 1) 的闭包上解析，若丨 a | <1，证明 


(1 — I a | 2 )/( a ) 


^ f / u > 

2 ttiJ 7 z — a 


其中 y 是中心在 0 点的正定向的单位圆 • 推导出不等式 

(1 —j a | 2 ) | /( a ) I ^ J - I /( e tf ) I 抓 

uTrJ o 

C5Q 

设对于丨 H <3/2 有 f ( z )= f ) 2 W 3”， 对于 I z 1> 1/ 2 有 g ( z ) = U (2 z ： r rt . 设 y 是以 1 为半径、以 0 

«=0 ff=0 

为中心的正定向的圆形的路，并对于丨 a I 弇 1 定义 h ( a ) 如下： 

2 ku y \^~ a z ~ o.z } 


证明 
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3 -2 a 

h ( a ) - < 

2 a 2 

、1 — 2 a 


当 U |<1, 


当 U 1>1. 


泰勒展开式 

16.8 在圆盘 B (0; 1) 上用等式 f ( z )= 定义 /• 求出/关于点 a = j 和点 a =— +的泰勒展开式•确 

11 = 0 

定每种情况下的收敛 半径. 

oo 

16. 9 假定/有在内成立的泰勒展开式 f ( z ) = 设 

w = 0 

g ( z ) = 

p t^o 

证明 g 的泰勒展开式由 / 的泰勒展开式的每一个第/>项组成，即如果 i ?)， 则有 


gO) = Z a ( 卽 )2 ： 抑 , 

0 

oo n 

16. 10 假定 / 在 B (0 ; i ?) 内有泰勒展开式 f ( z )= [a〆 ，设〜（之） = 如果 0< r < i ? 且 | z |< r ， 证 


明 


s n ( z ) 


2 nl 


m fixv ) 

r 


dw 9 


其中 y 是中心在 0 点、半径为 r 的正定 向圆. 

16. 11 分别给定对于 I Z I < i?i 和 U 1 <Rt 成立的泰勒展开式 f(z)= 和 g(z) = ^b n z\ 证明当 

/t=0 o 

I ^ I < RiR 2 时有 

( — )dw = ^,a n b„z n , 

2mJ r w v ^ 

其中 y 是中心在 0 点、半径为尺 1 的正定向圆_ 

OQ 

16* 12假定/有在内成立的泰勒展开式/(^) = ^ a n ( z - a )\ 

Tt = 0 

a ) 如果 0< r < K ， 推导出帕塞瓦尔恒 等式： 

士广 I /(a + re 10 ) | 2 d^ = 2 i a « i V ”_ 


b ) 用 （ a) 推导出 不等式 I A | 2 ^” < [ M ( r )] 2 , 其中 MCr ) 是 | / | 在圆 || = r 上的最大值. 

T 1=0 

c) 用 （ b ) 给出局部最大模原理(定理 16_ 27) 的另外一个证明. 

16. 13证明施瓦茨 引理： 设/在圆盘 B (0; 1) 上解析_假定/(0) = 0且当1 H <1时 I f ( z ) | <1，则有 

|//(0)|<1 和 |/ U >1< UI ， 当 |幻<1. 

如果 | /(0) j =1或者对于在 B ’（0; 1) 内的至少一个 ❿有 I f ( zo ) I = I a I ，则 

f ( z ) = e^z t 其中 a 是实数 _ 

提示： 对 g 应用最大模定理，其中 gCO )^/^©)， 而当 Z 关0时以 ；5 ) = /( ： £)/^ 

洛朗展开式，奇点，留数 

16.14 设/和 g 在一个开区域 S 上解析.设 y 是一条若尔当回路，其图形为 r ， r 及其内部区域都位于 S 之 
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画 


内.假定对于 r 上的每一个 z 都有 | g ( z ) | < | f ( z ) I . 
a ) 证明 


16. 15 

16. 16 


提示 : I f ( z ) I 


f iz ) + g iz ) , = J _ 
fiz ^+ giz ^ 2 T：iJ 


f ( z) A 

r /(之） 

! giz) I : z ^ r ), 则 m >0, 从而对于 [0, l ] 内的每个 / 和 r 上的每个 z 有 
I f(z) + tgiz) ! ^ m > 0. 


现在设 


參⑴ 


f f ( z ) + tg f (z 
f ( z ) + tg ( z ) 



当 


于是^在[0, 1] 在上连续，因而是 常数. 这样就有 M 0)=#1). 
b ) 用 （ a ) 证明/与 / + g 在 r 的内部有同样个数的零点（儒歇 ( RouchO 定理）. 

设/>是一个 n 次多项式，譬如说 = …其 中〜关 0. 在儒歇定理中取 / U ) = 

a n z n . giz ) = p ( z ) — fiz ) , 证明 p 在 C 内恰有 n 个零点. 

设 / 在圆盘 B (0 ; 1) 的闭包上解析，并且假定当丨 z 丨=1时 i fU ) I <L 证明在 B (0; 1) 内有且仅有 
一'点2：。使得 / Tz 。） = . 提示： 用儒歇定理. 


16, 17 

16-18 
16. 19 


16. 20 


设％(幻表示泰勒展开式的第 72 个部分和_用儒歇定理（或用其他方法）证明对于每一个 

n= 0 

r >0 存在一个 iV (依 赖于幻 使得 N 蕴涵对于 B (0 ;r ) 内的每一个=都有 ( z ) 关 0. 

如果 fl > e ， 求出函数 /( z ) = €_ af 的位于圆 U | =1内部的零点的个数. , 

给出一个有下述全部性质的函数的例子，或者说明为什么没有这样的函数：/在 C 内除了在0点处有 
—个2阶极点、在 i 和一 i 有单极点之外处处都是解析的；对于一切2有 /(d = /( — ^); /(1) = 1 ; 函 
数 g ( z ) = /( l /2：) 在 z = 0 处有一个2阶 零点； 而且 Res /( z ) = 2 i . 

z= i 

证明下列每一个洛朗展开式在所指出的区域内 成立： 


a ) 


(之一 1)(2 —之） 


n = 0 



当 1 <U 1<2. 


16.21 


b ) 


(z — 1)(2 — 之） 


s 


1 - 2 , 


2 T 


当丨 H > 2. 


对于 C ： 内每个固定的 ^ 定义九（0是在洛朗展开式 


e (^U.U/2 = ^ J n (t)z n 

OO 

中/项的系数.证明对于有 

/„(，）= 丄 [cos(isin0 — n6)dd 

7 T J 0 

和 J ^ U ) = (_ l ) n J «(0. 推出幂级数展开式： 

人⑴ - k , u+ir~ (n>0) * 

函数九 称为 n 阶贝塞尔函数 • 

16,22证明黎曼 定理： 如果％是/的一个孤立奇点，而且丨/丨在某个去心邻城 B ' U 。） 上有界，则％是一 
个可去奇点. 提示： 估计/的洛朗展开式中系 数心的 积分，证明对于每一个 n <0 有 a „ = 0. 

16.23 证明卡索拉蒂-魏尔斯特拉斯定理：假 设以是 /的一个本性奇点，并且设 c 是任意一个复数.于是对 
于每一个£>0和每一个国盘 J 3(2：。）， 在 B (： 2 ：。） 内存在一点 Z 使得丨 f(z) 一 C 丨 <£• 提示： 假设该定理 
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不成立， 对于片 U ) = l /[/ U )— C ] 应用练习 16.22 的结论可以导致矛盾. 

16.24 无穷远点.一个函数/说成在⑺解析，如果由等式 〆 幻=/(1/幻定义的函数 g 在原点解析.类似地， 
我们说/在 00 有零点、极点、可去奇点或本性奇点，如果 g 在0有零点、极点、可去奇点或本性奇 
点.刘维尔定理称在内处处解析的函数必为常数. 证明： 

a) / 是一个多项式，当且仅当/在 C * 内唯一的奇点是在 oo 的一个极点.在这种情况下，该极点的阶 
数等于该多项式的次数. 

b ) / 是一个有理函数，当且仅当/在 CT 内没有异于极点的 奇点， 

16.25 推出计算留数的下述“捷 径”： 

a ) 如果 a 是/的一阶极点，则 


Res/(z) = lim ( 之 一 a)/(z). 

z^a z^a 

b ) 如果 a 是 / 的二阶极点，则 

Res/ ( z ) = ( a ), 其中 g ( z ) — (z — a ) 2 f ( z ). 

z — a 

c ) 假设 / 与 g 都在 a 点解析， /( a )#0, a 是 g 的一阶零点 • 证明 

/⑴ = /( 之） = / ( a ) g ' U ) — 

:心 g ( z ) g ( a ) ’ z=a [ g ( z )] 2 [ g '( a )] 3 

d ) 如果 / 与 g 如 （ c ) 中所述，但是 a 是 g 的二阶零点，则 

0 f ( z ) — — 

Jiz ) 3[/( a)T * 

16.26 如果 / 定义如下，计算/在各个极点处的留数： 


a)/ ( 之） 


ze 


z 


1， 


b)f(z) 


z ( z ~\ y ' 


c )/ U ) =』^， 

zcosz 


d )/( z ) 


l-e z ' 


e)f(z) 


\- z n 


(当 《 是一个正整数). 


16.27 如果 yU ; r ) 表示中心在 a 点、半径为 r 的正定向圆， 证明: 


a) 

c) 


Zz — 1 


/ Com ) ( z + l)U — 3) 


dz = 67ti* 


z 


r(o- t 2) 


之 4 一 1 


dz = 2nif 


b ) 


d ) 


2z 


yC 0 ? 2) 


Z 2 十 1 


r( 2 *n (z — 2) 2 


dz = 4 tci 


dz = 2nie' 


用留数方法计算从练习 16. 28 到练习 16. 35 各练习中的积分值. 


16. 28 

16. 29 

16. 30 

16. 31 

16. 32 

16. 33 


， 2jt 

士 _ 

2nd 

Jo 

(a + bcost) 2 

(a 2 -6 2 ) 3/2 


cos2tdt 

2na z 

Jo 

1 — 2acos/ + a 2 

~ 1-a 2 

*2tt 

(1 + cos3t)dt 

7t(a 2 — a + 1) 

Jo 

1 — 2acost + a 2 

_ l-a 


sin 2 _ 2n(a — \/ a 2 — b 2 ) 

J 0 

a + bcost 

b 2 

r 

1 A-r 


j- 

。 x 2 +x+r 

— 3 • 

_oO 

^.6 

Sk^/2 

J 一。 

o (1 十 X” 2d 

-16 _ 


当0 < 6 < 

当 a 2 < 1* 
当0<^<1. 

当0 < 6 < a . 
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16.34 


16. 35 


0 +4) 2 ( jt 2 +9) 


dx 


x 


1 + 


: dr 


sin 


200 

2?r 


提示： 计算 z/(l + z 5 ) 沿圆扇 形 S ={ r e % 边界的积分，并令兄 


16. 36 

16. 37 


— 是整数， 0<w<n - 

如果/是两个多项式的商，譬如说 / = P / Q ， 其中 Q 的次数超过 P 的次数2或者更多，则公式 （38) 


t ^J.v ■夂 * 、 

成 、人 _ ， 

如果 f ( z ) = ^ P ( z )/ Q { z) i 其中爪 >0,尸和 Q 是多项式， Q 的次数超过 P 的次数1或者更多，则公 
式 (38) 成立，这使得用在定理 16. 37中描述的方法求形如 


尸 U ) 

QU ) 


dx 


的积分的值成为可能. 

16, 38用在练习37中所提供的方法求下列积分 的值： 

a )「 $町 T rdx = ^ r ( l-e um ) 当 m >0, a >0. 

Jo X(cr 十 JT 2 ) 2 a 2 


b)T ^_dx = 六 e- 气 sin (, + f ) 当讲 > 0，a > 0. 

Jo X + a 2a' v 7 

16.39 假设 w = e 2Wi ， 并设 y 是一个正定向圆，其图形不通过1， w 和 w 2 (数1， w ， w 2 是1的立方根）■证明 


16, 40 


积分 


(z+1) 

7 Z 3 — 1 


dz 


等于 27 ri ( m +/ m 0/ 3 , 其中相和”是整数•确定 m 和 n 的可能值，并说明它们与 y 有怎样的关系. 
设 y 是一个中心为0、半径 <2 tt 的正定向圆_如果 a 是一个复数，《是一个整数，设 


I(n^a) 


2 ku 


V : 


l-e z 


dz. 


证明 

/(0 » a ) = — a 9 J ( l ， a )=—1 和 I ( n ^ a ) — 0 当 ti 〉1. 

2 

当„>1时计算 l {- n , a ), 用伯努利多项式表示所得的结果（见练习 9 .38)_ 
16.41 本练习需要使用定理16_ 38的证明的某些细节.设 

n 一 1 

g ( z ) = f \ z ) = g ( z )/( e 2lclz — 1), 

r=0 

其中 a 和 n 是正整数，是偶数 _ 证明 

g ( z ) - e ^ 2 /"( e ^- l )2] e 2 ^. 

m = 0 

b) Resf(z) = g(0)/(27ri). 

^ — 0 

c ) i (^ + J ? e - 4 + r ) 2 的实部是 一+ 

l - i 的解析函数 

16.42 设 S 是 C 的一个开子集，并假设/在 S 上是解析的和 1-1 的‘ 证明： 
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a ) 对于 S 内的每个 z 都有 / U ) 垆 0. (因而/在 S 的每个点上都是共形的 .） 

b ) 如果 g 是/的逆，则尺在 /( S ) 上解析，而且当加 e /( s ) 时 ，〆 （ w ) = l //( 〆 加 )）_ 

16.43 设/: C — C 在 C 上是解析的和 1-1 的_证明/(幻=似+ 6,其中 a 关0,如果/在 C ’ 上是 1-1 的，而 
且除了可能有有限个极点外在 C 上是解析的，则能够得出什么结论？ 


16.44 如果/和 g 都是默比乌斯变换，证明复合函数/。&也是一个畎比乌斯变换. 
16.45 几何地描述当一个点 z 被下述特殊的默比乌斯变换映到 /( z ) 时会发生什么 情况: 

a) f(z) = z^b (平移） 

b) f(z)=az 其中 a >0 (拉伸或者压缩） 


c) f(z) = e lQ z 其中 a 是实数 （旋转) 

d) f(z) = l/z (反演) 

16.46 如果 c 关0，则有 


az -\- b 
cz d 


, be — ad 
c c(cz + d) 


因而每一个默比乌斯变换都可以表示为练习16,45中所叙述的特殊情况的复合.由此可以证明默比乌 


斯变换把圆映到圆（直线作为圆的特殊情况来考虑） • 

16.47 a) 证明把上半 平面了 =U+i ： yr : 映射到圆盘 B(0 ; 1 ) 的闭包的全部默比乌斯变换可以被表示为 

f(z) = e to (2 — a )/( a :— a ) 的形式，其中 a 是实数， aG T . 

b ) 证明总是可以取到 a 和《使得可以把实轴上任何三个给定的点映射到单位圆上任何三个给定的点. 


16.48 求把右半平面 

S = { x^xytx ^ 0} 

映射到 B (0 ; 1) 的闭包的全部默比乌斯变换. 

16.49 求把 B (0 ; 1) 的闭包映射到自身的全部畎比乌斯 变换. 

16.50 默比乌斯变换 

f ( z ) = (arf -be 9^0) 

cz -r a 

的不动点是那些使 / U ) = z 的点设 a ) 2 +4&_ 

a ) 当 r = 0 时确定全部不 动点. 

b ) 如果且 D 关0,证明 / 恰有 2 个不动点 々和 a ( 都是有限的），而且它们满足等式 


f(z) — = ^ Z — 

f(z) — z 2 Z — z 2 


其中 i ?>0 且 0 是实数. 


c ) 如果 c ^ 0 而 D =0, 证明/恰有一个不动点 Q ， 而且它满足等式 


1 

f ( z ) — %\ 


—^ + c 

Z 一 - Z\ 


对某个 C 关 0. 


d ) 任意给定一个默比乌斯变换，研究一个给定的点 w 的逐次的象，即设 

W } = f(w) ^ U>2 = /(Wi ) t …， VJ n = /(ItV] ) ，…， 

并研究序列{叫}的性质 _ 考虑心6， r , d 是实数而且一虹=1的特殊情况. 


综合练习 

16. 51 确定全部复数 z 使得 

n~2 k = 1 

16,52如果 / U ) = 是一个整函数，对于一切 r > 0 有 I /( re w ) | ， 其中 M > 0且々 > 0,证明 
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16,53假定/在一个去心邻域 B '(0; a ) 上解析.证明 lim / U ) 存在（可能是无穷），当且仅当存在一个整数《 
和一个在 B (0; a ) 上解析、 g (0) 古0的函数 g ， 使得在 B '(0; a ) 内有 /( z ) = z ff g (2：). 

71 

16.54 设 piz ) = 是一个实系数 n 次多项式，它满足条件 

* = 0 

a 0 > q …> a^i > a rt > 0, 

证明 p ( z ) = 0 蕴涵 I z I >1. 提示： 考虑 （1 — 

16.55 在一个圆盘 r ) 上定义的函数 / 说成在 a 点有一个无穷阶零点，如果对于每一个整数6>0都有一 
个在 a 点解析的函数心使得在 B ( a ; r ) 上有/( 2 ：) = ( z — a ) k g k ( z ). 如果/在 a 点有一个无穷阶零点， 
证明在 BU ; r ) 内处处有/=0. 

16,56证明莫累拉 （ Morera ) 定理： 如果/在 C 内的一个开区域 S 上连续，而且对于 S 内的每一条多边形 © 路 
y 有 / = 0,则/在 S 上 解析. 

J 7 
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索引中的页码为英文原书页码，与书中页边标注的页码一致。 


e , $，属于（不属于）， 1，32 
G ， （左边）是（右边的）一个子集，1，33 

R ， 实数集，1 

R + ， R ,正数集（负数集），2 

满足 P }， 由满足性质 P 的: r 组成的集合， 
3, 32 

6)， [ a ， 6]，以 a 和6为端点的开（闭）区间，4 
[ a ， 6)， U ， 6]，半开区间，4 

( a , + oo ), [ a ，+ oo )， （一 00 ， a ) , ( — 00 ， a ]， 

无穷区间 ，4 
Z ' 正整数集，4 

Z ， 由全体整数（正的，负的和零）组成的集合，4 
Q ， 有理数集，6 

maxS，min S ， S 的最大(最小)元，8 
sup ， inf ，上确界(下确界），9 
[ X ]，不超过 X 的最大整数，11 
JT ，扩充的实数系 ， U 
C ， 复数集，复平面，16 
C * ,扩充的复数系，24 
AXB ， A 和 B 的笛卡儿积，33 
F ( S ), S 在 F 下的象，35 
F ： S — T ， 从 S 到了的函数，35 
{ FJ ， 第 n 项是的序列，37 

U ， U ， 并，40, 41 
H ， n ， 交，41 

B - A , 由在 B 内但不在 A 内的点组成的集合，41 
厂 \ Y )， Y 在/下的逆象，81 
R ”， 《维欧氏空间，47 
(:^，…， x ,)， n 维欧氏空间中的点，47 
\\ x \\ , 向量的模或长度，48 
u k ,第6个单位坐标向量 ，49 

B ( a )， B ( a ; r )， 以 a 为中心 （ r 为半径）的开的 n 维 
球，49 

int S，S 的内部，49, 61 


( fl ， fc )，[ a , 6 ]， n 维开（闭）区」间，50, 52 

S , S 的闭包，53, 62 

S \ 由 S 的聚点组成的集合，54, 62 ' 

( M ， …，以 d 为度量的度量空间 Af ， 60 
d (工， y )， 在度量空间中从 x 到 y 的距离，60 
B M ( a ； r ) 9 在度量空间 M 中的球，61 
d S , 集合 S 的边界，64 
lim ， lim ， 右极限（左极限），93 

: r > c + : r .>£： — 

/( c +), /( c —), /在 r 点的右极限(左极限），93 

仏 （ T )， /在集合: T 上的振幅，170 

a ；/( x ), /在 x 点的振幅，170 

/( c )， /在 c 点的导数，104, 114，117 

D k f ， /关于第々个坐标的偏导数，115 

H 二阶偏导数，116 

沪 [ a ， 6]，由 [ a , 6] 的全部划分组成的集合， 
128， 141 

V /, /的全变差，129 

一 条可求长的路/的长度，134 
S ( P ， f ， cd ， 黎曼-斯蒂尔切斯和，141 

6]，/ 在 [ a ，6] 上关于 cr 黎曼可积，141 
/ GK [ a , &], /在 U ， 幻上黎曼可积，142 
a / 于 [ a ， fc ]， a 在 [ fl ， 幻上 递增，150 
U ( P ， /，《)， L ( P ， /， a ), 斯蒂尔切斯上和（下 
和），151 

lim sup , 上极限，184 
lim inf ,下极限，184 

a n = Oib n ) , a n = o (6„) ,大 0( 小 0 ) 记号，192 
L i . {/ J 平均收敛到/，232 

H，oo 

/ ec °°， /有每一阶的导数，241 
a . e , ,几乎处处，172 

/^/ a . e - 于 S , 序列 {/„} 在 S 上递增且在 S 上几乎 
处处收敛到/， 254 

S ( J )， 由区间了上的阶梯函数组成的集合，256 
17(1)， 由区间 J 上的上函数组成的集合，256 
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UJ )， 由在区间 f 上勒贝格可积的函数组成的集 
合，260 

广，/_，函数/的正部（负部 ）， 261 

M ( J ), 由在区间 f 上可测的函数组成的集合，279 

Xs ， S 的特征函数，289 
fAS )， S 的勒贝格测度，290 
(/, g ), 函数/与发在 L 2 ( D 中的内积，294, 295 
ll/lh / 的 P 范数，294, 295 
L 2 ( Z ), 由在 J 上平方可积的函数组成的集合，294 
f 失 g ， /与发的卷积，328 
/'( c ; “），/在 c 点沿方向《的方向导数，3料 
T c ， /( c ), 全导数，347 
▽/，/的梯度向量，348 
m ( r )， 线性函数 r 的矩阵，350 
D /( c ), /在 c 点的雅可比矩阵，351 


L ( x , y ), 连接 x 与 j; 的线段， 355 

det[a I; ], 矩阵[^]的行列式， 367 

J f , /的雅可比行列式，368 

fee , /的分量有连续的一阶偏导数，371 
* 

/U)djc ， 多重积分， 389,407 
J 1 

£ ( S )， c ( S ), S 的内（外）若尔当容度， 3 96 
c ( S ), S 的若尔当容度，396 

| /, /沿 y 的围道积分，436 

J 7 

A ( a ; n t r 2 ) f 以 a 为中心的圆环， 438 
tt ( y ， z )， 回路7关于^的卷绕数，料 5 
B \ a ), r) , a 的去心邻域，457 

Res / U )， /在 a 点的留数，459 

z= a 
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A 

Abel，Neils Henrik (阿贝尔，1802 —- 1829)，194, 
245， 248 

Abel，limit theorem (阿贝尔，阿贝尔极限定理）， 245 
partial summation formula (阿贝尔部分求和公 
式 ）， 194 

test for convergence of series (级数收敛性的阿贝尔 
检验法），194， 248( 练习 9. 13) 

Absolute convergence , of products (绝对收敛性，乘 
积的绝对收敛性），208 
of series (级数的绝对收敛性），189 
Absolute value (绝对值），13，18 
Absolutely continuous function (绝对连续函数），139 
Accumulation point (聚点），52，62 
Additive function (可加的函数）， 45( 练习 2. 22) 
Additivity of Lebesgue measure (勒贝格测度的可加 
性 ）， 291 

Adherent point (附贴点），52，62 
Algebraic number (代数数）， 45( 练习 2. 15) 

Almost everywhere (几乎处处），172，391 
Analytic function (解析函数），434 
Annulus (圆环），438 

Approximation theorem of Weierstrass (魏尔斯特拉 
斯逼近定理），322 
Arc (弧），88 ，435 

Archimedean property of real numbers (实数的阿基米 
德性质），10 
Arc length (弧长），134 
Arcwise connected set (弧连通集〉，88 
Area ( content)of a plane region (平面区域的面积（容 
度 ））， 396 

Argand ， Jean-Robert (阿尔岡，1768—1822)，17 
Argument of complex number (复数的辐角）， 21 
Arithmetic mean (算术平均）， 205 
Arzela , Cesare (阿尔泽拉，1847 -1912)，228，273 
Arzela's theorem (阿尔泽拉定理），228，273 


Associative law (结合律），2，16 

Axioms for real numbers (适用于实数的公理），1，2， 9 

B 

Ball，in a metric space (球，度量空间内的球）， 61 
in R w ( R n 内的球 ），49 
Basis vectors (基向量）， 49 

Bernoulli , James (伯努利 • 詹姆士，1654 — 1705)， 
251， 338， 478 

Bernoulli，numbers (伯努利，伯努利数）， 251( 练习 
9. 38) 

periodic functions (伯努利周期函数）， 338( 练习 
11. 18) 

polynomials (伯努利多项式），251 (练习 9. 38 ) ， 
478( 练习 16. 40) 

Bernstein，Sergei Natanovic (伯恩斯坦， 1880— )，242 

Bernstein’s theorem (伯恩斯坦定理），242 
Bessel , Friedrich Wilhelm (贝塞尔， 1784--1846 ) ， 
309, 475 

Bessel function (贝塞尔函数）， 475( 练习 16,21) 
Bessel inequality (贝塞尔不等式），309 
Beta function 函数），331 

Binary system (二进制），225 
Binomial series (二项级数），244 
Bolzano , Bernard (波尔査诺， 1781—1848), 54，85 
Bolzano’s theorem (波尔査诺定理），85 
Bolzano-Weierstrass theorem (波尔査诺一魏尔斯特拉 
斯定理），54 

Bonnet , Ossian (博内， 1819—1892), 165 
Bonnet’s theorem (博内定理），165 
Borel , 它 mile (博雷尔， 1871— 1938)，58 
Bound，greatest lower (界，下确界），9 
least upper (上确界），9 
lower (下界），8 
uniform ( —致的界），221 
upper (上界），8 

Boundary，of a set (边界，集合的边界），64 




392 


索 


引 


point ( 边界点 ），64 

Bounded，away from zero ( 有界，有界离开零 ）， 130 
convergence ( 有界收敛）， 227，273 
function ( 有界函数 ），83 
set ( 有界集）， 54，63 
variation ( 有界变差 ），128 

C 

Cantor，Georg ( 康托尔， 1845—1918) ， 8 ， 32 ， 56 ， 
67 ， 180 ， 312 

Cantor intersection theorem ( 康托尔交定理 ），56 
Cantor-Bendixon theorem ( 康托尔 — 本迪克松定理）， 
67( 练习 3_ 25) 

Cantor set ( 康托尔集）， 180( 练习 7. 32) 

Cardinal number ( 基数 ），38 
Carleson，Lennart ( 卡尔松 ），312 
Cartesian product ( 笛卡儿积 ），33 
Casorati-Weierstrass theorem ( 卡索拉提-魏尔斯特拉 
斯定理）， 475( 练习 16.23) 

Cauchy, Augustin-Louis ( 柯西， 1789 — 1857) ， 14 ， 
73 ， 118 ， 177 ， 183 ， 207 ， 222 
Cauchy condition ( 柯西条件）， 

for products ( 适用于乘积的柯西条件），20 7 
for sequences ( 适用于序列的柯西条件 ）， 73 ，183 
for series ( 适用于级数的柯西条件 ）， I 86 
for uniform convergence (适用于一致收敛的柯西条 
件）， 222, 223 

Cauchy，inequalities ( 柯西，柯西不等式）， 4S1 
integral formula ( 柯西积分公式 ），443 
integral theorem ( 柯西积分定理）， 4 39 
principal value ( 柯西主值 ），277 
product ( 柯西乘积 ），204 
residue theorem ( 柯西留数定理 ），460 
sequence ( 柯西序列 ），73 
Cauchy-Riemann equations ( 柯西 - 黎曼方程 ），118 
Cauchy-Schwarz inequality, for inner products ( 柯西—施 
瓦茨不等式，适用于内积的）， 29 4 
for integrals ( 适用于积分的）， 177( 练习 7.16), 294 
for sums ( 适用于求和的）， 14 ， 27( 练习 L 23)，30 
( 练习 1-48) 

Cesaro* Ernesto ( 切萨罗， 1859—1906) ， 205，320 
Cesaro* sum ( 切萨罗，切萨罗和）， 2 0 S 


summability of Fourier series (傅里叶级数的切萨罗 
可求和性 ），320 

Chain rule, complex functions ( 链式法则，复函数 ），117 
, real functions ( 实函数 ），107 
matrix form of ( 链式法则的矩阵形式 ），353 
vector-valued functions ( 向量值函数 ），114 
Change of variables f in a Lebesgue integral (变量替 
换，在勒贝格积分中的 ）， 262 
in a multiple Lebesgue integral (在多重勒贝格积分 
中的 ），421 

in a Riemann integral ( 在黎曼积分中的 ）， 164 
in a Riemann-Stieltjes integral (在黎曼一斯蒂尔切斯 
积分中的 ），144 

Characteristic function ( 特征函数 ），289 
Circuit ( 回路 ），435 
Closed, ball ( 闭，球）， 67( 练习 3.31) 
curve ( 曲线 ），435 
interval ( 区间）， 4，52 
mapping ( 映射）， 99 ( 练习 4_ 32) 
region ( 区域 ），90 
set ( 集）， 53, 62 

Closure of a set ( 集合的闭包 ）， 53 
Commutative law ( 交换律）， 2，16 
Compact set ( 紧集）， 59, 63 
Comparison test ( 比较检验法 ），190 
Complement ( 余集 ），41 
Complete metric space ( 完备度量空间 ），74 
Complete orthonormal set ( 完全的正交集 ），336 (练习 
11 . 6 ) 

Completeness axiom ( 完全公理 ），9 
Complex number ( 复数 ），15 
Complex plane ( 复平面 ），17 
Component , interval ( 分支，构成区间 ），51 
of a metric space ( 度量空间的分支 ）， 87 
of a vector ( 向量的分量 ），47 
Composite function ( 复合函数 ），37 
Condensation point ( 凝聚点）， 67( 练习 3 - 23) 
Conditional convergent series ( 条件收敛的级数）， I 8 9 
rearrangement of ( 的重排 ），197 
Conformal mapping ( 共形映射 ），471 
Conjugate complex number ( 共無复数）， 28 ( 练习 1_ 29) 
Connected , metric space ( 连 通的， 度量空间），86 
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set ( 集合），86 
Coment ( 容度 ）， 3 % 

Continuity ( 连续性 ），78 
uniform (— 致的 ），90 

Continuously differentiable function (连续可微的函 
数 ），371 

Contour integral ( 围道积分 ），436 
Contraction, constant ( 压缩，常数 ），92 
fixed-point theorem ( 不动点定理 ），92 
mapping ( 映射 ），92 

Convergence f absolute ( 收敛性，绝对的 ），189 
bounded ( 有界的 ），227 
conditional ( 条件的 ），189 
in a metric space ( 在一 ■ 个度量空间内 ），70 
mean ( 平均 ），232 
of a product ( 乘积的 ），207 
of a sequence ( 序列的 ）， 183 
、 of a series ( 级数的 ），185 
pointwise ( 点态的 ），218 
uniform ( —^ 致的），221 
Converse of a relation (— 个关系的逆 ）， 36 
Convex set ( 凸集）， 66 ( 练习 3. 14) 

Convolution integral ( 卷积积分 ），328 
Convolution theorem, for Fourier transforms (卷积定 
理，适用于傅里叶变换的 ），329 
for Laplace transforms ( 适用于拉普拉斯变换的）， 
342 ( 练习 11.36) 

Coordinate transformation ( 坐标变换 ），417 
Countable additivity ( 可数可加性 ），291 
Countable set ( 可数集 ），39 
Covering of a set ( 集合的覆盖 ）， 56 
Covering theorem ， Heine-Borel ( 覆盖定理，海 涅-博 
雷尔 ），58 

Lindelof ( 林德勒夫 ），57 
Cramer’s rule ( 克拉默法则 ），367 
Curve，closed ( 曲线，闭的 ），435 
Jordan ( 若尔当）， 4 奶 
piecewise-smooth ( 分段光滑 ），435 
rectifiable ( 可求长），1糾 

D 

DanielU P ， J. ( 丹尼尔， 1889— 1946)，252 


Darboux，Gaston ( 达布， 1842—1917)，152 
Decimals ( 小数），11，12 , 27 ( 练习 1.22) 

Dedekind, Richard ( 戴德金， 1831— 1916)，8 
Deleted neighborhood ( 去心邻域 ），457 
DeMoivre，Ham ( 棣莫弗， 1667—1754), 29 
De Moivre’s theorem ( 様莫弗定理）， 29 ( 练习 1. 44) 
Dense set ( 稠密集）， 68 ( 练习 3, 32) 

Denumerable set ( 可数集 ），39 

Derivative (s)，of complex functions ( 导数，复函数 
的 ），117 

directional ( 方向 ），344 
partial ( 偏 ），115 

of real-valued functions ( 实值函数的）， IO 4 
total ( 全 ），347 

of vector-valued functions ( 向量值函数的 ）， 114 
Derived set ( 导集）， 54，62 
Determinant ( 行列式 ），367 
Difference of two sets ( 两个集合的差 ）， 4 1 
Differentiation , of integrals ( 微分法，积分的）， 
162 ， 167 

of sequences ( 序列的），2 29 
of series ( 级数的 ），230 

Dini, Ulisse ( 迪尼， 1845—1918) ， 248 ， 312，319 
Dini’s theorem, on Fourier series ( 迪尼定理，关于傅 
里叶级数的 ），319 

on uniform convergence ( 关于一致收敛的 ），248 
( 练习 9.9) 

Directional derivative ( 方向导数 ），344 
Dirichlet , Peter Gustav Lejeune ( 狄利克雷， 1805— 
1859 )， 194 ， 205 ， 215 ， 230, 317, 464 
Dirichlet , integrals ( 狄利克雷，积分 ），314 
kernel ( 核 ），317 
product ( 乘积 ），205 
series ( 级数）， 215( 练习 8. 34) 

Dirichlet's test，for convergence of series (狄利克雷 
检验法，适用于级数的收敛性的 ），194 
for uniform convergence of series (适用于级数的一 
致收敛性的 ），230 

Disconnected set ( 不连通的集合），86 
Discontinuity ( 间断 ），9 3 
Discrete metric space ( 离散度量空间 ），61 
Disjoint sets ( 不相交的集合 ），41 
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collection of ( 由不相交的集合组成的集族 ），42 
Disk ( 圆盘 ），49 

of convergence ( 收敛圆盘 ），234 
Distance function (metric) ( 距离函数（度量 ））， 60 
Distributive law ( 分配律）， 2，16 
Divergent，product ( 发散的，乘积 ），207 
sequence ( 序列 ），183 
series ( 级数 ），185 
Divisor ( 因数 ），4 

greatest common ( 最大公因数 ），5 
Domain (open region) ( 区域（开区域 ）），90 
Domain of a function ( 函数的定义域 ）， 34 
Dominated convergence theorem ( 控制收敛定理 ）， 270 
Dot product ( 点积 ），48 
Double, integral ( 二重，积分）， 390，407 
Double sequence ( 二重序列 ），199 
Double series ( 二重级数），200 

Du Bois-Reymond, Paul ( 杜布瓦 — 雷蒙 ， 1831 — 
1889 )， 312 

Duplication formula for the Gamma function (伽马函 
数的倍量公式）， 341( 练习 11,31) 

E 

irrationality of 的无理性 ），7 
Element of a set ( 集合的元素 ）， 32 
Empty set ( 空集 ），33 
Equivalence，of paths ( 路的等价 性 〉， 136 
relation ( 等价关系）， 43( 练习 2_ 2) 

Essential singularity ( 本性奇点 ），458 
Euclidean, metric ( 欧几里得，度量）， 48，61 
space R n (空间 IT), 47 
Euclid’s lemma ( 欧几里得引理 ）， 5 
Euler, Leonard ( 欧拉， 1707—1783 ) ， 149 ， 192, 
209, 365 

Euler’s，constant ( 欧拉，常数 ），192 

product for ^ (s) ( 对于 （（ s) 的欧拉乘积 ），209 
summation formula ( 求和公式 ），149 
theorem on homogeneous functions (关于齐次函数 
的定理）， 365( 练习 12,18) 

Exponential form, of Fourier integral theorem (指数 
形式，傅里叶积分定理的 ）， 325 
of Fourier series ( 傅里叶级数的 ），323 


Exponential function ( 指数函数）， 7，19 
Extended complex plane ( 扩充复平面 ），25 
Extended real-number system ( 扩充实数系 ），14 
Extension of a function ( 函数的扩张）， 35 
Exterior (or outer region)of a Jordan curve (一条若尔 
当曲线的外部 ( 或外部区域 ）），447 
Extremum problems ( 极值问题 ），375 

F 

Fatou, Pierre ( 法图， 1878—1929), 299 
Fatou’s lemma ( 法图引理）， 299 ( 练习 10. 8) 

Fejer, Leopold ( 费耶， 1880—1959) ， 179 ， 312，320 
Fejer's theorem ( 费耶定理）， 179( 练习 7. 23) ，320 
Fekete，Michel ( 费克特 ），178 
Field，of complex numbers ( 域，复数域 ）， 116 
of real numbers ( 实数域）， 2 
Finite set ( 有限集 ）， 38 

Fischer, Ernst ( 菲舍尔， 1875—1954) ， 297，311 
Fixed point, of a function ( 不动点，函数的不动 
点 ），92 

Fixed-point theorem ( 不动点定理 ），92 
Fourier, Joseph ( 傅里叶， 1758—1830) ， 306 ， 309, 
312 ， 324 ， 326 

Fourier coefficient ( 傅里叶系数 ），309 
Fourier integral theorem ( 傅里叶积分定理 ），324 
Fourier series ( 傅里叶级数 ），309 
Fourier transform ( 傅里叶变换 ），326 
Fubini, Guido ( 富比尼， 1879—1943), 405 ， 410, 413 
Fubini’s theorem ( 富比尼定理）， 410，413 
Function, definition of ( 函数的定义 ），34 
Fundamental theorem，of algebra ( 基本定理，代数 
的）， 15, 451 ， 475 ( 练习 16, 15) 
of integral calculus ( 积分学的 ），162 

G 

Gamma function，continuity of ( 伽马函数，的连续 
性 ），282 

definition of ( 的定义 ），277 
derivative of ( 的导数）， 284, 303 ( 练习 10.29) 
duplication formula for ( 的倍量公式）， 34 1 ( 练习 
11. 31) 

functional equation for ( 的函数方程 ），278 
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series for ( 的级数）， 304 ( 练习 10, 31) 

Gauss, Karl Friedrich ( 髙斯， 1777— 1855) ， 17, 464 

Gaussian sum ( 高斯和 ），464 

Geometric series ( 几何级数）， 190，195 

Gibbs' phenomenon ( 吉布斯现象 ），338 (练习 11. 19) 

Global property ( 整体性质 ），79 

Goursat, fedouard ( 古尔萨， 1858— 1936)，434 

Gradient ( 梯度 ），348 

Gram, J+rgen Pedersen ( 格拉姆， 1850—1916)，335 
Gram-Schmidt process ( 格拉姆一施密特过程 ），335 
( 练习 11.3) 

Greatest lower bound ( 下确界 ），9 

H 

Hadamard, Jacques ( 阿达马， 1865— 1963)，386 
Hadamard determinant theorem (阿达马行列式定 
理）， 386 ( 练习 13* 16) 

Half-open interval ( 半开区间 ），4 
Hardy，Godfrey Harold ( 哈代， 1877—1947) ， 30 ， 
206, 217 ， 251, 312 
Harmonic series ( 调和级数 ），186 
Heine, Eduard ( 海涅， 1821—1881) ， 58, 91，312 
Heine-Borel covering theorem (海涅一博雷尔覆盖定 
理 ），58 

Heine’s theorem ( 海涅定理 ），91 
Hobson » Ernest William ( 霍布森， 1856—1933 )， 
312 ， 415 

Homeomorphism ( 同胚 ），84 
Homogeneous function ( 齐次函数〉， 364 ( 练习 12_ 18) 
Homotopic paths ( 同伦的路 ），440 
Hyperplane ( 超平面 ），394 

I 

Identity theorem for analytic functions ( 解析函数的 fe 
等定理 ），452 

% 

Image ( 象 ）， 35 

Imaginary part ( 虚部 ）， 15 

Imaginary unit ( 虚单位 ）， 18 

Implicit-function theorem ( 隐函数定理 ）， 374 

Improper Riemann integral ( 反常黎曼积分 ）， 276 

Increasing function ( 递增函数）， 94， 150 

Increasing sequence ， of functions ( 递增序列，函数 


的 ），254 

of numbers ( 数的 ）， 71，185 
Independent set of functions ( 无关的函数集合 ）， 335 
( 练习 11 .2) 

Induction principle ( 归纳法原则 ），4 

Inductive set ( 归纳集 ），4 

Inequality，Bessel ( 不等式，贝塞 尔 〉， 3 09 

Cauchy-Schwarz ( 柯西 - 施瓦茨 ）， 14 ， 177 ( 练习 
7. 16)，294 

Minkowski ( 闵可夫斯基）， 27( 练习 1.25) 
triangle ( 三角 ）* 13，294 
Infimum ( 下确界 ），9 
Infinite, derivative ( 无穷的，导数 ），108 
product ( 乘积 ），206 
series ( 级数 ），185 
set ( 集合 ），38 

Infinity, inC*( 无穷， C* 内的 >，24 
inR* (R # 内的 ），14 

Inner Jordan content ( 若尔当内容度 ）， 396 
Inner product ( 内积）， 48，294 
Integers ( 整数 ），4 

Integrable function, Lebesgue ( 可积函数，勒贝格）， 
260, 407 

Riemann ( 黎曼）， 141，389 
Integral , equation ( 积分，方程 ），181 
test ( 检验法 ）， 191 
transform ( 变换 ），326 
Integration by parts ( 分部积分）， 144，278 
Integrator ( 积分函数 )，142 

Interior (or inner region)of a Jordan curve (一条若尔 
当曲线的内部 ( 或内部区域 ）），447 
Interior » of a set ( 一个集合的内部）， 49， 61 
Interior point ( 内点）， 49，61 

Intermediate^value theorem，for continuous functions 
( 介值定理，对于连续函数的 ），85 
for derivatives ( 对于导数的），112 
Intersection of sets ( 集合的交 ），41 
Interval ， inR ( 区间 ， R 内的 ），4 
in R n (R n 内的）， 50，52 
Inverse function ( 反函数 ），36 
Inverse-function theorem ( 反函数定理 ），372 
Inverse image ( 逆象）， 44( 练习 2, 7) ，81 
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Inversion formula* for Fourier transforms (反演公 
式，对于傅里叶变换的 ）， 327 
for Laplace transforms ( 对于拉普拉斯变换的）， 
342 ( 练习 11.38)，468 
Irrational numbers ( 无理数 ），7 
Isolated point ( 孤立点 ），53 
Isolated singularity ( 孤立奇点 ），458 
Isolated zero ( 孤立零点 ），452 
Isometry ( 等距 ），84 
Iterated integral ( 累次积分）， 167，287 
Iterated limit ( 累次极限 ），199 
Iterated series ( 累次级数 ），202 

j 

Jacobi，Carl Gustav Jacob ( 雅可比， 1804—1851 )， 
351, 368 

Jacobian, determinant ( 雅可比，行列式 ），368 
matrix ( 矩阵 ），351 

Jordan, Camille ( 若尔当， 1838—1922) ， 312 ， 319, 
396 ， 435 ， 447 

Jordan，arc ( 若尔当，弧 ），435 
content ( 容度 ），396 
curve ( 曲线 ），435 
curve theorem ( 曲线定理），料 7 
theorem on Fourier series (关于傅里叶级数的定 
理 ），319 

Jordan-measurable set ( 若尔当可测集 ）， 396 
Jump，discontinuity ( 跃变，间断点 ），93 
of a function ( 函数的 ），9 3 

K 

Kestelman, Hyman ( 科斯特曼）， 165，182 
Kronecker delta ， 及） （ 克罗内克 5 ( 符号）， S tJ ) ，385 
( 练习 13.6) 

L 

U-noan (L 2 范数）， 293，295 

Lagrange f Joseph Louis ( 拉格朗 日， . 1736—1813 )， 
27 ， 30 ， 380 

Lagrange，identity ( 拉格朗日，恒等式）， 27 ( 练习 
1.23) ， 30 ( 练习 L 48)，380 


multipliers ( 乘子 ），380 、 

Landau，Edmund ( 兰道， 1877—1938) ，31 
Laplace, Pierre Simon ( 拉普拉斯， 1749 一 1827 )， 
326 ， 342 ， 468 

Laplace transform ( 拉普拉斯变换）， 326 ， 342，468 
Laurent, Pierre Alphonse ( 洛朗， 1813—1854)，455 
Laurent expansion ( 洛朗展开 ），455 
Least upper bound ( 上确界 ），9 
Lebesgue, Henri ( 勒贝格， 1875—1941), 141 ， 171 ， 
260 ， 270 ， 273 ， 290 ， 292, 312 ， 391 ， 405 
bounded convergence theorem ( 有界收敛定理 ）， 273 
criterion for Riemann integrability (对于黎曼可积 
性的准则）， 171，391 

dominated-convergence theorem ( 控制收敛定理 )，270 
integral of complex functions (复函数的勒贝格积 
分 ），292 

integral of real functions ( 实函数的勒贝格积分）， 
260 ， 407 , 

measure ( 测度）， 290, 408 
Legendre, Adrien-Marie ( 勒让德， 1752— 1833)，336 
Legendre polynomials ( 勒让德多项式 ) ， 336 ( 练习 11. 7) 
Leibniz，Gottfried Wilhelm ( 莱布尼茨， 1646— 
1716 )， 121 

Leibniz’ formula ( 莱布尼茨公式）， 121( 练习 5_ 6) 
Length of a path ( 路的长度 ） ， I 34 
Levi, Beppo( 莱维， 1875 — 1961) ， 265, 267, 268, 407 
Levi monotone convergence theorem, for sequences 
( 莱维单调收敛定理，适用于序列的 ），267 
for series ( 适用于级数的）， 2 M 
for step functions ( 适用于阶梯函数的），2 65 
Limit，inferior ( 极限，下极限 ），184 

in a metric space ( 度量空间中的极限 ），71 
superior ( 上极限 ），184 
Limit function ( 极限函数 ），218 
Limit theorem of Abel ( 阿贝尔极限定理 ）， 245 
Lindelof, Ernst ( 林德勒夫， 1870—1946)，56 
Lindelof covering theorem ( 林德勒夫覆盖定理 ），57 
Linear function ( 线性函数 ），345 
Linear space ( 线性空间 ），48 

of functions ( 函数的线性空间）， 13 7 ( 练习 6.4) 
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Line segment in R n (R rt 中的线段）， 88 
Linearly dependent set of functions (线性相关的函数 
集合）， 122( 练习 5.9) 

Liouville，Joseph ( 刘维尔， 1809—1882)，451 1 
Liouville’s theorem ( 刘维尔定理 ），451 
Lipschitz，Rudolph ( 利普希茨， 1831—1904), 121 ， 
137 ， 312 ， 316 

Lipschitz condition ( 利普希茨条件）， 121 ( 练习 5. 1 )， 
137( 练习 6. 2)，316 

Littlewood, John Edensor ( 李特尔伍德， 1885— 
1977 )， 312 

Local extremum ( 局部极值）， 98( 练习 4- 25) 

Local property ( 局部性质 ），79 
Localization theorem ( 局部化定理 ），318 
Logarithm ( 对数 ），23 
Lower bound ( 下界），8 
Lower integral ( 下积分 ），152 
Lower limit ( 下极限 ），184 

M 

Mapping ( 映射 ），35 
Matrix ( 矩阵 ）， 350 
product ( 乘积 ），351 

Maximum and minimum ( 极大值和极小值）， 83，375 
Maximum-modulus principle ( 最大模原理）， 453，454 
Mean convergence ( 平均收敛），2 32 
Mean-Value Theorem for derivatives ( 微分中值定理）， 
of real-valued functions ( 实值函数的）， 110 
of vector-valued functions ( 向量值函数的 ），355 
Mean-Value Theorem for integrals ( 积分中值定理）， 
multiple integrals ( 多重积分 ）， 401 
Riemann integrals ( 黎曼积分）， 160，165 
Riemann-Stieltjes integrals ( 黎曼-斯蒂尔切斯积 
分 ），160 

Measurable function ( 可测函数）， 279，407 
Measurable set ( 可测集）， 290，408 
Measure, of a set ( 测度，集合的）， 290，408 
zero ( 零测度）， 169, 290, 391，405 
Mertens，Franz ( 梅尔滕斯， 1840—1927) , 204 
Mertens’ theorem ( 梅尔滕斯定理 ），204 


Metric ( 度量 ），60 
Metric space ( 度量空间 ），60 
Minimum-modulus principle ( 最小模原理 ），454 
Minkowski , Hermann ( 岗可夫斯基， 1864—1909)，27 
Minkowski's inequality ( 闵可夫斯基不等式）， 27 ( 练 
习 1*25) 

Mobius y Augustus Ferdinand (默比乌斯 1790— 
1868 )， 471 

Mobius transformation ( 默比乌斯变换 ），471 
Modulus of a complex number ( 复数的模 18 
Monotonic function ( 单调函数 ）， 94 
Monotonic sequence ( 单调序列 ）， 185 
Multiple integral ( 多重积分）， 389，407 
Multiplicative function ( 乘性函数）， 216( 练习 8. 45) 

N 

Neighborhood ( 邻域 ），49 
ofmfinity ( 无穷远点的邻域）， 15 f 25 
Niven, Ivan M, ( 尼文， 1915— ) ， 180( 练习 7. 33) 

72 -measure in 维测度 ），408 
Nonempty set ( 非空集合 ），_ 1 

Nonmeasurable function ( 不可测函数）， 30 4 (练习 10- 37) 
Nonmeasurable set ( 不可测集合）， 304 ( 练习 10* 36) 
Nonnegative ( 非负 ），3 

Norm, of afunctkm ( 范数，函数的），10 2 ( 练习 4. 郎 ) 
of a partition ( 划分的 ），141 
of a vector ( 向量的 ）， 48 

o 

Of o 9 oh notation ( 大 O 和小 o is 号 ）， 192 
One-to-one function (1-1 函数 )， 36 
Onto ( 到上 ）， 35 
Operator ( 算子 ）， 327 
Open, covering ( 开，覆盖）， 56， 63 
interval in R(R 中的开区间 ），4 
interval in R” （ R n 中的开区间 ），50 
mapping ( 开映射）， 370，454 
mapping theorem ( 开映射定理）， 371, 454 
set in a metric space ( 度量空间中的开集 ）， 62 
set in R” （ R n 中的开集 ），49 
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Order，of pole ( 阶，极点的阶 ）， 458 
of zero ( 零点的阶 ），452 
Ordered n-tuple (有序的 w 元数组 ），47 
Ordered pair ( 序偶 ），33 
Order-preserving function ( 保序的函数 ），38 
Ordinate set ( 纵坐标集）， 403 ( 练习 14* 11) 

Orientation of a circuit ( 回路的定向 ）， 447 
Orthogonal system of functions ( 正交函数系 ）， 306 
Ortho normal set of functions ( 规范正交函数集 ）， 306 
Oscillation of a function ( 函数的振幅）， 98 ( 练习 
4.24)，170 

Outer Jordan content ( 若尔当外容度 ）， 396 

P 

Parallelogram law ( 平行四边形法则 ）， 17 
ParsevaU Mark-Antoine ( 帕塞瓦尔， 1776—1836 )， 
309 ， 474 

ParsevaTs formula ( 帕塞瓦尔公式）， 309 ， 474 ( 练习 
16. 12) 

Partial derivative ( 偏导数 ），115 
of higher order ( 高阶偏导数 ），116 
Partial sum ( 部分和 ），185 

Partial summation formula ( 部分求和公式 ），194 
Partition of an interval ( 区间的划分 ) ， 128, 141 
Path ( 路）， 88 ， 133, 435 
Peano, Giuseppe ( 佩亚诺， 1858—1932)，224 
Perfect set ( 完全集）， 67( 练习 3. 25) 

Periodic function ( 周期函数）， 224，317 
Pi ， re, irrationality of ， （兀的无理性）， 180( 练习 7. 33) 
Piecewise-smooth path ( 分段光滑的路 ），435 
Point，in a metric space ( 点，度量空间中的 ）， 60 
in R n (R n 中的 ），47 

Pointwise convergence ( 点态收敛 ），218 
Poisson ， Sm^on Denis ( 泊松， 1781—1840) ， 332，473 
Poisson，integral formula ( 泊松，积分公式 ），473 
( 练习 16,5) 

summation formula ( 求和公式 ），332 
Polar coordinates ( 极坐标）， 20，418 
Polygonal curve ( 折线 ），89 
Polygonally connected set ( 折线连通集 ），89 


Polynomial ( 多项式 ），80 

in two variables ( 二元多项式 ），462 
zeros of ( 多项式的零点）， 451 ， 475( 练习 16. 15) 
Power series ( 幕级数 ），234 

Powers of complex numbers ( 复数的幂）， 21 ， 23 
Prime number ( 素数 ），5 

Prime-number theorem ( 素数定理）， 175( 练习 7, 10) 
Principal part ( 主要部分 ），456 
Projection ( 投影 ），394 

Q 

Quadratic form ( 二次型 ），378 
Quadric surface ( 二次曲面 ），383 
Quotient, of complex numbers ( 商，复数的商 ）， 16 
of real numbers ( 实数的商）， 2 

R 

Radius of convergence ( 收敛半径 ， ）234 
Range of a function ( 函数的值域 ）， 34 
Ratio test ( 比值检验法）， I 93 
Rational function ( 有理函数）， 81， 462 
Rational number ( 有理数），6 
Real number ( 实数 ），1 
Real part ( 实部）， I 5 

Rearrangement of series ( 级数的重排 ）， 196 
Reciprocity law for Gauss sums (对于高斯和的互反 
律 ）， 464 

Rectifiable path ( 可求长的路）， 1 34 
Reflexive relation ( 自反关系）， 43( 练习 2. 2) 

Region ( 区域）， 89 
Relation ( 关系）， 34 

Removable discontinuity ( 可去间断点 ），93 
Removable singularity ( 可去奇点 ），458 
Residue ( 留数 ），459 
Residue theorem ( 留数定理 ），460 
Restriction of a function ( 函数的限制 ）， 35 
Riemann, Georg Friedrich Bernard ( 黎曼， 1826 — 
1866 )， 17 ， 142, 153 ， 192 ， 209, 312, 313, 
318 ， 389 ， 475 
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condition ( 黎曼条件 ），153 
integral ( 黎曼积分）， 142，389 
Localization theorem ( 黎曼局部化定理 ），318 
sphere ( 黎曼球面 ），17 

theorem on singularities ( 关于奇点的黎曼定理）， 
475 ( 练习 16.22) 

zeta function (黎曼 f 函数）， 192，209 
Riemann-Lebesgue lemma ( 黎曼 — 勒贝格引理 ），313 
Riesz, Frigyes ( 里斯， 1880—1956 ) ， 252, 297, 
305, 311 

Riesz*Fischer theorem ( 里斯一费希尔定理）， 297，311 

Righthand derivative ( 右导数 ），108 

Righthand limit ( 右极限 ），93 

Rolle，Michel ( 罗尔， 1652—1719), 110 

Rolle’s theorem ( 罗尔定理），110 

Root test ( 根检验法 ），193 

Roots of complex numbers ( 复数的方根 ）， 22 

Rouche, Eugdne ( 儒歇， 1832—1910)，475 

Rouche's theorem ( 儒歇定理）， 475 ( 练习 16. 14) 

S 

Saddle point ( 鞍点 ），377 

* 

Scalar ( 标量 ），48 

Schmidt, Erhard ( 施密特， 1876— 1959)，335 
Schoenberg, Isaac J. ,( 施恩伯格， 1903— )，224 

Schwarz，Hermann Amandus ( 施瓦茨， 1843— 
1921 )， 14 ， 27, 30 ， 122 ， 177, 294 
Schwarzian derivative ( 施瓦茨导数）， 122 ( 练习 5. 7) 
Schwarz's lemma ( 施瓦茨引理）， 474 ( 练习 16- 13) 
Second-derivative test for extrema (对于极值的二阶 
导数检验法 ），378 

Second Mean-Value Theorem for Rieraann integrals 
( 黎曼积分的第二中值定理 ）， 165 
Semimetric space ( 半度量空间 ），295 
Separable metric space ( 可分度量空间）， 68 ( 练习 3_ 33) 
Sequence，definition oi ( 序列的定义 ），37 
Set algebra ( 集代数 ），40 

Similar (equinumerous)sets ( 相似（对等）集 ），38 

Simple curve ( 简单曲线 ），435 

Simply connected region ( 单连通区域 ），443 


Singularity ( 奇点 ），458 
essential ( 本性奇点 ），459 
pole ( 极点 ），458 
removable ( 可去奇点 ），458 
Slobbovian integral ( Slobbovian 积分 ） ，249 (练习 
9. 17) 

Spacefilling curve ( 填满空间的曲线 ），224 
Spherical coordinates ( 球面坐标 ），419 
Square^integrable functions ( 平方可积函数 ），294 
Stationary point ( 稳定点 ），377 
Step function ( 阶梯函数）， 148，406 
Stereographic projection ( 球极平面投影 ），17 
Stieltjes, Thomas Jan ( 斯蒂尔切斯， 1856— 1894)，140 
Stieltjes integral ( 斯蒂尔切斯积分 ）， 140 
Stone, Marshall H. ( 斯通， 1903— ) ，252 

.Strictly increasing function ( 严格递增的函数 ），94 
Subsequence ( 子序列 ），38 
Subset ( 子集）， 1，32 

Substitution theorem for power series (幂级数的代入 
定理 ），238 

Sup norm ( 上确界范数）， 102 ( 练习 4. 66) 

Supremum ( 上确界 ），9 

Symmetric quadratic form ( 对称二次型 ），378 
Symmetric relation ( 对称关系）， 43( 练习 2. 2) 

T 

Tannery, Jules ( 塔内里， 1848 一 1910)，299 
Tannery’s theorem ( 塔内里定理）， 299( 练习 ]0, 7) 
Tauber, Alfred ( 陶伯， 1866 —约 1947) ，246 
Tauberian theorem ( 陶伯定理）， 246 ， 251( 练习 9. 37) 
Taylor , Brook ( 泰勒， 1685—1731 ), 113, 241 ， 
361, 449 

Taylor's formula with remainder (带有余项的泰勒公 
式 ），113 

for functions of several variables (适用于多元函数 
的 ），361 

Taylor’s series ( 泰勒级数）， 241，449 
Telescoping series ( 迭嵌级数 ），186 
Theta function (0 函数 ），334 
Tonelli, Leonida ( 托内利， 1885—1946), 415 






400 


索 


引 


Tonelli-Hobson test ( 托内利一霍布森检验法 ），415 
Topological，mapping ( 拓扑，映射 ），84 
property ( 性质 ），84 
Topology，point set ( 点集拓扑 ），47 
Total variation ( 全变差）， 129 ， 178( 练习 7,20) 
Transformation ( 变换）， 35，417 


Transitive relation ( 传递关系）， 43( 练习 2. 2) 
Triangle inequality ( 三角不等式）， 13, 19, 48, 60, 294 
Trigonometric series ( 三角级数 ），312 
Two-valued function ( 二值函数），86 


U 


Uncountable set ( 不可数集 ），39 
Uniform bound (一致有界 ），221 
Uniform continuity ( 一致连续 ），90 
Uniform convergence，of sequences ( — 致收敛，序列 
的），221 

of series ( 级数的 ），223 

Uniformly bounded sequence ( 一致有界序列），201 
Union of sets ( 集合的并 ），41 

Unique factorization theorem ( 唯一因数分解定理），6 

Unit coordinate vectors ( 单位坐标向量 ），49 

Upper bound ( 上界），8 

Upper half-plane ( 上半平面 ），463 

Upper function ( 上函数）， 256，406 

Upper integral ( 上积分 ），152 

Upper limit ( 上极限 ）， 184 

V 

ValLee-Poussin , C* J. de la ( 瓦列 — 卜辛， 1866 — 


1962 )， 312 

Value of a function ( 函数的值 ）， 34 
Variation，bounded ( 变差，有界变差 ）， 128 
totaU 全变差 ），129 
Vector ( 向量 ），47 

Vector-valued function ( 向量值函数 ），77 
Volume ( 体积）， 388，397 

W 

Well-ordering principle ( 良序原则）， 25 ( 练习 1 ， 6 ) 
Weierstrass, Karl ( 魏尔斯特拉斯， 1815 ， —1897 )， 
8 ， 54 ， 223, 322 ， 475 
approximation theorem ( 逼近定理 ），322 
M-test (M ■ 检验法 ），223 
Winding number ( 卷绕数 ），445 
Wronski ， J, MH. ( 朗斯基， 1778—1853) ，122 
Wronskian ( 朗斯基的）， 122( 练习 5, 9) 

Y 

Young, William Henry ( 杨 ，1863 一 1942) ， 252, 312 

Z 

Zero measure ( 零测度）， 169 ， 391，405 

Zero of an analytic function ( 解析函数的零点 ）， 452 

Zero vector ( 零向量 ）， 48 

Zeta function, Euler product for (( 函数，对于 [ 函 . 
数的欧拉乘积 ）， 209 

integral representation ( 积分表达式 ），278 
series representation ( 级数表达式 ），192 
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